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''"^lÜ'^- '■ B. G. Teubner. 
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Eindeutige Yerwandtseliafteii 
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73. Affinit&t, Ähnlichkeit, Eongruenz 
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neation und der tetraedrale Eomplez. 
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neation. 
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Uchen Eorrelation. 
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Dritter Teil. 

Eindeutige lineare Yerwandtschaften zwischen zweistufigen 

Gebilden. 

§ 38. Sollineation, Korrelation. 

Als Gebilde zweiter Stufe betrachten wir zunächst die beiden 262 
räumlich dual einander gegenüberstehenden Grundgebilde^ das Feld 
und den Bündel (Nr. 38). Sie haben beide zweierlei Elemente^ das 
Feld oo* Punkte und oo* Geraden, der Bündel oo* Strahlen, oo* Ebenen. 
Den Punkten und Geraden des Feldes entsprechen perspektir die 
Strahlen und Ebeneji, dual die Ebenen und Strahlen des Bündels-, 
während innerhalb eines jeden der beiden Gebilde die einen Elemente 
zu den andern dual sind. 

Meistens faßt man die einen Elemente vorzugsweise ins Auge; 
wir woUen diese die primären Elemente nennen, die andern die 
sekundären Elemente. Wir unterscheiden dann: Punktfeld, Strahlen- 
feld, Strahlenbündel, Ebenenbündel. 

Die sekundären Elemente sind Träger von einstufigen Gebilden 
aus primären Elementen; das Punktfeld hat cx)' Punktreihen, das 
Strahlenfeld oo^ Strahlenbüschel, der Strahlenbündel oo' Strahlen- 
büBchel, der Ebenenbündel oc^ Ebenenbüschel. 

Unter einer eindeutigen oder genauer eineindeutigen Ver- 
wandtschaft zweier solcher Gebilde verstehen wir eine solche, 
bei welcher jedem primären Elemente eines jeden der beiden 
Gebilde ein (und im allgemeinen nur ein) primäres Element 
des andern entspricht; ob dadurch auch die sekundären Elemente 
in eine Yerwandtschaft kommen, muß noch dahingestellt bleiben. 

Nennen wir gleichartig nicht bloß zwei solche Gebilde, die 
gleichartige Träger und gleichartige primäre Elemente haben, sondern 
auch solche, welche bei verschiedenartigen Trägem primäre Elemente 
haben, die durch Projektion auseinander hervorgehen, also Punktfeld 
und Strahlenbündel, Strahlenfeld und Ebenenbündel, dann haben wir 
im ganzen zwölf Fälle von Verwandtschaften, und zwar vier, bei 
denen es sich um gleichartige Gebilde im engem Sinne, vier, bei 
denen es sich um gleichartige im weiteren Sinne, und vier, bei denen 
es sich um ungleichartige Gebilde handelt. 

Sturm, Geometr. Verwandtschaften. II. 1 



2 ni § 38. Eollineation, Korrelation. 

Hier tritt uns gleich ein einfaches Beispiel eindeutiger Verwandt- 
schaft gleichartiger Gebilde im weiteren Sinne entgegen: die Per- 
spektive Lage von Bündel und Feld, bei welcher entsprechende 
Elemente durchweg inzidieren; wir sehen^ daß diese Verwandtschaft 
sich dann zugleich auf die einen und die andern Elemente erstreckt: 
der Strahlenbündel ist zum Punktfelde^ der Ebenenbündel zum Strahlen- 
felde perspektiv. 

Diejenige Ebene des Bündels, die zur Trägerebene des Feldes 
parallel ist, entspricht der unendlich fernen Gerade und die Strahlen 
des Büschels des Bündels in jener Ebene den unendlich fernen Punkten 
des Feldes, welche die unendlich ferne Gerade ausfüllen. 

Erst dadurch, daß wir diese unendlich fernen Punkte annehmen 
und zwar auf einer Gerade liegend, wird die eindeutige Beziehung 
zwischen Feld und Bündel, zu welcher die Perspektive Lage führt, 
ausnahmslos; im andern Falle würden jene Elemente des Bündels 
keine entsprechenden im Felde haben. 

Wir wollen sagen, ein Element eines unserer Gebilde be- 
wegt sich linear, wenn es ein zugehöriges Grundgebilde erster 
Stufe (Punktreihe, Strahlenbüsche], Ebenenbüschel) durchläuft. 

Es ist nun bei einer eindeutigen Verwandtschaft zwischen unsem 
GFrundgebilden zweiter Stufe nicht notwendig, daß entsprechende Ele- 
mente sich gleichzeitig linear bewegen; es ist z. B. bei zwei eindeutig 
bezogenen Punktfeldem möglich, daß, wenn der Punkt in dem einen eine 
gerade Linie durchläuft, der entsprechende im andern nicht ebenfalls eine 
' gerade Linie, sondern eine Kurve, etwa einen Kegelschnitt beschreibt. 

Wir haben also zu unterscheiden zwischen linearen und 
nicht linearen oder höheren eindeutigen Verwandtschaften. 

Wir woUen gleich hier hervorheben, daß nur bei den ersteren 
mit der Verwandtschaft der primären Elemente auch eine der sekun- 
dären verbunden ist, und zwar eine gleichartige. 

Für die linearen eindeutigen Verwandtschaften werden die Namen * 
Kollineation und Korrelation gebraucht^). 



1) Das Wort Kollineation stammt von Möbins her (Barycentrischer 
Calcnl § 217) und soll die gleichzeitige Linearität ausdrücken. Die Franzosen 
wenden nach Chasles' Vorgänge dasselbe Wort Homographie an wie bei der 
ersten Stufe; und für diese Gleichartigkeit spricht manches. Oft wird auch 
Projektivität für Kollineation und umgekehrt gebraucht. 

Das Wort Korrelation, von Chasles von neuem eingeführt, geht bis ins 
16. Jahrhxmdert zurück, wo Maurolycus in einer der jetzigen verwandten Be- 
deutung Würfel und Oktaeder, Dodekaeder xmd Ikosaeder korrelativ nannte. 
Statt Korrelation wird auch Reziprozität gesagt; aber es empfiehlt sich, das Wort 
reziprok in allgemeinerem Sinne anzuwenden und jede Verwandtschaft, in 
welcher ungleichartige (duale) Elemente zugeordnet sind, reziprok zu nennen; 
z. B. die in Nr. 289 besprochene quadratische Verwandtschaft zwischen den 
Punkten eines Feldes und den Ebenen eines Bündels. 



Definition der EoUineation, Korrelation. 3 

Es liegt Eollineation (Homographie) vor oder die Gebilde 
sind kollinear (homographiscli), wenn die entsprechenden Ele- 
mente gleichartig sind: 

bei zwei Feldern: Punkte nnd Punkte, Strahlen und Strahlen, 

bei zwei Bündeln: Strahlen und Strahlen, Ebenen und Ebenen, 

bei Feld und Bündel: Punkte und Strahlen, Strahlen und Ebenen. 

Feld und Bündel in perspektiver Lage sind kollinear. 

Es liegt Korrelation (Reziprozität) vor oder die Gebilde 
sind korrelativ (reziprok), wenn die entsprechenden Gebilde 
ungleichartig sind: 

bei zwei Feldern: Punkte im ersten, Strahlen im zweiten; Strahlen 
im ersten, Punkte im zweiten; 

bei zwei Bündeln: Strahlen im ersten, Ebenen im zweiten; Ebenen 
im ersten, Strahlen im zweiten; 

bei Feld und Bündel: Punkte im Felde, Ebenen im Bündel; 
Strahlen im Felde und im Bündel. 

Die einen Elemente sind immer die primären, die man sich 
zunächst entsprechend denkt; das Entsprechen der sekundären 
Elemente ist dann bei den linearen Verwandtschaften eine 
Folge. Es genügt, dies in einem der Fälle darzutun. Es möge etwa 
ein Feld und ein Bündel in eine Korrelation gebracht werden, und 
zwar zunächst, indem als primäre Elemente im Felde die Punkte ge- 
nommen werden, also, wegen der Korrelation, im Bündel die Ebenen. 
Da die Korrelation eine lineare Verwandtschaft ist, so bedeutet dies, 
daß entsprechende Elemente sich linear bewegen, d. h. wenn der 
Punkt im Felde eine Gerade durchläuft, so beschreibt die entsprechende 
Ebene im Bündel einen Büschel, und es wird so jener Gerade, einem 
sekundären Elemente des Feldes, und weil jene gleichzeitige Lineari- 
tät durchweg stattfinden soU, jeder Gerade ein Strahl im Bündel, die 
Axe des Büschels, ebenfalls ein sekundäres Element, zugeordnet, ein- 
deutig in beiderlei Sinne. 

Beschreibt hingegen in einer höheren eindeutigen Verwandtschaft, 
in der wiederum den Punkten eines Feldes die Ebenen eines Bündels 
zugeordnet seien, während ein Punkt im Felde eine Punktreihe durch- 
läuft, die entsprechende Ebene im Bündel nicht einen Büschel, sondern 
umhüllt sie etwa einen Kegel 2. Grades, so sind die sekundären Ele- 
mente nicht in Korrespondenz gebracht, vielmehr entspricht einer 
Gerade oder Punktreihe des Feldes dieser Kegel im Bündel.' 

Die Möglichkeit der Kollineation ist durch die perspek- 263 
tive Lage dargetan. Ersichtlich sind auch zwei Felder kollinear, 
wenn sie zu demselben Bündel perspektiv sind; so daß in ihnen zwei 
Punkte und zwei Strahlen sich entsprechen, die auf demselben Strahle, 
in derselben Ebene des Bündels liegen. Und ebenso sind zwei Bündel 
kollinear, wenn sie zu demselben Felde perspektiv sind; so daß zwei 



4 m. § 38. EoUineation, Eoirelation. 

Strahlen und zwei Ebenen in ihnen einander entsprechen, wenn sie 
nach demselben Punkte, derselben Gerade des Feldes gehen. 

Wir wollen dies die perspektiye Lage von zwei Feldern, 
zwei Bündeln nennen. 

Hat man zwei Gebilde in dieser Weise kollinear gemacht, so 
kann man die perspektiye Lage durch Bewegung des einen oder andern 
Gebildes aufheben; die EoUineation bleibt bestehen. Sind etwa in 
zwei perspektiy gelegenen Feldern X und X' entsprechende Punkte 
und wird das zweite Feld (starr) verlegt, wobei X' nach X" komme, 
so sind X und X'' entsprechend in der KoUineation zwischen dem ersten 
Felde in der ursprünglichen und dem zweiten in der neuen Lage. 
Eollinear und im allgemeinen nicht in perspektiyer Lage sind z. B. 
zwei Felder, welche zu zwei Bündehi bzw. perspektiy sind, die zu 
einander perspektiy sind. 

Können wir durch Aufhebung der Perspektiven Lage allgemeine 
kollineare Gebilde erzielen, so entsteht die umgekehrte Fn^e, ob kol- 
lineare Gebilde, die nicht perspektiy gelegen sind, in perspektiye Lage 
gebracht werden können. Wir können sie erst später beantworten. 

Von der Möglichkeit der Korrelation wollen wir uns 
durch folgendes metrisch konstruierte Beispiel überzeugen. 
Wir betrachten zwei Bündel U, TT und ordnen jedem Strahl x von U 
die Ebene E' von 27' zu, die auf ihm senkrecht ist. Wir machen so 
die Strahlen von U und die Ebenen von U' zu primären Elementen. 
Wir sehen sofort, daß dies eine in beiderlei Sinne eindeutige Zu- 
ordnung ist; entsprechend sind ungleichartige Elemente. Es gilt noch 
die Linearität zu beweisen. Der Strahl x durchlaufe einen Büschel 
in der Ebene E von U, so ziehen wir den Strahl x' von ü', der auf 
dieser Ebene E senkrecht steht. Dann geht die Ebene i\ die auf 
irgend einem der Strahlen x jenes Büschels senkrecht steht und ihm 
also in unserer Zuordnung entspricht, stets durch x'] denn sie steht, 
weil auf x, auch auf der Ebene E, die durch x geht, senkrecht, und 
x\ aus einem Punkte ü' der einen E' von zwei zueinander recht- 
winkligen Ebenen und senkrecht zur andern E gezogen, liegt ganz 
in jener. Also wenn x den Strahlenbüschel in E beschreibt, durch- 
läuft E' den Ebenenbüschel um af, und offenbar liegt auch umgekehrt 
der Strahl von U, der zu irgend einer Ebene dieses Büschels normal 
ist, immer in E und gehört zum Büschel (27, E). Somit sind auch 
die sekundären Elemente E und x' zugeordnet, und sind auch zu- 
einander senkrecht. 

Verlegt man einen der beiden Bündel, so hört die Normalität 
entsprechender Elemente auf, die Korrelation aber bleibt bestehen. 

Auch die Polarität in bezug auf einen Kegelschnitt be- 
weist die Möglichkeit der Korrelation. Die Pole erfüllen das 
eine Feld, die Polaren das andere (in derselben Ebene); Pol und Polare 
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bewegen sich gleichzeitig linear, auf einer Gerade und um einen 
Punkt, die ebenfalls polar sind. 

Es leuchtet nun ein, daß, wenn zwei Gebilde kollinear oder 
korrelativ sind, auch zwei Gebilde, die bzw. zu ihnen perspektiv sind, 
ebenfalls kollinear oder korrelativ sind. 

Oder allgemeiner: 

Zwei Gebilde, die zu einem dritten beide kollinear oder 
beide korrelativ sind, sind unter einander kollinear. Ist 
aber das eine zum dritten kollinear, das andere zu ihm kor- 
relativ, so sind sie zueinander korrelativ. 

Weil entsprechende Elemente sich gleichzeitig linear bewegen, 264 
so haben in kollinearen Gebilden entsprechende Kurven oder 
Eegel gleiche Ordnung und gleiche Klasse. 

Wir betrachten z. B. ein Feld und einen Bündel, die kollinear 
sind; einer Kurve in jenem entspricht ein Kegel in diesem. So oft 
ein Punkt von jener auf eine Gerade des Feldes zu liegen kommt, 
so oft fällt eine Kante von diesem in den entsprechenden Strahlen- 
büschel, d. h. Kurve und Kegel haben dieselbe Ordnung. Femer so 
oft eine Tangente der Kurve durch einen Punkt des Feldes geht, so 
oft geht die entsprechende Berührungsebene des Kegels durch die 
entsprechende Gerade des Bündels; Kurve und Kegel haben dieselbe 
Klasse. 

Durch die Korrelation tritt eine Vertauschung von Ord- 
nung und Klasse ein. 

Da nun ein Kegelschnitt und ein Kegel 2. Grades Ordnung und 
Klasse gleich 2 haben, so geht ein Kegelschnitt oder Kegel 
2. Grades durch Kollineation oder Korrelation wieder in 
einen Kegelschnitt oder Kegel 2. Grades über. 

Aus der Eindeutigkeit unserer Verwandtschaften folgt, daß auch 
die entsprechenden einstufigen Gebilde in eindeutiger Be- 
ziehung, also projektiv sind. Zwei entsprechende Würfe haben 
daher dasselbe Doppelverhältnis. 

In einer Kollineation zwischen zwei Feldern Z, Z' mögen, 
indem wir die Punkte als primäre Elemente ansehen, den Punkten 
Äj B, Cy D des einen die Punkte A\ B\ C\ D' des andern 
entsprechen; so wollen wir uns zuerst klar machen, daß das nur 
in einer Kollineation möglich ist. Nehmen wir an, es gebe 
zwei Kollineationen und einem beliebigen weiteren Punkt X von Z 
mögen in ihnen X', bzw. X/ in Z' entsprechen. Auf der Gerade, 
welche in der einen oder andern Kollineation der AB entspricht, also 
durch die Punkte entsteht, welche den auf AB gelegenen Punkten 
entsprechen, müssen A\ B liegen, also muß sie A'B^ sein, und ähn- 
liches gilt für die andern Verbindungslinien von A, B, C, D und 
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A\ B\ G\ D\ Der Oerade A'K entspricht in der einen Eollineation 
ÄX.\ in der andern A'X^'^ wegen der einen muß sein: 

A{By C, D, X) - A'(B', C\ D', T) 

und wegen der andern: 

A (B, C, D, X) « A' (B\ C\ D\ X'); 

daraus folgt, daß ÄX^ mit A'X identisch ist; oder X' und X^ 
liegen mit A' in gerader Linie, ebenso aber auch mit J?', C\ i)'; 
mithin können sie nicht verschieden sein. Folglich hat jeder Punkt 
in beiden Kolline^tionen den nämlichen entsprechenden Punkt; sie 
sind nicht Terschieden. 

Diese Betrachtung zeigt uns aber auch, wie man, wenn vier 
Paare entsprdt^hender Punkte gegeben sind, zu weiteren ent- 
sprechenden Punkten gelangt. Man benütze die Büschel um 
zwei Paare der gegebenen Punkte, etwa -4, A' und JB, B\ mache jene 
so projektiv, daß den -4(JB, C, D) die A'(B\ C\ D') entsprechen, und 
diese so, daß den B (A, C, D) die B' (A^ C\ D') entsprechen, also 
in beiden Projektivitäten AB und AB' entsprechend sind. Darauf 
konstruiere man, wenn zu X der entsprechende Punkt gesucht wird, 
den dem AX m der ersten und dem JBX in der zweiten Projektivitat 
entsprechenden Strahl in A\ bzw. JB'; ihr Schnitt ist X', und ähnlich 
würde man aus X' den X erhalten. Die Eindeutigkeit der gewonnenen 
Verwandtschaft ist einleuchtend; wir haben noch darzutun, daß, wenn 
X sich auf einer Gerade g bewegt, auch X' eine Gerade durchläuft. 
Der auf g sich bewegende Punkt X macht die Büschel Ay B projektiv in 
perspektiver L^e; A' imd -4, B' und B sind nach vorliegender Kon- 
struktion projektiv. Daher A' 7\ A 7\ B 7\ B\ Also sind A' und B' 
auch projektiv, und zwar entsprechen sich in ihnen solche Strahlen, 
welche in den Projektivitäten zwischen A und A\ B und B' Strahlen 
von A und B entsprechen, die sich auf g (im jeweiligen X) treffen. 
Kommt X auf g in den Schnitt mit AB, so fallen AX, BX in AB 
zusammen, welchem in beiden Projektivitäten A'B' entspricht, daher 
ist dieser Strahl A'B' in der neuen Projektivitat zwischen A' und B' 
sich selbst entsprechend; es handelt sich bei derselben auch um Per- 
spektive Lage imd X' durchläuft eine Gerade, die Perspektivitätsaxe. 
Es liegt in der Tat KoUineation vor. 

Wir bemerken nebenbei, daß, wenn nicht in den beiden Projek- 
tivitäten zwischen A und A', B und B' die Geraden AB und A'B' 
entsprechend wären, die Büschel A', B' nicht in Perspektive Lage 
kommen würden, der Punkt X' also nicht eine Gerade, sondern einen 
Kegelschnitt erzeugen würde. Es handelte sich dann um eine ein- 
deutige, aber nicht lineare Verwandtschaft. 

Liegt X in C oder D, so ersieht man leicht, daß X' nach C 
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oder ly fallt; liegt X in ^^ so ist X^ ein anbestimmter Strahl 
durch Aj der entsprechende ein unbestimmter Strahl durch Ä'] BX ist 
BÄ und entsprechend ist ffÄ', Schnitt jedenfalls Ä'] ebenso bei B und 
jB". Die gegebenen Punkte sind also entsprechend. Folglich sind in 
unserer Verwandtschaft auch die entsprechenden Doppelyerhältnisse 
C {Äy B, D, X) und C {A\ B\ D', X^ gleich, d. h. der in ahn- 
licher Weise in C konstruierte Strahl geht auch durch X', und ebenso 
der bei D\ Die Beyorzugung, die wir eben den Büschelpaaren A, -4.'; 
By B' haben zuteil werden lassen, ist nur scheinbar; das Ergebnis 
wird von ihr nicht beeinflußt. Welche zwei Paare auch genommen 
werden, es ergibt sich immer dieselbe KoUineation. Wir erhalten also: 

Vier Paare entsprechender Punkte reichen hin und sind 
notwendig, um zwei Felder kollinear zu machen; sie legen 
eine einzige KoUineation fest. 

Aber wir müssen vermeiden, daß drei von den Punkten des einen 
Feldes, etwa B, (7, D, in gerader Linie liegen und die ihnen zugeord- 
neten B\ C", D' ebenfalls; denn dann tritt Unbestimmtheit ein: für 
die Projektivitat zwischen B und B' haben wir nur zwei Paare ent- 
sprechender Strahlen: B {A, CD) und B' {A', CDy 

Was sich ergibt, wenn diese Geradlinigkeit nur das eine Mal 
eintritt, soll später erörtert werden. 

Nimmt man die Strahlen als primäre Elemente, so ergibt sich 
der duale Satz für vier Paare entsprechender Strahlen, und durch 
Projektion (oder einen ähnlichen Beweis) erhält man die beiden Sätze 
für zwei Bündel und die für ein Feld und einen Bündel. 

Sind ungleichartige Elemente entsprechend, etwa bei zwei Feldern 
vier Punkten A, B, 0, D des einen die Geraden a, b, c, d des andern, 
so kommen wir, die Konstruktion in Z' dual umgestaltend, zu den 
analogen Sätzen über die Korrelation. Demnach: 

Vier gleichartige Elemente in dem einen Gebilde und, 
ihnen entsprechend zugeordnet, vier ihnen gleichartige oder 
ungleichartige in dem andern legen eindeutig eine KoUi- 
neation oder Korrelation fest; wofern nur drei von jenen und 
die drei zugeordneten unter diesen nicht gleichzeitig lineare 
Lage haben. 

Für fünf Paare entsprechender Elemente muß daher eine 
Beziehung bestehen. Für Punkte Ay . , . E] A\ , . . E' hat sie 
Möbius in Form einer Gleichheit von Dreiecks-Doppelyerhältnissen 
gegeben^). DE schneide AB, AC in F, G, D'E' die A'B\ A'C 
in F\ G\ die den F, G entsprechen; daher ist: 

{DEFG)^{D'E'VGy, 

1) Gesammelte Werke, Bd. 1, S. 462 (Baiycentrischer Calcul). 
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weil aber (Nr. 52): 

PF ABB DG AGB 
EF ABB' EG^ ACE' 
so gilt: 

ABB , ACB _ ABB' ^ ACB' 
ABE ' ACE "" A'B'E" ' A'C'E" 

265 Bei der Perspektiven Lage zweier Felder (Nr. 263) ist unmittelbar 

ersichtlich^ daß jeder Punkt der Schnittlinie der beiden Ebenen sich 
selbst entspricht. 

Umgekehrt, wenn bei zwei kollinearen Feldern Z, Z' jeder 
Punkt der Schnittlinie s sich selbst entspricht, dann sind 
sie in perspektiver Lage. Denn jede zwei entsprechenden Dreiecke 
ABC und A'B'C sind es; der AB entspricht durch die EoUineation 
die A'B'*^ der Punkt, wo jene die s trifft, entspricht sich selbst, liegt 
also auch auf ÄB\ Folglich treffen AB und AB' sich auf 5, und 
ebenso AG und ÄC\ BG und B'G\ Daher laufen AA', BB\ GG' 
in einen Punkt zusammen (Nr. 40), der schon durch AA', BB' 
bestimmt ist und fest bleibt, wenn G und C" durch andere Paare 
entsprechender Punkte ersetzt werden. 

Nun wollen wir zeigen, daß man ein gegebenes Viereck A'B'G'D' 
in Z' in ein gegebenes Viereck ABGD in Z durch eine Reihe von 
Projektionen und Schnitten überf&hren kann. Wir projizieren aus 
einem Punkt S' von AA' das Viereck ÄB'G'D' auf eine durch A 
gehende Ebene Z" in das Viereck AB"G"D"\ es seien dann E und 
£" die Diagonalpunkte {AB, GD) und {AB'\ G^'B"), In A schneiden 
sich ABE und AB"E'\ folglich schneiden sich die in ihrer Ebene 
befindlichen BB" und EW-^ der Schnitt sei S'\ Aus ihm projizieren 
wir A, B'\ C", D", E'' auf die Ebene Z"', welche durch die Gerade 
ABE geht, in ^ 5, G"\ D"', E, Weil (7', D", -B" in gerader Linie 
liegen, so tun es auch die Projektione^ C", iX", E. In E schneiden 
sich daher C'"D'" und CD, und in ihrer Ebene liegen CG'" und 
DD"'] ist S"' deren Schnittpunkt, so führt die Projektion aus diesem 
Punkte auf die durch ABE gehende Ebene Z das Viereck ABCD'" 
in das Viereck ABGD über^). 

Und wir haben durch drei Projektionen und drei Schnitte 
ABG'D' in ABGD übergeführt und daher die KoUineation 
zwischen Z, Z', in der die beiden Vierecke einander ent- 
sprechen, durch projektive Operationen erzielt. 

Jede zwei benachbarte von den Feldern Z', Z", Z"', Z sind zu 
einem zwischengeschalteten Bündel, bzw. 8\ S'\ S'" perspektiv, daher 
zueinander imd J! und Z sind kollinear. Es genügt, diesen Fall 

1) Ich verdanke diese Konstruktion einer brieflichen Mitteilung Reyes. 
Enriques spricht in seinen Lezioni di Greometria projettiva S. 161 von einer 
solchen Konstruktion, ohne sie anzugeben. 
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der Eollineation behandelt zu haben; da die andern anf ihn zurück- 
geführt werden können. 

Wir können die Eollineation und Korrelation auch dadurch fest- 266 
legen^ daß die in demselben Gebilde gegebenen Elemente 
nicht alle gleichartig sind. 

Wenn aber z. B. in dem einen Felde drei Punkte Ä, B, C und 
eine Gerade d gegeben sind imd im andern A'y B\ C\ d' oder a\ V, c', D'\ 
so läuft das darauf hinaus ^ daß dort vier Geraden BCj CAy AB, d 
und hier ebenfalls vier Geraden B'C\ CA, A'B', d' oder vier Punkte 
Vc' y da y aV y D' gegeben sind, und ähnlich ist die Bestimmung 
durch drei Geraden und einen Punkt in dem einen Felde und die 
entsprechenden gleichartigen oder ungleichartigen Elemente in dem 
andern mit derjenigen identisch^ wo vier Punkte im ersten Felde ge- 
geben sind. 

Sind aber im ersten Felde Ay By Cy d, im zweiten A'y B\ 
Cy äy bzw. dy Vy G\ D' gegeben^ so müssten, wenn sie in einer 
Kollineation oder Korrelation entsprechend sein sollen, auch den 
Punkten jB-(J[JB, c), F-^^ABy d) die Punkte JB'=(^'JB', c)y 
r^{AB\ d') oder die Geraden 6'=(a'6', C), f--{aVy D') ent- 
sprechen; also müßte: 

(ABEF) ^ {AB'E'F') oder = (a'Ve'f) 

sein, was bei der beliebigen Lage der gegebenen Elemente nicht der 
Fall ist. Also ist es im allgemeinen nicht möglich, durch 
solche entsprechenden Elemente eine Kollineation oder Kor- 
relation festzulegen. 

4 

§ 39. Prinzip der Dualität in der Ebene und im Bündel. 
Entsprechende Eegelschnitte. Fünf Paare entsprechender Elemente. 

Polare Figuren der Korrelation. 

Durch die Möglichkeit, zwei Felder oder zwei Bündel 267 
korrelativ aufeinander zu beziehen, ist das Prinzip der 
Dualität in der Ebene und im Bündel bewiesen. Das Duali- 
sieren, bei welchem man nicht in der nämlichen Ebene, dem nämlichen 
Bündel zu bleiben braucht, besteht in der der Korrelation entsprechen- 
den Umformung. Punkt und Gerade, bzw. Strahl und Ebene ver- 
tauschen sich miteinander, infolgedessen auch Punktreihe imd Strahlen- 
büschel, Strahlenbüschel und Ebenenbüschel. Inzidente Elemente 
gehen in ebensolche über. In der Ebene stdbt dem Liegen von 
Punkten in einer Gerade das Zusammenlaufen von Geraden in einen 
Punkt, im Bündel dem Liegen von Strahlen in einer Ebene das Zu- 
sammenlaufen von Ebenen in einen Strahl dual gegenüber. B>eine 
Lageneigenschaften sind also immer dualisierbar. 
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Begnügen wir ans mit der Ebene. Punkt einer Enrve und Tan- 
gente; Doppelpunkt und Doppeltangente, Ordnung und Klasse stehen 
sich dual gegenüber, ein Kegelschnitt als Kurve 2. Ordnung und 
2. Klasse geht in einen Kegelschnitt über, ein Büschel Ton Kegel- 
schnitten in eine Schar, ein Viereck in ein Vierseit, Pol und Polare 
in bezug auf einen Kegelschnitt in Polare und Pol in bezug auf den 
dualen, da die Konstruktion des Poles aus der Polare ganz dual zu 
der der Polare aus dem Pole verläuft; konjugierte Elemente des einen 
gehen in solche des andern über. 

Die Korrelation führt ein einstufiges Gebilde in ein zu ihm 
projektives über, einen Wurf in einen von demselben Doppelver- 
hältnis, so daß Sätze, in denen Doppelverhältnisse vorkommen, dua- 
lisiert werden können. Projektive Gebilde gehen durch die Kor- 
relation oder Dualisierung in projektive Gebilde, konjektive in kon- 
jektive über, doppelt entsprechende Elemente in ebensolche, also 
involutorische Gebilde in ebenfalls involutorische oder kurz, eine In- 
volution in eine Involution, speziell eine Involution konjugierter Punkte 
oder Strahlen in bezug auf einen Kegelschnitt in eine Involution kon- 
jugierter Sti*ahlen oder Punkte. Auch die Eigenschaft konjektiver 
Gebilde, zyklisch zu sein, bleibt erhalten. 

Da Parameter als Doppelverhältnisse dargestellt werden können, 
so führt die Dualisierung ein Element eines einstufigen Gebildes in 
eines auf dem entsprechenden Gebilde über mit demselben Parameter, 
also eine Figur, für die eine parametrische Relation gilt, in eine 
andere, für welche die nämliche parametrische B.elation gilt, daher 
gehen mehrdeutige Verwandtschaften zwischen einstufigen Gebilde in 
eben solche über, z. B. Involutionen höheren Grades. Wir können 
zusammenfassend sagen: 

Sätze, die nur projektive Eigenschaften enthalten, sind 
dualisierbar. 

Interessant sind solche Sätze, bei denen Voraussetzung und Be- 
hauptimg dual gegenüberstehen, also die dualen Sätze die Umkeh- 
rungen sind, wie die Sätze über Perspektive Dreiecke in der Ebene. 

Die Beziehung zwischen Pol und Polare in bezug auf einen 
Kegelschnitt ist, wie schon bemerkt, eine Korrelation ineinander 
liegender Felder, historisch am frühesten bekannt. Auf sie hat 
Poncelet im Trait^ des propriötes projectives des figures (1822) das 
Prinzip der ebenen Dualität basiert (daher auch Prinzip der Polarität)*). 

Der eben erwähnte Spezialfall der Korrelation, die Polarität in 
bezug auf einen Kegelschnitt, hat bewirkt, daß die bei ihr üblichen 



1) Vgl. zur Entstehungsgeschichte die Artikel von Gergonne und Poncelet 
in den Annales de Math^m., Bd. 16, S. 209 und Bd. 18, S. 126, sowie Poncelets 
Zusätze in der zweiten Auflage des Trait^ (1866, 67). 
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Namen: Pol und Polare übertragen worden sind auf die entsprechen- 
den Elemente einer beliebigen Korrelation. Und ebenso wird bei 
einer solchen ein Pnnkt, der auf der Polare eines andern Punktes 
liegt, eine Gerade, die durch den Pol einer andern Gerade geht, kon- 
jugiert zu diesem Punkte, dieser Gerade genannt^). 

Inzidenten Elementen X, y des einen Feldes sind nun inzidente 
x\ Y' im andern polar. Y'y auf x' gelegen, ist zu X konjugiert, und 
X, auf y gelegen, zu Y'] ebenso ist x', durch Y' gehend, zu y kon- 
jugiert, und y^ durch X gehend, zu x\ Die Konjugiertheit findet 
daher auch im allgemeinen Falle stets gegenseitig statt. 

Die EoUineation und die Korrelation führen einen Kegelschnitt 268 
in einen Kegelschnitt über; so entsteht die Frage, wenn in zwei 
Feldern Kegelschnitte k und k' gegeben sind, ob man die 
Felder so kollinear oder korrelativ machen kann, daß diese 
Kurven entsprechend werden. Man lege drei Punkte Ä, B, G 
auf k und drei Ä\ B\ C auf ä;'; es sei femer D der Pol von AB 
für i, so daß DAj DB ihn in Ä, B berühren, und D' der Pol von 
Ä'B' für k\ Wir legen dann eine KoUineation fest: 

ABCD 
ÄBCD' 

d. h. in welcher den Punkten -4, -B, C, D die Punkte Ä, B\ C\ D' 
zugeordnet sind. Durch sie geht k in einen Kegelschnitt über, welcher 
durch A\ B\ C geht und in Ä, B' die Geraden Ä'D\ B'B' berührt, 
weil k das entsprechende tut; also ist er mit k' identisch; denn 
durch diese Bedingungen: fünf gegebene Punkte, von denen zwei- 
mal zwei unendlich nahe sind, ist ein Kegelschnitt eindeutig bestimmt 
(Nr. 126). 

Durch die KoUineation entstehen auf den entsprechen- 
den Kegelschnitten projektive Punktreihen; denn die Strahlen- 
büschel, welche diese Punktreihen aus entsprechenden Punkten der 
Kegelschnitte projizieren, sind wegen der KoUineation projektiv. 

Durch das Entsprechen von J., B^ C und Ä\ B\ C sind auf Ä, 
k' projektive Punktreihen festgelegt. Sind dann D und D' weitere 
entsprechende Punkte in dieser Projektivität, so daß die krummen 
Punktwürfe ÄBCD% nni AB' CD' projektiv sind, so können wir die 
KoUineation auch durch diese vier Paare entsprechender Punkte be- 
stimmen. Ist dann X ein beUebiger Punkt auf %, Y' auf k', so ist: 

X{A, B, C, D) A T{Ä, B', C, Dy 

Wenn X' dem X in der KoUineation entspricht, so geht durch diese 



1) Diese scharfe Sonderung von polar und konjugiert ist auf Staudt 
zurückzuführen (Geometrie der Lage, Nr. 289, 319). 

•4 
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Jc^{äBCDX) über in {AB'C'D'X'), und es ist, wegen der KoUi- 
neation: 

X{A, B, C, D) A X\Ä, B\ C\ D'); 
also : 

T(Ä\ B\ C\ D') A X\Ä, B\ C\ D'). 

Daher liegen Y' und X' mit A'y B\ 0\ D' auf demselben Kegel- 
schnitte, oder der Kegelschnitt (ul'B'C'D'X') ist mit k' - {ÄB'CD'Y') 
identisch. 

Wenn auf zwei Kegelschnitten h und V projektive Punkt- 
reihen gegeben sind^ so besteht eine KoUineation zwischen 
den Feldern, in denen sie liegen, von der Art, daß auch in 
ihr Punkte, welche in dieser Projektivität einander korres- 
pondieren, entsprechend sind. 

Ersetzt man in dem einen Felde die Punkte auf dem Kegel- 
schnitte durch die zugehörigen Tangenten, so erhält man die ent- 
sprechenden Ergebnisse für die Korrelation. 

Ist der eine Kegelschnitt ein Kreis, so lehrt eine KoUi- 
neation, in der er dem andern Kegelschnitt entspricht, daß 
auf diesen alle projektiven Eigenschaften des Kreises über- 
tragen werden können. Man kann z. B. sich begnügen, nur für 
den Kreis den Pascalschen, den Brianchonschen Satz zu beweisen, 
die Polarentheorie auszubauen, und weiß dann, daß sie, weil es sich 
in ihnen nur um projektive Eigenschaften handelt, auch für den all- 
gemeinen Kegelschnitt gelten. 

Indem wir Ä, B, G auf h festhalten und Ä', B\ C auf 1c ver- 
ändern, erkennen wir, daß es oo' Kollineationen gibt, in denen 
die beiden Kegelschnitte entsprechend sind. 
269 Es liegen zwei Kegelschnitt-Büschel vor; die Zuordnimg 

der einen Grundpunkte und der andern (in einer der 24 Permutationen) 
macht die beiden Büschel homolog (d. h. entsprechend) in kolli- 
nearen Feldern. Damit die KoUineation reell sei, ist erforderlich, 
daß die Grundpunkte gleichartig sind. 

Beträchten wir den Fall, daß beide Büschel imaginäre Grund- 
punkte haben und die konjugierten je dargestellt sind durch eine 
elliptische Involution, eine gemeinsame Involution konjugierter Punkte 
für die Kegelschnitte des Büschels^), so konstruieren wir folgender- 
maßen vollständig reell. Es sei bei dem einen Büschel der Schnitt- 
punkt der Träger der Involutionen, Q und Q^ seien ihm in diesen 
gepaart und BS, B^S^ die reellen Paare (Nr. 113) der Involutionen, 
welche zu OQ, bzw. OQ^ harmonisch sind, und in gleicher Weise 
seien 0', C, . . . S^' beim andern Büschel hergestellt. In acht Weisen 

1) Steiner-Schröters Vorlesungen, § 42. 
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lassen sich dann die Tier Punkte JR, S den vier Punkten R\ S' so 
zuordnen, daß gepaarten wiederum gepaarte entsprechen; z. B.: 

xi S It^ o j I 

Die dadurch festgelegte EoUineation ordnet auch die Punkte und 
O'f Q und Q\ Qi und Q^' einander zu; also auch die Involutionen 
(OQ, RS), (OQ^, R,8,) und (O'Q', R'S') und {0'Q,\ R.'S,') und 
ihre Doppelpunkte, die Grundpunkte der beiden Büschel, mithin diese. 
Sind zwei Ghrundpunkte in beiden Büscheln reell: M, N] M\ N'] 
so werden in den darstellenden Involutionen der andern wieder die 
Paare B^S^, B^'^i ermittelt; und wir erhalten vier Eollineationen, wie: 

M N B^S^ 
M'N'B^S^' 

Der dritte Fall, der zu 24 reellen EoUineationen fuhrt, bedarf keiner 
Erörterung. 

Ahnliches gilt hinsichtlich der EoUineation zweier Eegelschnitt- 
Scharen oder der Eorrelation eines Büschels und einer Schar. 

Damach kann man einen Eegelschnittbüschel, von welchem min- 
destens zwei Orundpunkte imaginär sind, reeU kollinear zu einem 
Ereisbüschel machen, wofern die andern Grundpunkte gleichartig 
sind, also zwei gegebene Eegelschnitte mit mindestens zwei imaginären 
Schnittpunkten koUinear zu zwei Ereisen, jedoch nicht selbst gegebenen, 
sondern nur einem gegebenen Büschel angehörigen. 

Benutzen wir Chasles' Wort ümbilikalpunkt für den Schnitt- 
punkt gemeinsamer Tangenten und seine Eorrespondenz von XTm- 
bilikalpunkten und gemeinsamen Sekanten zweier Eegel- 
schnitte^). Das Viereck der gemeinsamen Punkte und das Vier- 
seit der gemeinsamen Tangenten haben ja dasselbe Diagonaldreieck ^, 
welches das gemeinsame Polardreieck ist. Ghasles nennt einen 
ümbilikalpunkt und eine gemeinsame Sekante korrespondierend, wenn 
sie bzw. mit Gegenelementen dieses Dreiecks inzidieren, so daß jedes 
Paar von Gegenelementen dieses Dreieck zu vier Paaren derartiger 
korrespondierenden Elemente führt. 

Für zwei Ereise sind nun die unendlich ferne Gerade und die 
Gerade, welche die reellen oder imaginären endlichen Schnitte ver- 
bindet (Potenzlinie), die einzigen reellen gemeinsamen Sekanten-, die 
korrespondierenden Umbilikalpunkte sind die, welche auf der Gegen- 



1) Point ombilical oder kurz ombilic: Trait(^ des Sections coniques Nr. 346. 

2) Vgl. Steiner- Schröters Vorlesungen, § 54. — Das Polarfeld wird 
uns später einen Beweis liefern. 
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Seite des Schnitts jener Geraden im Polardreiecke, d. i. auf der Zentrale 
liegen, bekanntlich die Ahnlichkeitspnnkte, welche stets reell sind. 

Daraus schließen wir yermittelst der Eollineation in den Fällen, 
. wo zwei Kegelschnitte nur zwei reelle gemeinsame Sekanten 
nnd nur zwei reelle ümbilikalpunkte haben, daß jene und 
diese korrespondierend sind. 

Zwei Kreise, welche keine reellen Punkte gemeinsam haben, 
haben entweder vier reelle gemeinsamen Tangenten oder keine reellen 
gemeinsamen Tangenten, je nachdem sie sich ausschließen oder einer 
den andern umschließt. Für beide Fälle gilt: den beiden einzigen 
reellen gemeinsamen Sekanten korrespondieren die Ähnlichkeitspunkte; 
im letzteren Falle die einzigen reellen ümbilikalpunkte. Sonst kor- 
respondieren in diesem Falle imaginäre Elemente. Im ersten Falle 
aber korrespondieren jedem der vier reellen Ton den Ähn- 
lichkeitspunkten Terschiedenen Ümbilikalpunkte imaginäre 
gemeinsame Sekanten^). 

Man beachte, daß die Kreise in yerschiedenen (vollen) Winkeln 
der von einem dieser ümbilikalpunkte ausgehenden gemeinsamen 
Tangenten liegen und daher von den Strahlen durch den Punkt ver- 
schiedenartig geschnitten werden. Ahnliches gilt f&r Kegelschnitte 
mit vier imaginären Schnitten und vier reellen gemeinsamen Tangenten 
und duales für solche, bei denen alle Schnitte reell, alle gemeinsamen 
Tangenten imaginär sind. 

Im vorangehenden handelt es sich um reelle Kurven; stellt man 
z. B. einen reellen Ejreis {MjT) mit einem reell -imaginären {M^yV^i) 
zusammen, d. h. einem solchen, der einen reellen Mittelpunkt und 
negatives Radiusquadrat hat, so sind die Ähnlichkeitspunkte imaginär, 
die ihnen korrespondierenden gemeinsamen Sekanten reelL 
270 Wir schalten hier eine interessante Eigenschaft des vollstän- 

digen ebenen Fünfecks ABGDE ein. Auf jeder von den zehn 
Seiten hat man eine Reihe von fünf Punkten, nämlich die 
beiden verbundenen Ecken und die Schnittpunkte mit den 
Seiten, welche die drei übrigen Ecken verbinden. Alle diese 
Punktreihen sind projektiv. Nehmen wir zunächst zwei Seiten 
AB, CD, welche keine Ecke gemeinsam haben, so sind deren Punkt- 
reihen perspektiv mit der fünften Ecke E als Zentrum, und zwar 
gilt folgendes Entsprechen: 

AB{B, A, DE, EC, CD) A CD (BE, EA, D, C, AB). 

Von AB ausgehend, gelangen wir zu CD, CE, DE, von CD noch 
zu AE, BE, von CE zu AD, BD und von DE zu AC, BG und 
haben nun alle zehn Seiten. Das Entsprechen ist folgendes: 

1) Von Chasles a. a. 0. erwähntes Beispiel. 
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ÄB{B, A, DE, EG, CD) A ÄC{C, DE, A, EB, BD) 
A ÄD(D, CE, EB, A, BC) A AE{E, CD, DB, BC, A) 
A BC{DE, C, B, EA, AD) A BD{CE, D, EA, B, AC) 
A BE{CD, E, DA, AC,B)7\ CD{BE, EA, D, C, AB) 
A CE{BD, DA, E, AB, G) A DE{BC, CA, AB, E, D). 

Betrachten wir das Fünfeck als ein einfaches ABCDE 
und nennen die Gegenseiten CD, DE, . . . der Ecken A, B, . . . 
bzw. a, b, c, d, e, so entstehen um deren zehn Schnittpunkte 
Büschel von je fünf Strahlen^ welche untereinander und jenen 
zehn Punktreihen projektiv sind. Wir wollen die Punktreihe: 

DE{BC,CA,AB,E,D) oder einfacher A'RC'ED, 

wo A', B', C die Schnitte Ton BC, CA, AB mit DE sind, mit 
dem Büschel: 

de{bc, ca, ab, e, d) oder B{E, F, D, e, d), 

wo F— ca ^ (EA, CD) ist, vergleichen. Nennt man noch G den 
Schnitt von BF mit DE, so ist letzterer Büschel perspektiv zu 
EGDAC\ Das vollständige Viereck Jl 5 CF lehrt aber, daß ÄE, 
B'G, CD auf DE in Involution sind; daher ist: 

ÄB'C'ED A EGDA'C\ 

Es sei nun K^ der durch die fünf Ecken A, , . , E gehende Kegel- 
schnitt; S3 sei der zweite Schnitt von BF mit K^, so entsteht auf 
K^ durch den Büschel F eine Involution CD, EA, 5S3; daher ist: 

EfÖDCA A ABCDE] 

die links stehende krumme Punktreihe ist aus B perspektiv zu der 

Reihe auf AE: 

AE{E,CD,DB,BC,Ay, 

daher ist die krumme Punktreihe ABCDE auf K^ zu allen 
zehn Punktreihen projektiv, und folglich auch jeder die Punkte 
Aj B, , , .E aus irgend einem Punkte von JE"' projizierender Büschel. 
Eohn^) hat ein jedes dieser untereinander projektiven fünfelementigen 
Gebilde, insbesondere die krumme Punktreihe ABCDE auf dem Kegel- 
schnitte, den BegriflF „Wurf'' von vier Elementen auf fünf erwei- 
ternd, Wurf des Fünfecks genannt. 

Bemerken wir: E{A, B, C, D) A AB{B, A, DE, EC)] ersicht- 
lich ist jener Wurf zu AB{A, B, EC, ED) perspektiv. 

In zwei kollinearen Feldern sind die Würfe zweier ent- 
sprechender Fünfecke ABCDE, ÄB'C'D^E' projektiv; denn 

1) Math. Annalen, Bd. 46, S. 285. 
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z. B. auf den entsprechenden Geraden AB und A'B' sind auch den 
Punkten ÄB{DE, EC, CD) die Punkte AB\UE\ E'C\ CD) 
entsprechend. 

und umgekehrt; die Bedingung dafür^ daß zwei ebene 
Gruppen von fünf Punkten in einer Kollineation entsprechend 
sind; ist; daß ihre Würfe projektiv sind. 

Dabei ist es gleichgültig; in welcher der verschiedenen Formen 
ein solcher Wurf dargestellt ist. Wenn z. B. 

ÄB{B, Ä, DE, EC, CD) A A'B'{B\ A\ D'K, E'C\ CD') 

vorausgesetzt wird; so ergeben sich in der Kollineation 

ABCD 

AB' CD' 

auch die Schnitte C^^{AB,DE\ D^^{AB,EC) und C^'^{A'B%D'E'), 
Dj' ^ (A'B'fE'C) als entsprechend infolge der durch sie auf AB, 
A'B' hervorgerufenen Projektivitat, die mit der vorausgesetzten über- 
einstimmt; weil in beiden den Punkten B^ A, {AB, CD) die Punkte 
JS', A', (A'B\ CD') entsprechen. Daher sind auchi: = (CDi; DCj) 
und E' = (CD/; D'C/) entsprechend. 

Man vergleiche Mob ins' metrische Relation (Nr. 264). 
271 Wir nehmen wieder; zum Problem der ebenen Projektivität 

zurückkehrend; zwei fünf punktige (Jruppen G^ (Nr. 228). In der 
Kollineation : 

A^A^A^A^ 

B^B^B^B^ 

entspricht dem Kegelschnitte B^ » {B^ . . , B^ der zu ihm in bezug 

auf G,^. analoge Kegelschnitt Aj. (Nr. 268); der Punkt, der dem B^ 

in der Kollineation entspricht; ist dann derjenige auf A^, der in der 
Projektivität: Ay^A^A^A^ A B^B^B^B^ auf den beiden Kurven dem 
JRj korrespondiert; also der in Nr. 228 mit A^' bezeichnete. Durch die 
andern derartigen Kollineationen erhält man die Punkte A^\ . . . A^. 
Wir fanden dort den Punkt ^q als Konkurrenzpunkt ^ouA^A^, . . . A»,A^ 
und haben nun in dieser Kollineationen heranziehenden Konstruktion 
den Weg; auf welchem Gremona zu diesen ausgezeichneten Punkten 
^o; jBo gelangt ist 1). 

Nehmen wir nun den speziellen Fall aU; daß die beiden Grup- 
pen von G^ in einer Kollineation A entsprechend sind; dann 
sind es auch die beiden Kegelschnitte A^ und B^ und alle analogen 
Kegelschnittes des einen vereinigen sich im andern. In bezug auf G^ 
korrespondiert aber jeder Punkt der einen Kurve jedem der andern. 

1) Cremona, Nouvelles Annales de Math^m. Ser. I, Bd. 20, S. 455. 
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Zwei in A homologe Punkte sind ersichtlich in bezng auf G^ korres- 

pondiereud; und da jeder Ä außerhalb A^ oder B außerhalb B^ nur 

einen korrespondierenden hat; so ist die A die eindeutige Yer- 
wandtschaft; die in diesem Falle an Stelle der Verwand- 
Schaft 5. Grades getreten ist-, daß den Punkten einer Gerade die 
Punkte einer Gerade korrespondieren, erkannten wie schon in Nr. 230. 

Fügen wir nun sechste Punkte A^, JBg, aber nicht homolog 
in A, hinzu, so sieht man sofort, daß jeder Punkt Ä auf A^ in bezug 
auf G^ einen korrespondiemeden B auf B^ hat, der sich folgender- 
maßen ergibt: A^ sei der zweite Schnitt Ton AAL^ mit A*; ihm ent- 
spricht auf BJ durch die Eollineation (oder Projektivitat) der B^' 
und korrespondierecd zu A ist der zweite Schnitt Ton B^B^' mit 
B^- Ferner seien B^, A^ za Ai^, B^ in der Eollineation A homolog, 
also auch A^Ä^ und B^B^. Die in A homologen Punkte dieser Ge- 
raden sind in bezug auf G^ korrespondierend; und A^, A^A^ setzen 

die Kurve a', B^, B^B^ die Kurve h^ des allgemeinen Falls zusammen 
(Nr. 231). 

Sollten aber auch A^, B^ in der Kollineation A homolog sein, 
so sind jede zwei in dieser homologe Punkte in bezug auf G^ kor- 
respondierend. 

Wenn aber wieder die KoUineation A sich nur auf G^ erstreckt, 
und A^f A^] B^^ B^ beliebig zugefügt sind, so erhalten wir auf 

9 9 

Ajj, Bq zwei projektive Punktreihen, deren entsprechende Punkte in 
bezug auf G,^. korrespoudiereu, und ebenso zwei für Gt., Die beiden 

Paare entsprechender Punkte, die ihnen gemeinsam sind, liefern in 
bezug auf 6r^ korrespondierende Punkte; und sind B^, B^y Ä^, Ä^ 
den A^y Aj, B^y B^ in A homolog, so liefern die Punkte {A^Ä^, Ä-^tX 
(B^B^, BjB^) das dritte Paar (Nr. 233). 

Das ist ebenf*alls ein Spezialfall, in dem die Ermitteluug dieser 
drei Paare nur quadratisch, nicht kubisch ist. 

Bei zwei Kegelschnitten, die in einer Korrelation entsprechend 272 
sind, ist die Punktreifae des einen dem Tangentenbüschel des andern 
projektiv, daher auch die Punktreihe desselben. Liegen also zwei 
projektive Punktreihen auf Kegelschnitten vor, so besteht 
eine Korrelation, in der jedem Punkte des einen die Tan- 
gente des entsprechenden Punktes des andern korrespon- 
diert (Nr. 268). 

Zwei Dreiecke heißen in einer Korrelation polar, wenn 
den Ecken des einen die Seiten des andern polar sind und 
daher auch den Seiten des ersten die Ecken des zweiten. 

Sturm, Geometr. Verwandtschaften. IL 2 
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Es seien 

A^A^A^y A^A^A^ 

B^B^B^, B^B^Bq 

zwei Paare polarer Dreiecke. Sind dann G^, C^ die Schnitte von 
Bj^B^ mit den Polaren BQ{B^f jBJ von A^, J^, also die Pole von 
A^{Ä^y A^j so ist wegen der Korrelation: 

A^{A,,A,,A^,A,) A B,B,C,C, A B,B,C,C, A Bo(B,,B„B„B,y, 

e oenso * 

J,(^, A,, A,, A,) A B,(B,, B,, B,, B,). 

Daraus folgt^ wenn A ein beliebiger Punkt auf dem Kegelschnitte 
{Aj^ . . . A^) ist: 

A{A^, A^, A^y A^, A^) A B^(B^, B^, JSj, J5^, Bg); 

und ebenso ; wenn B ein beliebiger Punkt des Kegelschnitts 
(JSi . . . Bj) ist: 

B{B,, JB„ ^3, 5,, B,) A ^(^, ^, Ay Ay A)' 

Also sind A^, Bq die Punkte, die wir im Problem der ebenen Pro- 
jektivität den beiden Omppen: 

B^B^B^B^B^ 

zugeordnet fanden; und die sechs Punktepaare A^, jB^; . . . ^; B^] 
A^y Bq sind sechs linear unabhängige Punktepaare (Nr. 228). 

Also: Die Ecken von zwei Paaren polarer Dreiecke einer 
Korrelation bilden sechs linear abhängige Punktepaare^ 
wobei in jedem Paare jede der beiden Ecken der Polare der andern 
in dem betreffenden Dreiecke g^enüber liegt. 

Natürlich gilt, weil die Figur in sich dual ist, dasselbe auch 
für die Seiten. 

In zwei vollständigen Yierseiten 

bilden die Ecken in folgender Paarung: 

a^a^y a^a^, a^a^, a^a^^, ci^a^, a^a^ 

^*4? hhf hhf hh> *8*i? *i*8 

ein System von sechs linear abhängigen Punktepaaren und zwar ein 
spezielles, da fünf von den Paaren nicht in beliebiger Lage gegeben 
sind (Nr. 228). Wir woUen die Punkte wie dort benennen: 

Al, A^y -4.J, A^j A^y Aq 

BuB^,B^,B^,B^yBQ 
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und zeigen, daß, wenn in einer Korrelation die Punkte von 
fünf Paaren, etwa der fünf ersten Paare konjugiert sind, 
dies auch für diejenigen des sechsten Paares gilt. 

Seieu in der Korrelation S^, 83, die Pole von o^, o^, die also, 
weil ^i^i die Polare von A^=^ a^a^ ist, mit J?, in gerader Linie 
liegen; es sind dann S5i(-Bj, B^, ©2(^1; ^s) ^® Polaren von Ä^, Ä^, 
^1, ^5, femer »j« (^i®,, B^^^) und 83^« {B^^^, JBgSB,) die Pole 
von ÜQf a^y also SS^Sd^ die Polare von A^. Nun sind aber die beiden 
Dreiecke B^B^^^ und B^B^^^ perspektiv, mit dem Zentrum B^] 
mithin liegen SBj, 884, Bq'^^JB^B^, B^B^^^b^b^ in gerader Linie; 
d. h. Bq ist konjugiert zu A^, 

Daraus wird sich später noch auf andere Weise ergeben, daß die 
sechB Paare linear abhängig sind. 

Man nennt zwei Yierseite OiO^a^a^, b^b^b^b^ polar^) in 273 
einer Korrelation, wenn a^^a^ und b^b^y a^c^ und b^b^, usw. kon- 
jugiert sind. Dann liegt das polare Dreieck b^b^'b^ von a^c^a^y 
wo &/ die Polare von c^a^ ist usw., zu b^b^b^ perspektiv mit 
64 als Axe. Li der Tat, es gehen n. V. 6/, &,', b^' durch &1&4, 6,64, 
&3&4, oder b^b^y i%Wf ^sW ^^g^n auf b^. Ebenso ist das polare 
Dreieck c^c^a^ von \b^b^ zu OiO^a^ perspektiv, mit a^ als Axe. 

Umgekehrt, wenn b^b^b^ zu dem polaren Dreiecke \'b^'b^' 
von a^a^a^ perspektiy liegt, so liegt auch OiO^a^ zu dem 
polaren Dreiecke a^a^a^ von b^^^ perspektiv. Denn es liegen 
in gerader Linie die drei Punkte b^(, ^^%t \Wy ^^^ laufen deren 
Polaren, die Verbindungslinien von a^'a^' und 0^0^, ... in einen Punkt 
zusammen; die Dreiecke a^a^c^ und a^a^a^ sind perspektiv. 

Nun folgt, daß man zwei polare Vierseite folgendermaßen 
konstruieren kann. Man geht von einem beliebigen Dreiseite 
a^a^a,^ aus, konstruiert das polare b^b^b^ und zu diesem ein per- 
spektives b^Jb^^ mit der Axe 64; es ist nun von selbst dessen polares 
Dreieck a^a^a^ zu a^^^^^ perspektiv, und weim a^ die Axe ist, so sind 

polar. Li der Tat, a^a^ hat b^ zur Polare; diese trifft sich mit b^ 
auf 64; also sind (z^a^ und b^b^ konjugiert, usw. 

Die Korrelation besitzt cx)^^ Paare polarer Vierseite (und 
ebenso viele Paai^ polarer Vierecke). Denn a^a^a^ kann in 00* Lagen 
gewählt werden und zu b^b^'b^ gibt es (xfi perspektive Dreiecke. 

1) „Konjugiert** scheint zunächst richtiger, aber die Benennung ,,polar** 
wird sich später rechtfertigen. — Ygl. hierzu Bosanes Jonm. f. Math., Bd. 90, 
S. 815 und Bd. 95, S. 240. Es sind diese Vierseite wohl zu unterscheiden von 
einem Vierecke und einem Vierseite, die im eigentlichen Sinne polar, d. h. bei 
denen die Ecken des ersten zu den Seiten des zweiten polar sind. 
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Und weil in den beiden Feldern cx)* • ® PaAre von Vierseiten vorhanden 
sind, so ist es eine fünffache Bedingung für zwei Yierseite 
(Vierecke), polar in einer gegebenen Korrelation zu sein, 
und von den oo^^ Paaren polarer Vierseite, die zu einer Korrelation 
gehören, gehören oo^ noch zu einer zweiten Korrelation zwischen 
denselben Feldern. Also: 

Zwei Korrelationen zwischen denselben Feldern haben 
oo^ Paare polarer Vierseite (bzw. Vierecke), gemein. 

Polare Dreiecke besitzt eine Korrelation oo'; so daß die 
Bedingung, weil die Anzahl von Dreieckspaaren cx)*' ist, eine 
sechsfache ist, und zwei Korrelationen zwischen denselben Feldern 
nur eine endliche Anzahl von gemeinsamen Paaren polarer Dreiecke 
haben; wir werden finden: ein Paar. 

§ 40. Hetrische Eigenschaften kollinearer Felder, 
Flnchtgeraden, gleiche Punktreihen, Herstellung der Perspektiven Lage, 

gleiche Strahlenbüschel. 

274 Wir sind schon mit dem Begriffe der unendlich fernen Gerade einer 

Ebene vertraut und schließen daher sofort: Jedes von zwei kolli- 
nearen Feldern Z, Z' besitzt eine Fluchtgerade r, bzw. q, 
die der unendlich fernen Gerade r'*, g* des andern entspricht. 
Sind die Felder in perspektiver Lage, so wird in jedes die Flucht- 
gerade durch die Ebene eingeschnitten, welche darch das Perspek- 
tivitätszentrum parallel zur Ebene des andern geht; denn zwei ent- 
sprechende Geraden liegen immer in einer Ebene durch dieses Zentrum. 
Beide Fluchtgeraden sind dann zur Schnittlinie der Ebenen paralleL 

Eine Strecke AB in Z, deren Endpunkte zu verschiedenen Seiten 
von r liegen, geht in die Strecke A' - Jß über, und ein Dreieck ABC, 
von dessen Ecken A, B auf der einen, C auf der andern Seite von 
r liegen, geht in ein Dreieck A'B' • C über, wie es in Nr. 43 be- 
schrieben wird. Sein Umfang geht zweimal „durch das Unendliche", 
wie der von jenem zweimal über r. 

Parallelen Geraden des einen Feldes müssen also im 
andern Geraden entsprechen, die durch einen Punkt auf der 
Fluchtgerade gehen. Machen wir uns dieses wichtige Ergebnis 
direkt klar. Parallele Geraden in Z schneiden in zwei beliebige 
Geraden dieses Feldes ähnliche und Perspektive Punktreihen ein. 
Diese gehen zwar nicht in ähnliche Punktreihen über, denn die Ähn- 
lichkeit (oder Proportionalität) ist keine projektive Eigenschaft, wohl 
aber in projektive Punktreihen; die Perspektivität jedoch, die Eigen- 
schaft, daß der Schnittpunkt sich selbst entspricht, ist projektiv. 
Also ergeben sich in Z' projektive Punktreihen in perspektiver Lage; 
die Geraden, welche entsprechende Punkte verbinden, bilden einen 
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Büschel. Das sind die den parallelen Geraden von Z entsprechenden. 
Also entspricht jedem ParaUelstrahlen- Büschel von Z in Z' ein 
Büschel um einen (im allgemeinen endlichen) Punkt^ der dadurch dem 
imendlich fernen Scheitel jenes Büschels entsprechend wird. 

Wir nehmen nun zwei Büschel Ä, B in. J. und lassen die paral- 
lelen Strahlen in ihnen entsprechen^ also den gemeinsamen Strahl 
AB sich selbst^ so werden die Büschel dadurch gleich und perspektiv. 
Sie gehen durch die KoUineation über in zwei Büschel A\ B'j welche 
projektiv (im allgemeinen nicht mehr gleich) und in perspektiver 
Lage sind. Die Schnittpunkte entsprechender Strahlen von Ä% B\ 
also derer^ welche durch die KoUineation parallelen Strahlen von 
Ä, B entsprechen, erzeugen eine Gerade; d.h. die Punkte von Z', 
welche den unendlich fernen Punkten von Z entsprechen, oder besser, 
die Scheitel derjenigen Strahlenbüschel von Z', welche den Parallel- 
strahlen-Büscheln von Z entsprechen, erfüllen eine (im allgemeinen 
endliche) Gerade. Die Büschel Ä^ B enthalten alle Richtungen in Z. 

Je nachdem ein Kegelschnitt (insbesondere ein Kreis) des 
einen Feldes die Fluchtgerade desselben nicht (reell) schnei- 
det, berührt, (reell) schneidet, hat der entsprechende Kegel- 
schnitt das nämliche Verhalten zur unendlich fernen Gerade 
seines Feldes, ist Ellipse, Parabel, Hyperbel. 

Der Pol der Fluchtgerade jenes Kegelschnitts geht 
über in den Mittelpunkt dieses^). 

Da zur Festlegung einer KoUineation Geraden gegeben werden 
können, so kann man jede Gerade zur Fluchtgerade machen, indem 
man ihr die unendHch ferne Gerade des andern Feldes zuordnet. 
Tut man dies z. B. mit einer Diagonale eines vollständigen Vierecks, 
so geht es in ein ParaUelogramm über. An diesem sind die har- 
monischen Würfe einfacher zu erkennen; man kann sie abo „durch 
KoUineation^' für den aUgemeinen FaU beweisen. 

In den projektiven Punktreihen auf zwei entsprechenden Geraden 275 
a, a' koUinearer Felder sind die Schnitte ar, aq[ mit den Flucht- 
geraden ersichtUch die Fluchtpunkte. Wird daher a zu r paraUel, 
so wird der Fluchtpunkt auf a unendlich fem; d. h. auf a und d 
entsprechen sich die unendlich fernen Punkte gegenseitig, die Punkt- 
reihen auf ihnen sind ähnUch, und der Fluchtpunkt dq auf d ist 
auch imendlich fem; auch d ist zu g' paraUel. 

Wenn eine Gerade zur Fluchtgerade ihres Feldes parallel 
ist, so gilt dies auch für die entsprechende Gerade. Sie 
tragen dann und nur dann ähnliche Punktreihen. 



1) Die Aufgabe, eine Ellipse und einen Punkt iu ihrem Inneren in einen 
Kreis und seinen Mittelpunkt zu projizieren, behandelt schon Pappus im 
6. Buche der CoUectio. 
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Bei perspektiy gelegenen koUinearen Feldern werden solche ent- 
sprechenden Öeraden dorch Ebenen aus dem Perspektivitätszentrum 
eingeschnitten, welche zur Schnittlinie der beiden Tragerebenen parallel 
sind, zu der in diesem Falle ja auch die beiden Fluchtgeraden paral- 
lel sind. 

Um zu ermitteln, ob es unter den Paaren entsprechender Geraden, 
die zu r, bzw. q parallel sind und ähnliche Punktreihen tragen, solche 
gibt, bei denen die Punktreihen gleich sind, ziehen wir in Z zwei 
parallele Geraden a, &, zwischen denen dann auf den Parallelen zu r 
Strecken von konstanter Länge liegen; a, h gehen über in auf q sich 
schneidende Geraden a, h\ Diese schneiden auf den Parallelen zu q' 
Strecken von verschiedener Länge ein, von bis oo. Auf zweien s' 
und Siy die zu beiden Seiten von q' in gleicher Entfernung liegen, 
wird daher jene konstante Strecke eingeschnitten. Sind 8 und s^ die 
ihnen entsprechenden Geraden von Z, so haben wir auf s und s\ Sj^ 
und s^ ähnliche Punktreihen mit einmal zwei gleichen entsprechenden 
Strecken, also durchweg gleichen entsprechenden Strecken, gleiche 
Punktreihen. Natürlich haben auch s und s^ gleiche Entfernung von 
von r. 

Es gibt mithin in Z zwei (stets reelle) gleichweit von r 
entfernte Parallelen 5, 8^ zu dieser Fluchtgerade r, denen 
eben solche Parallelen s', 8^ zu q entsprechen, so daß die 
auf s und s', 8^ und s^' gelegenen Punktreihen gleich sind^). 
276 Zwei derartige entsprechenden Geraden mit gleichen 

Punktreihen ermöglichen die Herstellung der Perspektiven 
Lage der beiden kollinearen Felder. Denn wir brauchen nur 
zwei solche gleichen Punktreihen mit ihnen entsprechenden Punkten 
aufeinander zu legen, was wegen der Gleichheit möglich ist, so haben 
wir koUineare Felder, bei denen jeder Punkt der Schnittlinie sich 
selbst entspricht; wir wissen aus Nr. 265, daß solche Felder in per- 
spektiver Lage sind. 

Entsprechende Kurven liegen dann stets auf demselben Eegel 
aus dem Perspektivitätszentrum. Da wir nun einen beliebigen 
Kegelschnitt und einen Kreis zu entsprechenden Kurven in kol- 



1) Gefanden wurden diese ausgezeichneten Geraden von Möbius (Bary- 
centrischer Calcul^ § 820); H. Smith nennt sie in einer interessanten Abhand- 
lung über die ,,FokaleigenBchafben^^ koUinearer Felder (Proceed. London Math. 
Society, Bd. 2, S. 196; Mathematical Papers, Bd. 1, S. 545) equisegmental azes, 
was wohl mit ,,gleichs treckigen Geraden ^^ wiedergegeben werden kann. 
An diese Smithsche Abhandlung knüpft eine von Reye an, Math. Annalen 
Bd. 46, S. 428. — Vgl. auch Kilbingers Straßburger Dissertation von 1880 
und das Progr. des Gymn. zu Saargemünd 1888, sowie Marc. Großmanns 
Züricher Dissertation von 1902 und Fiedlers Darstellende Geometrie und Geo- 
metrie der Lage. 
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linearen Feldem machen können^ so können wir sie also auch auf 
denselben Kegel bringen. Und wir sehen, daß die von uns 
Kegelschnitte genannten Kurven 2. Orades (die Erzeugnisse 
projektiver Strahlenbüschel oder Punktreihen) in der Tat 
mit diesem Namen ^^Kegelschnitte^' benannt werden können, 
welchen die Griechen den ebenen Schnitten eines Kegels 
über einem Kreise gegeben haben. 

Die Fluchtgerade der Ebene Z des Kreises ist die Schnittlinie 
der Ebene 4>^, welche durch die Kegelspitze, das Perspektivitatszentrum, 
parallel zur Ebene Z' geht, in der der Kegelschnitt liegt; und dieser 
ist na<^h obigem Ellipse, Parabel, Hyperbel, je nach dem diese 
Fluchtgerade den Kreis nicht schneidet, berührt oder schneidet, oder 
je nachdem die genannte Parallelebene 4>' zu Z' durch die 
Spitze den Kegel nur in der Spitze trifft und die beiden Halb- 
mäntel zu verschiedenen Seiten sind, oder den Kegel berührt^) oder 
ihn (beide Halbmäntel) in zwei Kanten schneidet. Diese Kanten 
sind dann zu Z' parallel und liefern die unendlich fernen Punkte 
der Hyperbel; diese entsprechen den beiden Punkten /S, T des Kreises, 
durch welche jene Kanten gehen. Von den beiden Bogen ST des Ejreises 
liegt der eine auf derselben Seite von 4>' wie Z', der andere auf der 
andern. Von den Kanten des Kegels, die nach den Punkten des 
ersteren Bogens gehen, trifft diejenige Halbkante, die den Ejreis trifft, 
auch Z', und enthält den entsprechenden Punkt der Hyperbel. Diesem 
Bogen entspricht derjenige Ast der Hyperbel, welcher mit dem 
Kreise auf dem nämlichen Halbmantel liegt; von den Kanten 
nach dem andern Bogen trifft die andre Halbkante die T\ und diesem 
Bogen entspricht der auf dem andern Halbmantel gelegene 
Ast der Hyperbel. Die unendlich fernen Punkte vermitteln 
den Übergang von einem Aste zum andern; und der kontinuier- 
lichen Durchlaufung des Kreises entspricht die kontinuierliche 
Durchlaufung der beiden Aste des Hyperbel'). 

Den beiden Tangenten des Kreises in S^ T entsprechen, da die 
sie aus der Kegelspitze projizierenden Ebenen nicht zu Z' parallel 
sind, endliche Tangenten der Hyperbel, aber mit unendlich 
fernen Berührungspunkten S', T': die Asymptoten der Hyperbel, 
wie die Griechen sie schon genannt haben. 



1) Es ist inkorrekt, zu sagen, wie es h&ufig geschieht: eine Ebene schneidet 
ans dem Kegel eine Parabel, wenn sie zu. einer Kante parallel ist; mindestens 
mnß gesagt werden: zu einer und nur zn einer Kante; da ja eine Ebene, die 
eine Hyperbel ausschneidet, auch zu Kanten parallel ist. Wesentlich besser ist, 
wie oben gesagt wurde. 

2) Nur langsam sind sich die Griechen der Zusammengehörigkeit der beiden 
Äste bewußt geworden; bei ApoUonius bricht die Erkenntnis durch, wenn er 

auch den Namen „Gegenschnitte*^ noch beibehält. 
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Im Falle der Parabel berührt r den Kreis; die Tangentialebeüe 
0' des Kegels durch diese Tangente ist zu II' parallel und liefert die 
unendlich ferne Tangente der Parabel, ihre Beriihrungskante 
den zugehörigen unendlich fernen Berührungspunkt. 
277 Wie es in zwei kollinearen Feldern zwei Paare entsprechender 

Geraden mit gleichen Punktreihen gibt, so gibt es auch zwei Paare 
entsprechender Punkte mit gleichen Strahlenbüscheln^), von 
Smith gleichwinklige Punkte und noch einfacher Brenn- 
punkte genannt. Dieser letztere Name wird noch seine Becht- 
fertigung finden. 

In dem Büschel mit auf q gelegenem Scheitel von Z', der dem 
Parallelstrahlen-Büschel der zu r, Sj s^ senkrechten Strahlen von Z 
entspricht, gibt es einen zu g^, s', $1 senkrechten Strahl n . Und so 
haben wir zwei ausgezeichnete entsprechende Geraden n, n', 
von denen w zu r, s, s^ und n' zu g', s', 5/, senkrecht ist: nach 
Reye die Hauptgeraden (bei Smith die Fokalgeraden) der beiden 
Felder. Die Schnitte wr, ws, nSj seien ü, S, S^ und ebenso w'g', 
n's', n'Si' : ^', 8\ S/. In den projektiven Punktreihen auf w, n haben 
wir zwei Paare entsprechender gleicher Strecken, die mit S, S' an- 
fangen; die einen seien SF, 8'F', die andern SF^, ä'jF/; wir wissen 
aus Nr. 57, daß R die Mitte von FF^ und Q' die von F'F^' ist, und da 
diese Punkte R, Qf auch SSj, B'S^ halbieren, so sind auch Ä^F, 
S^F', imd S^F^y 81 F^' gleich; wir kommen zu denselben Punkten F, 
auch von 8^ und 8^ ausgehend. Kongruente Dreiecke belehren uns, 
daß die Strahlenbüschel um F und i^, weil sie die gleichen Punkt- 
reihen auf s und s' (oder 5^ und s^) projizieren und F und F' gleich 
weit entfernt von diesen auf in entsprechenden Punkten errichteten 
Loten liegen, gleich sind, und ebenso die um Fj und F^\ 

Aus diesen Kongruenzen ergibt sich auch, daß entsprechende 
Strahlen x, x' von F und F' (oder JP\ und F^^ mit r, s, s^, bzw. 
q, 5', «i' gleiche Winkel bilden. 

Man kann sich auch umgekehrt klar machen, daß, wenn die 
entsprechenden Strahlenbüschel um F und F' gleich sind, dann die 
zu s und s' (oder r und q") parallelen und die zu s und 5' normalen 
Strahlen entsprechend sind und F und F' von den entsprechenden 
Punkten, welche letztere in $, s' einschneiden, gleichweit entfernt sind. 
Beide Paare gleichwinkliger Punkte kann man also schon aus dem 
einen Paare gleichstreckiger Geraden ableiten; das andere führt eben- 
falls zu ihnen. Das geht aber auch aus der symmetrischen Lage von 
5, F und 8^, F^ in bezug auf r und derjenigen von 8', F' und S/, F^' 



1) Ein Paar bat Magnus erkannt: Sammlung von Aufgaben und Lehr- 
sätzen aus der analyt. Geometrie der Ebene, S. 41; doch führt seine Erörterung 
auch zum zweiten Paare. 
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in bezug auf ^ hervor, wobei die gleichbezeichneten Punkte je auf 
derselben Seite der Symmetrieaxe liegen mögen. 

Die Brennpunkte Fy F^ und F'y F^ liegen ungleichartig 
zu den Parallelstreifen ss^y bzw. s's^. Dies folgt aus: 

RS^Q'F\ RF==Q'S\ 
welche den Formehi: 

RY^^Q'X'y RX^Q'Y,' 

von Nr. 57 entsprechen. Und ebenso auf der andern Seite: 

R8,^Q'F,', RF,^Q'S,\ 
Demnach: 

FF.^S'S^'y SS.^F'F^'y 

oder: 

FF, - is\'), 

(SS,) = rF,'. 

Die gleichwinkligen Punkte des einen Feldes haben die- 
selbe Entfernung voneinander wie die gleichstreckigen 
Geraden des andern. Beide Strecken sind also in beiden Feldern 
enthalten; Smith nennt ihre Hälften die Parameter der beiden 
kollinearen Felder, und zwar, die Entfernungen der Brennpunkte 
bevorzugend, RF den Parameter des ersten, ^F' denjenigen 
des zweiten Feldes. 

Die beiden Punktreihen FSRS.F^ und S'F'Q'F^S^ sind 
gleich; wobei FF^ > {ss^ angenommen ist. 

Wenn {ss^ =- (^'^i'); so fallen Fy F^y F'y JP\ auf s, 5^, 5', s^' in 
die Punkte S, . . . . 

Bei perspektiver Lage der beiden koUinearen Felder ergeben 
sich die Brennpunkte als die Schnitte der Ebenen Z, J! mit den 
Loten, welche aus dem Perspektivitätszentrum auf die Halbierungs- 
ebenen der Flächenwinkel dieser Ebenen gefällt sind. Aus betrachtet, 
sind die einen gleichen Strahlenbüschel gleichlaufend, die andern un- 
gleichlaufend, daher ähnliche, unähnliche Brennpunkte (similar, 
dissimilar foci, Smith). Die einen gleichstreckigen Punktreihen s 
und s' vereinigen sich in der Schnittlinie; die andern 5^, s^ ergeben 
sich durch den Büschel @ aus in der Ebene, welche zur Verbindungs- 
ebene der in diesem Falle zueinander parallelen Fluchtgeraden parallel 
ist; die Schnitte mit Z, Z^ sind parallel zu r, q'y daher normal zu 
den Hauptgeraden n, n', welche durch die Sjmmetrieebene der Figur, 
die Ebene durch senkrecht zu Z und Z', eingeschnitten werden. 
In jeder Ebene durch einen Strahl jenes Büschels @ ist derselbe 
parallel zu der einen Diagonale des Parallelogrammes, das sie aus Z, 
Z' und den beiden Parallelebenen durch ausschneidet; folglich liegt 
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in der Mitte zwischen den entsprechenden Punkten^ welche der 
Strahl einschneidet; daraus ergibt sich die Gleichheit und der ungleiche 
Sinn der Punktreihen auf s^, s^. 

Es ist leicht, für diese Lage die Gleichheit von FF^ und F'F^" 
mit (s'si') und (ss^) zu bestätigen. 

§ 41. Fokaleigenschaften ^) der Eollineation. Metrische Eigenschaften 

der Korrelation. 

278 Die Schnittpunkte iJ = rn, Q^=qn nennt Smith die Mittel- 

punkte der beiden kollinearen Felder, und nicht mit Unrecht. 
Denn Fluchtgerade und Hauptgerade teilen jedes Feld in 
vier kongruente Viertelfelder, welche denen des andern kor- 
respondieren. Jedes der Viertelfelder von Z ist eingeschlossen von 
einem Teile von n, einem Teile von r und von einem Teile von ^*, 
also muß das entsprechende' von einem Teile von n\ einem von r"^ 
und einem Teile von q eingeschlossen sein, ist daher eins der durch 
n und q gebildeten Viertelfelder. Ersichtlich korrespondieren die 
beiden von s durchzogenen Felder /, // den beiden von s' 
durchzogenen I', ir, und ebenso die beiden von s^ durch- 
zogenen III^ IV den von s^ durchzogenen III\ IV\ Aber 
wenn III neben II und IV neben I liegt, so gilt im andern 
Felde nicht dasselbe; denn einer zu r senkrechten und 77, 777 durch- 
ziehenden Gerade entspricht, weil Q' dem unendlich fernen Punkt der- 
selben homolog ist, eine durch Q\ also aus 77' ins Scheitelfeld gehende 
Gerade, und 777' ist das Scheitelfeld von 77' und IV' das 
Scheitelfeld von 7'. 

Ziehen wir noch durch F^ F^ die Parallelen /*, /^ zu r und durch 
7^', T^i' die Parallelen /", f^ zu }', so entsprechen den Parallelstreifen 
gV, fs, sr, TS,, sj,, Uq'^ die Streifen ^f\ f's', s'r'*, /• V, V/l', /i'«'- 

Daraus folgt, daß, wenn etwa X dem Brennpunkte F näher 
liegt, als dem F^, und daher X' dem F' näher, dann die 
Fokalstrahlen F^X, T^'X' mit F,F, bzw. F/T" gleiche Winkel 
bilden, aber FX, F'X' mit FF,, F'F^ supplementäre Winkel. 

Sind die beiden Paare der Brennpunkte F, Fj; F', F/ 
gegeben, so ist es leicht, zu jedem X den entsprechenden 
X' zu konstruieren. Zunächst muß aber entschieden werden, auf 
welcher Seite von F^F^ er liegen soU. Ist das geschehen, so ergibt 
sich X' durch die eben besprochenen Winkelbeziehungen eindeutig^ 
und nun auch zu jedem weitem Y der Y\ An sich ist die EoUi- 
neation durch die beiden Paare der Brennpunkte zweideutig be- 
stimmt. 

1) So hat Smith die im folgenden erörterten Eigenschaften genannt. 
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Ferner einem Punkte von Z, der innerhalb oder außer- 
halb ss^ liegt; entspricht ein Punkt von Z' außerhalb oder 
innerhalb sW einer Qerade von Z, welche F und F^ auf ver- 
schiedenen oder auf derselben Seite hat (oder FF^ bzw. F- F^ 
trifft) entspricht eine Gerade, welche F, jf/ auf derselben 
oder verschiedenen Seiten hat. 

Zwei projektive Punktreihen auf s, s^ werden von einem außer- 
halb ss^ gelegenen Punkte X durch projektive Büschel projiziert, die 
ebenso gleichlaufend oder ungleichlaufend sind wie die Punktreihen; 
die entsprechenden Strahlenbüschel um X' sind ebenso, aber, da X' 
innerhalb s's^' liegt; so schneiden sie ungleichlaufende bzw. gleich- 
laufende Punktreihen in s% Si ein. 

Zwei in F, F^ gelegte projektive Büschel, die gleich- oder un- 
gleichlaufend sind, bewirken auf einer Gerade x von Z, welche F^ F^ 
auf derselben Seite hat, ebensolche projektive Punktreihen; die ent- 
sprechenden Punktreihen auf x' sind gleichfalls so beschaffen, und da 
nun F\ F^ auf verschiedenen Seiten liegen, so sind die projizieren- 
den Büschel umgekehrt beschaffnen. 

Wird z. B. über FF^ als Durchmesser ein Kreis konstruiert, so 
bewirkt dieser um Fy F^ gleiche und gleichlaufende Büschel; ihnen 
entsprechen in F'y F^ gleiche, aber ungleichlaufende Büschel, also 
entsteht eine gleichseitige Hyperbel; denn, parallel ineinander ge- 
schoben, geben diese Büschel eine gleichseitig-hyperbolische Involution. 
Die Rechtwinkligkeit zwischen Tangente und Durchmesser bei jP, F^ 
geht über; also sind F\ F^ die Scheitel der Hyperbel. Eine Hyper- 
bel mußte entstehen, weil der Kreis die r reell schneidet. 

Der rechtwinkligen Involution im Büschel F entspricht die recht- 279 
winklige im Büschel F'\ diese beiden Involutionen schneiden in die 
Fluchtgeraden r, q die elliptischen Involutionen (r), (g') ein, welche 
den absoluten Involutionen (r'*), (g*) entsprechen, nach denen 
ja die rechtwinkligen Involutionen in F'y F gehen; aber ebenso auch 
die in F^ und F(, Zwei rechtwinkligen Geraden von Z, welche durch 
ein Paar von (r) gehen, entsprechen zwei rechtwinklige Geraden in 
Z', weil sie durch das 'entsprechende Paar von (/*) gehen; sie gehen 
auch durch ein Paar von (g'), dasjenige, welches dem Paare von (g*) 
entspricht, durch welches jene gehen. Den beiden Involutionen {g^\ 
(r) ist eine dritte Involution verbunden auf der Gerade, welche die 
dem Schnittpunkte g*r gepaarten Punkte verbindet (Nr. 82), also 
auf n, die auf r im Zentralpunkte B. von (r) senkrecht steht. Jede 
zwei Geraden, welche durch ein Paar von (g*) und eins von (r) gehen, 
also zwei rechtwinklige Geraden, denen wiederum rechtwinklige Ge- 
raden korrespondieren, — es sei gestattet, sie pernormale Geraden 
zu nennen — schneiden auch ein Paar dieser dritten Involution (n) 
ein, und die entsprechenden rechtwinkligen Geraden ein Paar der 
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ebenso aus (r'*) und (^q) auf n sich ergebenden verbundenen In- 
volution {n). Ein rechtwinkliges Paar in F (oder F^ geht durch 
zwei Paare von (g*) und (r); also sind F und F^ die Doppelpunkte 
dieser dritten notwendig hyperbolischen Involution (n), und F\ F^ 
die von (tf). Jedes Paar pernormaler Geraden liegt harmonisch 
zu F und F^ und das der entsprechenden Geraden zu F\ F^\ 
Es seien 7^, /_ die absoluten Punkte von Z (mit dem positiven, 
negativen Sinne behaftet, Nr. 78), also I^', IJ die ihnen entsprechenden 
Doppelpunkte der Involution (q'), ebenso J^', JJ die absoluten Punkte 
von r' und J^, J_ die ihnen entsprechenden Doppelpunkte von (r), 
so wissen wir (Nr. 82), daß die sechs Doppelpunkte in Z die Gegen- 
eckenpaare eines vollständigen Yierseits bilden, und ebenso in Z'. 

E8seialsoi^-(7^.J+,I_e71)und2^i«(7^.J_,I_jJ,i^'=(7/J:^',IJO. 
7\'= (7^'Jl', 7_'e7^'); den Strahlen aus F nach den absoluten Punkten 

7^, 7_ entsprechen in 7^ die Strahlen nach 7^' und IJ, also nach 
JJ und J_'; den Strahlen aus 7\ nach 7^, 7_ in 7\' die Strahlen 
nach 7^' und 7_', also nach JJ und JJ, Die gleichen Büschel 
F, F' haben bei dieser Festsetzung beide den positiven Sinn 
(oder beide den negativen Sinn), die F^, JP/ aber ungleichartigen 
Sinn. 
280 Kreise von Z, zu welchen (r) als Involution konjugierter Punkte 

gehört, gehen in Kegelschnitte über, welche die absolute Involution 
auf /* zur zugehörigen haben, also in Kreise; da jenen (g*) zugehört, 
so gehört zu diesen die Involution (q). So ergibt sich in jedem 
der Felder ein Kreisbüschel, dem in der KoUineation der 
andere entspricht: Fokalkreise. Die endlichen Grundpunkte 
sind imaginär, durch die elliptischen Involutionen (r), (q') 
dargestellt; r, q sind also die Potenzlinien; und beide Büschel zer- 
fallen in zwei Reihen auf der einen und andern Seite von r, bzw. q\ 
Dem Paare der absoluten Involution (q^^), das auf r, n liegt, ent- 
spricht auf q der unendlich ferne Punkt und Q^, also ist Q' Zen- 
tralpunkt von (}') und R von (r). Daher sind fi und n die 
Zentralen der beiden Büschel. Irgend ein rechter Winkel aus F, 
der ja gepaarte Punkte in (r) einschneidet, lehrt, daß die Potenz von 
(r) gleich — RF^ ist. Die vom Kreisbüschel in Z in die Zentrale n 
eingeschnittene Involution ist die den beiden Involutionen (r) und (g*) 
konjugierter Punkte, die den Ej-eisen des Büschels gemeinsam sind, 
verbundene und eben erwähnte Involution (n) (Nr, 124) und hat den- 
selben Zentralpunkt wie (r), aber entgegengesetzt gleiche Potenz 
(Nr. 82). Die gemeinsame Potenz von R in bezug auf die 
Kreise des Büschels ist RF\ Daraus folgt, daß F und 7\ 
die sogenannten Grenzpunkte des Büschels sind, d. h. die Mittel- 
punkte der Punktkreise (Paare von isotropen Geraden) desselben. Ent- 
sprechende Kreise gehen in entsprechende Punktkreise durch Be- 
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w^ung in den Büscheln über- entsprechende Kreise schließen also 
entsprechende Brennpunkte ein. 

Sind Ay B] A\ B' die Durchmesser- Endpunkte ^ auf n, w', ent- 
fsprechender Kreise, so ist, wie eben gefunden: 

BARB^ BF\ Q'A'- Q'B'^ Q'F'\ 

Dazu tritt wegen der Potenz der Punktreihen auf n und n: 

BA . Q'A' - BB ' Q'B\ 

oder: 

EA BB 



Q'B' Q'A 

also: 

BÄ — BB _ BA + BB _ 

Q'B'- Q'Ä ^ Q'B'+Q'Ä " ^' 

links steht das Verhältnis der Badien r, r der beiden Kreise, rechts 
dasjenige der Entfernung d, ^ der Mittelpunkte von i2, bzw. Q'\ 
also r :r => d :d' = m. Aus den obigen Gleichungen folgt aber, daß 

T>Jp 

(absolut) auch -^-^, = m ist. 

Daher verhalten sich sowohl die Radien entsprechender 
Kreise der Büschel, als auch die Entfernungen der Mittel- 
punkte von den Fluchtgeraden wie die Parameter BF und 
Q'F\ und werden gleich, wenn diese gleich sind, so daß entsprechende 
Kreise dann zur Deckung gebracht werden können. 

Es seien X, Y die Schnitte eines Fokalkreises Je mit einer Gerade 
durch den Brennpunkt F^, der zunächst der ausgeschlossene sei, so 
daß k auf der andern Seite von r liegt, und X', T' die Schnitte des 
entsprechenden Kreises k' mit der entsprechenden Gerade durch F^\ 
der ebenfalls ausgeschlossen ist. Wenn Y entfernter von r ist als X, 
so ist Y' näher an q' als X'. Die Winkel von F^^XY mit n und 
von F^'TX' mit n sind gleich, hingegen büden FX und F'X' 
supplementäre Winkel mit FF^j bzw. F'F^ und ebenso FY und 
jPT'; so daß XFY ^ TF'X\ Die Doppelpunkte F und F^ der 
Schnittinvolution des Büschels mit n sind konjugiert in bezug auf ky 
daher halbiert die Senkrechte in F auf n, welche Polare von F ist, 
den Winkel XFY und ebenso die Senkrechte in F' auf n' den Winkel 
X'F' r. Daher ^ F^FX - F^F'Y\ F^FY^ F.'F'X', die gleich- 
namigen Dreiecke sind ähnlich, also auch AXFY»^ Y'F'X\ Und- 
das nämliche gilt, wenn Fy^ und F^ eingeschlossene Brennpunkte sind. 

Wenn wieder X und X' den Brennpunkten F und F' naher 281 
liegen, so sind, wie wir fanden, in den Dreiecken XFF^ und X'F'F^ 
die Winkel F^ und F^ gleich, die Winkel F und F' supplementär; 
also liefert der Sinussatz, auf beide Dreiecke angewandt: 

FX _ JP'X' 
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Zwei entsprechende Punkte haben also proportionale 
Brennstrahlen. 

Wir fähren die Hanpl^eraden n, n' als Abszissen- nnd die Flucht- 
geraden r, q als Ordinatenaien ein; so daß wenn XN, X'P' die 
Lote auf die letzteren sind, a?==^X, a?'-=P'X', y >= BN, y'= Q'P'. 
Sind V, W die Schnitte von FX mit r und von F'X' mit q', also 
die Fluchtpunkte auf diesen entsprechenden Geraden, so ist: 

rX'W'X'^VF'WF', 

oder wenn proportionale Größen eingesetzt werden: 

NX'P'X'^EFQ'F, 

d. h. gleich dem Produkte der Parameter, so daß wenn diese nun 
mit c und c^ bezeichnet werden: 

1) xx' = cc'. 

Die Vierecke XFBN und F'X'P'Q' sind ahnHch. Also ist: 

2) xy = c'y 
und yx = cy'; 

welche aber aus 1) und 2) folgt. 

Das sind Chasles' kanonische Gleichungen der Kolli- 
neation^). 

Zwei Kurven h und Z in Z mögen sich in P berühren: mit der 
Tangente t] entsprechend seien Je', V, P\ f. Durch P sei eine Gerade 
unter kleinem Winkel gegen t gezogen, welche h, l in den dem P 
nahe gelegenen Punkten K, L trifft; entsprechend seien wieder K\ U. 
Die Kreise, welche ^ in P berühren und durch K, bzw. L gehen, 
seien konstruiert, ihre Radien verhalten sich wie PK : Ph\ auf der 
Grenze werden sie die Ejrümmungskreise in P an i, 2; und ähnlich in Z'. 

Es seien ds und ds<^ die Bogenelemente PK, PL, ds\ ds^' die 
entsprechenden, 9, 9' die Winkel der PKL, P'K'L' gegen die 
a;-Axen w, n , x, x' die Abszissen von P, P' und dx, dx^, dx', dx^ 
die den Bogene]ementen entsprechenden Differentiale, so ist: 

ds • cos cp == dx, ds' • cos cp' = dx, dSi cos 9 = dx^ , dSy* cos 9' »= dx^\ 
Da x' = — , so ist dx = — , dx, dx( =• ^ dx^ . 

21/ «c «c 

Sind nun p, p|; p', p/ die Krümmungsradien, so ist: 

p ds __ dx p' d«' dx dx ^ 

Pi dsi dx^ ' pj' dSj' dxi' dxi ' 
also: 

P P 



Pi Pi 



1) ChasleB, G^om^trie enp^rieure, Nr. 543. 
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Die Krümmungsradien zweier sich berührender Kurven 
im Berührungspunkte verhalten sich wie diejenigen der ent- 
sprechenden Kurven*). 

Um in zwei entsprechenden Büschehi X, X entsprechende gleiche 
(nicht supplementäre) Winkel zu erhalten^ schneidet man durch einen 
KreiS; der durch X und den näheren Brennpunkt F geht, die Flucht- 
gerade r in Y, Z, denen die unendlich fernen Punkte Y\ Z' korre- 
spondieren; weil X und F auf derselben Seite von r liegen^ ist: 

^ rXZ= YFZ^ TF'Z'^ TX'Z', 

Fx würde zu einem supplementären Winkel geführt haben. 

Schneidet man zwei entsprechende Geraden Xy x mit 5 und r in 
®, % mit 5, q in ©', D', so ist 81© • D'@' die Potenz der projek- 
tiven Beziehung, und die hyperbolische Involution auf x^ welche {R 
zum Zentralpunkte und das ^- fache dieser Potenz zu ihrer Potenz 
hat, Uefert die Strecken auf x^ welche ^-mal so groß sind, als die 
entsprechenden auf x' und zwar im engeren Sinne (Nr. 57). 

Damit sind wir imstande, ähnliche entsprechende Dreiecke 
zu konstruieren mit gegebenem Ahnlichkeits-Yerhältnis fui 
und so, daß die endlichen Seiten einander entsprechen. Wir 
konstruieren, nach dem eben Gesagten, zwei entsprechende Strecken AB 

und AB' ^ — AB, tragen in A und A an AB, A'B' die einzigen 

entsprechenden gleichen Winkel an. Da der Halbstrahl AB dem 
AB' entspricht und unsere entsprechenden Winkel von entsprechen- 
den Halbstrahlen durchlaufen werden, so sind auch die freien Schenkel 
entsprechende Halbstrahlen. Die einzig möglichen entsprechenden 
Strecken ACy A G\ welche beide endlich und das Verhältnis \i haben, 
fallen also entweder beide auf diese Halbstrahlen oder beide auf die 
ergänzenden. Die Dreiecke ABC, AB'C sind in der gewünschten 
Weise ähnlich. 

Ein Kegelschnitt in Z, der in einem Brennpunkt F der 282 
Kollineation seinen einen Brennpunkt hat, geht in einen 
andern Kegelschnitt über, der im entsprechenden F' einen 
Brennpunkt hat; weil dem Brennpunkt eines Kegelschnitts in bezug 
auf denselben eine rechtwinklige Involution konjugierter Strahlen zu- 
kommt'). 

Ist der erste Kegelschnitt ein Kreis um jP, so ergibt sich für 
den zweiten q als zum Brennpunkte F' gehörige Direktrix. Die 

Exzentrizität dieses Kegelschnitts ist y ' !>' ? ^^ "^ nv ^®* ^o\^e 

1) Gefanden von Smith, mit ausfElhrlicherem Beweise bei Beye. 

2) Vorläufig verweisen wir, um dies nicht zu verschieben, aaf Steiner- 
Schröters Vorlesungen, § 86; wir kommen in Nr. 317 beim Polarfelde anf die 
Fokaleigenschaften des Kegelschnitts zu sprechen. 
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der obigen Ähnlichkeit von XFRN und F'X'P'Q'] sie ist also 
gleich dem Verhältnis des Radius des gegebenen Kreises zum Para- 
meter seines Feldes. 

Betrachten wir nun die Schar konfokaler Kegelschnitte 
{Fy F^), welche F und J\ zu Brennpunkten hat. Sie geht 
über in die Schar konfokaler Kegelschnitte {F\ F\), und 
zwar die Ellipsen und Hyperbeln in die Hyperbeln und 
Ellipsen; denn wie jene sich zu r yerhalteu^ aufweiche alle Neben- 
axen fallen, so verhalten sich diese zur unendlich fernen Gerade r"°. 

Die Involutionen (n), (n) sind die Fokalinvolutionen, welche die 
reellen Brennpunkte definieren, und (r), {q) definieren die imaginären. 
Zwei pemormale Geraden des ersten Feldes, welche durch Paare von 
(r) und (n) gehen, sind rechtwinklig konjugiert in bezug auf alle 
Kegelschnitte der Schar {Fy F^, und die entsprechenden in bezug 
auf alle von {F\ F^). 

Sind Ay Ä entsprechende Scheitel auf den Hauptaxen n, n', 
so ist: 

RA'Q'A^BF'Q'F'', 

das Produkt der halben Hauptaxen entsprechender Kurven 
aus diesen Scharen ist gleich dem Produkte der Parameter 
der beiden Felder. Schreibt man dies in der Form: 

BA Q'F'' 

so bedeutet es, daß die Exzentrizitäten der beiden Kurven 
reziprok sind. 

Es seien X, X' zwei entsprechende Punkte der Felder; durch 
jeden seien die beiden Kurven aus der betreffenden Schar gelegt. Die 
rechtwinkligen Tangenten in X an EUipse und Hyperbel seien t^, i^;^ 
sie sind zugleich Normalen an Hyperbel und EUipse n^^, n^; ebenso 
haben wir im andern Felde ihnen bzw. entsprechend ^/ = n/, t^ = n/. 
Dies sind die beiden entsprechenden rechten Winkel in den Büschehi 
X und X\ 

Weil also auch die Normalen entsprechender Kurven 
der beiden Scharen in homologen Punkten entsprechend 
sind, so gilt das auch für die Krümmungsmittelpunkte und 
für die Evoluten. 

Bezeichnen wir die Fokalstrahlen nach den entsprechen- 
den Punkten X, X! mit p, p^; p', p^' und die halben Hauptaxen mit 
a^y a^, a/, a/, so ist bekanntlich: 

p + Pi«2a,, pi-p«2a;^, p'+Pi'=2a;, Pi'-p'=2a/; 

i(p + Pi)(p/ - P') = »*«/> i(Pi - P)(P' + PiO - »*<• 



Entsprechende Scharen konfokaler Kegelschnitte. 33 

Aus der in Nr. 281 gefondenen Proportion p : p^ = p' : p/ folgt aber, 
daß die links stehenden Produkte gleich sind, also ist: 



/ _/_ _j__ ö* ö 



t 



d^Ox =• d^ dt, oder 



',-» - -e -Ä --~ a. ^ a~u 



Die Hauptaxen zweier ungleichartigen Kurven der einen 
Schar sind umgekehrt proportional denen der entsprechen- 
den Kurven der andern Schar, direkt proportional denen 
der gleichartigen unter diesen entsprechenden. 

Kommen X und X^ in entsprechende Scheitel auf den Haupt- 
axen, so wird: 

i(p + Pi)(pi'- pO - i(Pi - p)(p' + PiO = -R^- Q'F'" cd. 

Folglich ist cc der gemeinsame und konstante Wert von 
a^a^ und a^^a/, aber auch der gemeinsame Wert der beiden 
gleichen Produkte J(p + Pi)(pi'— pO und i(pi — p)(p'+Pi')> wenn 
p, . . . wieder die Fokalstrahlen aus beliebigen entsprechen- 
den Punkten sind. 

In den entsprechenden Büscheln X, X sind n^ und n/ die 
Halbierungslinien der Winkel 2^XJP\, F'X'F^j nicht entsprechende 
Schenkel der entsprechenden rechten Winkel; daher ist, wenn wir 
die Winkel der Dreiecke FXF^, F'X'F^ nur durch die Ecken be- 
zeichnen, die Potenz der projektiven Beziehung: 

cotg iX . cotg |X'« tang i(i^+ i^i) • tang |(i?" + 2^,0 
-tangKi^-hi^x) taiigi(7r-i^+JP;)=.tangi(-F+ FJ cotg ^i^- 2^0 

_ tang i^F+F,) ^ ^ _ tangi(JP-+F /) . 

^ tangi(F-FO™^ ^^^^^^ - tangi(F'-F,') ' 

also: 

P +.Pi ^ P'+P/ 

Pi — P "" Pi' — Pi' 
wie wir schon wissen. 

Zwei korrelative Felder Z, Z' enthalten zwei ausgezeich- 283 
nete Punkte B, Q\ welche je der unendlich fernen Gerade 
/*, 3* des andern Feldes entsprechen und die Mittelpunkte 
der Felder genannt werden. Ein Parallelstrahlen-Büschel in Z geht 
über in eine Punktreihe auf einer Gerade durch Q', und zwei Büschel 
A, B, deren parallele Strahlen einander zugeordnet sind, werden pro- 
jektive Punktreihen in perspektiver Lage mit dem Zentrum Q'. 

Je nachdem B iunerhalb, auf oder außerhalb eines Kegelschnitts 
in Z liegt, ist der entsprechende in Z' Ellipse, Parabel, Hyperbel; 
die Polare von B in bezug auf jenen geht in den Mittelpunkt von 
diesem über, und dem Mittelpunkte des ersteren entspricht die Polare 
von Q' in bezug auf den zweiten. Den absoluten Involutionen 

Sturm, Geometr. Verwandtsohaften. IL 3 
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(?*); (^'*) entsprechen elliptische StrahleninTolutionen (Q'), 
(JB). Sei 5*T* das Paar von (ff*), welchem das rechtwinklige Paar 
s't' von {Q') entspricht, so sind JBS* und JJT* die Polaren, in der 
Korrelation, der unendUch fernen Ponkte von s\ t\ die ihrerseits ein 
Paar in (r *) bilden; also bilden JB(S*, T*) das rechtwinklige Paar 
st in (R). Die Geraden «, t des einen rechtwinkligen Paars 
in den Involutionen (12), (Q^ sind daher den Geraden $', ( 
des andern konjugiert (Nr. 267). 

Ein Kreis in Z geht in einen Kreis über, wenn ihm die 
Involution (ü) als Involution konjugierter Strahlen zuge- 
hört, dem entsprechenden Kreise gehört dann (Q^) zu. Zu 
der Involution (i2) gehören zwei Systeme von Kreisen, welche die 
Mittelpunkte auf den Schenkeln Sy t des rechtwinkligen Paars haben, 
und zwar, wenn t innerhalb des stumpfen Winkels eines und dann 
aller Paare liegt, führen deren Punkte zu reellen Kreisen ^,, während 
die von s, die innerhalb der spitzen Winkel liegt, imaginäre Kreise 
Ä, liefern (Nr. 116). 

Wenn M auf s oder t liegt, so ist die Polare von R in bezug 
auf den zugehörigen Kreis von M senkrecht zu s, bzw. t\ R und 
diese seine Polare gehen durch die Korrelation über in die unendlich 
ferne Gerade r'"° und den Mittelpunkt des entsprechenden Kreises; da 
jene Polare durch T*, bzw. S* geht, so liegt dieser Mittelpunkt 
auf t\ bzw. s'. In Z' trägt also s' die Mittelpunkte der reellen Kreise 
^g', die den ^^ entsprechen, und f die der imaginären $/', welche den 
^^ korrespondieren, also liegt s' in den stumpfen Winkeln der Paare 
von {Q") und f in den spitzen Winkeln. 

Den Übergang von den reellen ^, zu den imaginären £, bilden 
der Nullkreis um R oder das Paar der isotropen Geraden aus R und 
das Paar der absoluten Punkte auf 9*, denen durch die Korrelation 
das Paar der absoluten Punkte auf /*" und der Nullkreis um Q' 
entsprechen. 

§ 42. Besondere Fälle der EoUineation: Affinitat, Ähnllclikelt, 

Kongruenz. 

284 Die Kollineation wird Affinität genannt^), wenn die unend- 

lich fernen Geraden sich gegenseitig entsprechen: g* und 3'*. 
Es gibt dann keine endlichen Fluchtgeraden und die Ergebnisse der 
vorangehenden Betrachtungen, welche solche voraussetzen, gelten nicht. 
Jedem endlichen Punkte entspricht ein ebensolcher, sich 



1) Den Namen hat wiederum Möbins geschaffen: Barycentrischer Caicul, 
§147. Er erwähnt, daß tod affinen Kurven schon Euler in der Introductio 
in Analysin infinitormn gesprochen habe (Bd. II, Kap. IS). 
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schneidende oder parallele Geraden gehen in gleichartige 
über; jeder Richtung entspricht eine Richtung. 

Affine Felder in perspektiver Lage ergeben sich, wenn das 
Perspektivitatszentrum unendlich fem ist in einer Richtung, die in 
keiner der beiden Ebenen enthalten ist, oder wenn die beiden Ebenen 
parallel sind; doch ist dies eine Lage, die einem weiteren Spezialfedle 
zugehört. 

Jeder der drei Kegelschnitte geht in einen gleichartigen 
über, da das Verhalten zu den entsprechenden Geraden g* und g'* 
dasselbe ist. Die Mittelpunkte sind entsprechend, als Pole 
dieser entsprechenden Geraden. 

Die Punktreihen auf entsprechenden Geraden haben durch- 
weg ihre unendlich fernen Punkte zu entsprechenden, sind also 
ähnlich. Jedes Teilverhältnis geht von der einen Ebene 
unverändert in die andere über. 

« 

Es sei k das konstante Verhältnis AB': AB entsprechender 
Strecken auf den entsprechenden Geraden a', a, und & zu a parallel, 
dann ist V zu a parallel; es sei weiter CD auf h gleich AB auf a, 
so daß ABDC ein Parallelogramm ist; also ist AC^BD und daher 
A'C'\\B'B\ und weU auch C'D'\\AB\ so ist CD' « ^'-B'; mithin 

-^jT- = —r^ ^ *• Es gehört also Tc nicht bloß zu a' und a, sondern 

auch zu V und h. 

Zu jeden zwei entsprechenden Richtungen gehört ein 
konstantes Verhältnis entsprechender Strecken von diesen 
Richtungen. 

Wenn es daher entsprechende Geraden mit gleichen Punktreihen 
gibt (|A;| » 1), so müssen durch jede zwei entsprechenden Punkte A, A 
solche gehen; A, A' müssen Anfangspunkte von entsprechenden 
gleichen Strecken sein. Wir legen um A als Mittelpunkt einen Ereis, 
ihm entspricht eine Ellipse um A' als Mittelpunkt. Nun ist aber 
möglich, daß alle Halbmesser der Ellipse größer oder alle kleiner 
sind als der Radius des Ej*eises; dann gibt es in den affinen 
Feldern keine entsprechenden gleichen Strecken. Wenn aber 
der Radius des Kreises von den Halbaxen der Ellipse seiner Größe 
nach eingeschlossen wird, so enthält diese zwei ihm gleiche Halb- 
messer; es gehen durch A zwei Geraden, deren Punktreihen den ent- 
sprechenden durch Ä gleich sind, und wir haben dann zwei ent- 
sprechende Parallelstrahlen-Büschel, deren homologe Ge- 
raden gleiche Punktreihen tragen. Wir suchen nach einem 
Kennzeichen. 

Die beiden entsprechenden rechten Winkel in zwei entsprechen- 
den Strahlenbüscheln fahren uns sofort zu zwei ausgezeichneten 
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Richtungen der einen Ebene^ die zueinander rechtwinklig 
sind und deren entsprechende es ebenfalls sind. Also haben 
in allen Büscheln des einen Feldes diese beiden Geraden^ die selbst 
rechtwinklig sind und denen rechtwinklige Geraden korrespondieren, 
feste Richtungen: pernormale Richtungen. Die ihnen zukommen- 
den konstanten Verhältnisse seien a, t. Aus R, R' ziehen wir ent- 
sprechende Strecken von diesen Richtungen: 

BS^s, B'8'^s\ RT^ty R'r^r-, also y = er, y - t. 

Die Geraden ST, S'T' sind entsprechend. Wenn durch B, JB' 
entsprechende Geraden mit gleichen Punktreihen gehen, so müssen sie 
ST, S'T' in X und Z' so schneiden, daß RX = R'X', und ein 
Paar gleicher entsprechender Strecken reicht hin, die Ähnlichkeit der 
Punktreihen in Gleichheit zu verwandeln. 

Wegen der ähnlichen Punktreihen auf ST, S'T' haben wir: 

Es seien XX^, XX, die Lote aus X auf RS, RT, so ist, weil 

XXJIJRT, XX^llJRS: 

B^ TX TX 1_ ÄX, _8X_ SX ^ _ X 

RS ^ T8 ^ TX — SX" 1---V BT ~~ ST SX—TX 1 — X' 

nun ist: RX}^ XXi*+ XX,*, also: 

= (l-X)«- 

ebenso: 

folglich muß sein: s^+\H^^ s'^ +\H\ 



T« 



Nun ist X = II =» -f '^\\ , X = |,-J ^ f . ^^. (Nr. 53), wenn 

die Geraden RS, RT, RX, R'S', . . . mit f, t, g, f, • • • bezeichnet 
werden; g, g' sind entsprechende Geraden, wie wir sie suchen. Also: 



— 1 

T 
1 — 



T« 



Für die Realität der g und g' ist also erforderlich und hinreichend, 
daß (T, T ungleichartig sind, das eine echt, das andere unecht. 
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Zwei affine Felder haben also stets und nur dann zwei 
reelle Paare entsprechender Richtungen mit entsprechenden 
gleichen Strecken, — gleichstreckige Richtungen — , wenn 
von den beiden konstanten Verhältnissen, welche zu den 
beiden Paaren entsprechender Richtungen gehören, die so- 
wohl in dem einen als im andern Felde rechtwinklig sind, 
das eine echt, das andere unecht ist^). 

Das bedeutet fOr einen Ereis und seine entsprechende Ellipse, 
daß a>r>V. 

Weil die beiden Teilverhältnisse !°|^ entgegengesetzt gleich sind, 

so sind die beiden Geraden g^, g, durch R zu den rechtwinkligen 
Geraden f, t harmonisch, und ebenso in der andern Ebene. 

Wenn affine Felder keine entsprechenden gleich- 
streckigen Geraden haben, so können sie nicht in Perspek- 
tive Lage gebracht werden. 

Im andern Falle aber ist, weil die Perspektivmachung zu 
einer endlichen Schnittlinie führt, das Perspektivitätszentrum 
unendlich fern; in der Tat, wenn die Punktreihen ABC . . . E und 
A'B'C , , . E' ähnlich sind und E' mit E sich auf der Schnittlinie 
deckt, so sind ÄÄ\ BB\ CC\ . . . parallel 

Affine Felder haben im allgemeinen keine entsprechen- 
den Kreise; denn die absoluten Involutionen entsprechen einander 
nicht. Tun sie es, so tritt der spezielle Fall der Afßniiät, den wir 
mit Ähnlichkeit bezeichnen werden und in dem dann jedem Ereis 
ein Ereis entspricht, ein. 

Das Verhältnis der Flächeninhalte zweier entsprechen- 285 
der Figuren affiner Felder ist konstant. 

Es seien ABC^ ABB zwei Dreiecke des einen Feldes mit einer 
gemeinsamen Seite, ÄB'G\ ÄB'D' die entsprechenden Dreiecke; 
femer sei E der Schnitt {AB, CD) und E' « {AB\ CD') der ent- 
sprechende. Es ist (Nr. 52) auch dem Vorzeichen nach: 

A ABC : ABB = CE : DE, 
A A'B'C'iA'B'D'^ C'JS': DJS'; 

nun ist aber, weil die Punktreihen auf CDE, C'D'E' ähnlich sind: 

CE'.DE^C'E'iD'E', 
also auch: 

AABC: ABB « A ^'-B' C : ÄB'D\ 

Weil dies auch dem Vorzeichen nach gilt, so folgt, daß die 
einen und andern Dreiecke gleichartig liegen, in beiden 

1) Vgl. Jonmal f. Mathem., Bd. 99, S. 818. — Ein weniger einfaches Kenn- 
zeichen hat Möbins ohne Beweis mitgeteilt: Barycentrischer Galcnl, § 230. 
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Feldern aaf derselben Seite Ton AB^ bzw. Ä'B' oder in beiden auf 
verschiedenen Seiten. 

Diese Formel folgt aus der MObiusschen (Nr. 264): 

ABC AEC ABC A E' C 



ABB ' AED ÄB'D' ' AE'D' ' 

wenn E auf der Parallelen durch A zu CD luid daher K auf der 
Parallelen durch A' zu CD' liegt; denn es ist dann: 

AEC AE'C - 
AEB ^ A'WB'^ 

Wir geben der Proportion die Form: 

l^ABC:AB'G''~l:^ABD:ÄffC\ 

Sind nun ABG^ DBF zwei beliebige Dreiecke in I und A'B'C, 
D'E'F* die entsprechenden in Z'^ so ziehe man ADy BD^ BE, 
A'D\ . . . und hat: 

A ABCiA'B'C'^A ABD : ÄB'D' 
- A BDEiB'D'K^A DEF: D'ET. 

Daher gilt die Proportion fOr beliebige zwei Dreiecke und ihre ent- 
sprechenden. 

Andere geschlossene Figuren teilt man in Dreiecke (die unend- 
lich klein anzunehmen sind, wenn die umfange krummlinig werden), 
und da in den entsprechenden Figuren die durch entsprechende Tei- 
lung entstandenen Teildreiecke gleichartig gelagert sind, so folgt der 
Satz auch für solche Figuren. 

Wenn unter einer Reihe von Figuren des einen Feldes 
eine dem Inhalte nach die größte oder kleinste ist, so gilt 
das nämliche auch für die entsprechenden Figuren im andern 
Felde. 

Wenn das zweite Feld die Orthogonalprojektion des 
ersten ist, so projiziert sich ein rechtwinkliges Dreieck AGB in Z, 
von dem eine Kathete ^C in die Schnittlinie der beiden Ebenen 
fallt, in ein ebensolches rechtwinkliges Dreieck AB'G; denn aus B 
ist BG auf die Schnittlinie senkrecht gezogen mit dem Fußpunkte (7; 
femer ist BB' senkrecht auf Z', folglich ist B'G senkrecht zur Schnitt- 
linie. Da BGB' der Neigungswinkel a der Ebenen Z, Z' ist, so ist 

B'C 

-^^ » cos a; die rechtwinkligen Dreiecke mit derselben Grundlinie 

/\AB'C 
verhalten sich wie ihre Höhen BG, B'G\ also ist auch: - — ^-^-^s =- cos a. 

Das konstante Verhältnis entsprechender Flächen ist 
in diesem Falle gleich dem Kosinus des Neigungswinkels 
der beiden Ebenen. 
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Der Mittelpunkt eines Kegelschnitts geht in denjenigen des ent- 286 
sprechenden Kegelschnitts über^ und da schon bei der allgemeinen . 
Kollineation konjugierte Elemente in ebensolche übergehen^ so gehen 
jetzt bei der Affinität konjugierte Durchmesser in konju- 
gierte Durchmesser, bei einer Hyperbel die Asymptoten in 
die Asymptoten der entsprechenden Hyperbel über. 

Drei Paare entsprechender Punkte oder drei Paare ent- 
sprechender Geraden, also zwei entsprechende Dreiecke be- 
stimmen, neben den unendlich fernen Geraden, die Affinität voll- 
ständig und eindeutig (Nr. 264, 266). 

Um zwei Ellipsen affin zu machen, lasse man den 
Mittelpunkt und zwei Punkte der einen, nach denen kon- 
jugierte Durchmesser gehen, dem Mittelpunkte und zwei 
eben solchen Punkten der andern entsprechen; in der dadurch 
bestimmten Affinität entspricht der ersten Ellipse eine Ellipse, die 
mit der zweiten den Mittelpunkt und zwei konjugierte Halbmesser 
gemeinsam hat, also, weil eine Ellipse dadurch eindeutig bestimmt 
wird, mit ihr identisch ist. 

Zwei Hyperbeln macht man affin, wenn man die Asymp- 
toten und eine Tangente der einen den Asymptoten und einer 
Tangente der andern entsprechen läßt; denn durch diese Ele- 
mente ist die Hyperbel eindeutig bestimmt. 

Zwei Parabeln macht man affin, indem man einen Durch- 
messer der einen, seine Endpunktstangente und eine zweite 
Tangente ebensolchen Elementen der zweiten zuordnet; 
denn wiederum bestimmen diese Elemente die Parabel eindeutig. 

Insbesondere kann man jede beliebige Ellipse und einen 
Kreis zu entsprechenden Kurven in affinen Feldern machen. 

Wir wollen, als Anwendung der Affinität, hieraus und aus dem 
obigen Satze über größte und kleinste Figuren einige interessante 
Folgerungen ziehen. 

Wenn einem Kreise ein gleichseitiges Dreieck eingeschrieben ist, 
so halbiert jede Seite den ergänzenden Halbmesser desjenigen, der 
nach der Gegenecke geht, und ist zu der Tangente in dieser Ecke 
parallel. Für die affine Ellipse gilt dasselbe, denn diese Eigenschaffcen 
bleiben erhalten, die Gleichseitigkeit aber nicht. Und wenn diese 
Eigenschaft bei einem dem Kreise eingeschriebenen Dreiecke für eine 
Seite und Gegenecke gilt, so ist es gleichseitig und die Eigenschaft 
gilt auch für die andern Seiten und Gegenecken. 

Umgekehrt, jedes einer Ellipse eingeschriebene Dreieck, in welchem 
eine Seite den Halbmesser halbiert, welcher den nach der Gegenecke 
gehenden ergänzt, und zur Tangente in dieser Ecke parallel ist, geht 
in einer Affinität, in der die Ellipse einem Kreise entspricht, in ein 
dem Kreise eingeschriebenes Dreieck über, für das in bezug auf die 
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Seite und die Gegenecke, welche jenen entsprechen, dasselbe gilt^ 
welches infolge dessen ein gleichseitiges Dreieck ist und bei dem 
diese Eigenschaften dann auch für die beiden andern Seiten und 
Gegenecken eintritt; so daß letzteres wiederum auch für die Ellipse gilt. 

Der Mittelpunkt des Kreises ist der Schwerpunkt des gleichseitigen 
Dreiecks; die Halbierungen, die ihn als solchen charakterisieren, 
bleiben bei der Affinität erhalten, so daß der Mittelpunkt der Ellipse 
eben&lls Schwerpunkt des eingeschriebenen Dreiecks ist. 

Konstruieren wir nun alle derartig der Ellipse eingeschriebenen 
Dreiecke, so erhalten wir im andern Felde alle dem Kreise ein- 
geschriebenen gleichseitigen Dreiecke. Diese sind von demselben 
Inhalt und größer als alle andern dem Ejreise eingeschriebenen Drei- 
ecke^). Folglich gilt dasselbe auch f&r die der Ellipse in der obigen 
Weise eingeschriebenen Dreiecke. Wir erhalten: 

Es gibt <x>^ einer Ellipse eingeschriebene Dreiecke, 
welche, untereinander gleich, größer sind als alle übrigen 
eingeschriebenen Dreiecke und alle den Mittelpunkt der 
Ellipse zum Schwerpunkte haben. Jeder Punkt X der Ellipse 
liefert eins; ist nämlich XMX.^ der nach ihm gehende Durchmesser, 
so ziehe man zu der Tangente in X durch die Mitte des Halbmessers 
üf Xj die Parallele, welche die Ellipse in den beiden andern Ecken 
Y, Z schneidet. Bei jedem dieser Dreiecke ist auch ZX parallel zur 
Tangente von Fund halbiert MY^y XF parallel zur Tangente von Z 
und halbiert MZ^, 

Ebenso erhält man aus dem Satze, daß unter allen einem Kreise 
umgeschriebenen Dreiecken die gleichseitigen den kleinsten Inhalt haben, 
folgenden Satz für die Ellipse. Es gibt oo^ einer Ellipse um- 
geschriebene Dreiecke, welche, untereinander gleich, kleiner 
sind als die übrigen umgeschriebenen und alle den Mittel- 
punkt zum Schwerpunkte haben. Jede Tangente x liefert eins; 
der Halbmesser MX^ nach ihrem Berührungspunkte X^ werde über 
den Mittelpunkt so weit bis X verlängert, daß MX » 2 X^ üf ; die 
Tai^enten aus X sind die beiden andern Seiten, und für jede von 
ihnen und die Gegenecke gilt dasselbe wie für x und X. 

und ähnlich: 

Die Parallelogramme, welche in den Endpunkten zweier 
konjugierten Durchmesser einer Ellipse ihre Ecken haben, 
haben gleichen Inhalt und sind größer als alle andern ein- 
geschriebenen Parallelogramme. 

Die Parallelogramme, welche mit ihren Seiten eine 
Ellipse in den Endpunkten konjugierter Durchmesser be- 



1) Es kommt uns hier nicht auf den Beweis dieses Ereissatzes an, den wir 
als bekannt voranssetzen, sondern nur auf seine Übertraining auf die Ellipse. 
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rühren^ haben gleichen Inhalt und sind kleiner als alle 
andern umgeschriebenen Parallelogramme. 

Und auch: 

Die Sehnen, welche von einer Ellipse Segmente gleichen Inhalts 
abschneiden, umhüllen eine ihr konzentrische Ellipse mit derselben 
Involution konjugierter Durchmesser. 

Denjenigen speziellen EaU der Affinitat, in welchem das kon- 287 
staute Yerh'ältnis entsprechender Flächen 1 ist, bezeichnet Mob ins ab 
Gleichheit^). 

Zwei flächengleiche Dreiecke legen eine Gleichheit fest. 

Sind die Dreiecke, durch deren Entsprechen die Affinität 
festgelegt wird, ähnlich, so gilt dies für jede zwei ent- 
sprechenden Figuren. 

Die gegebenen Dreiecke seien ÄBC^abc und Ä'B'C ^ aVc\ 
Die entsprechenden Geraden x und x' mögen 6, c in F, Z, &', c' in 
y, Z' schneiden. Wegen der ähnlichen Punktreihen auf b und b\ 
e und c' gilt: 

ÄY:Ä'r^AC:Ä'C\ AZ. Ä Z' ^ AB. AB'-, 

wegen der vorausgesetzten Ähnlichkeit ist: 

AC:ÄC'^AB:ÄB'', 
also: 

AY'.ÄT^AZiAZ'. 

Femer ist ^ YAZ^ Y'Ä Z\ Denn wegen der auch dem Vorzeichen 
nach geltenden Proportionalität in den ähnlichen Punktreihen auf b 
und V liegen Y und Y' beide auf denjenigen Seiten Von A und Äy 
auf denen C und C liegen, oder beide auf den andern, und ebenso 
liegen Z und Z' auf c und c'; daher sind YAZ und Y'A'Z' beide 
die Winkel von ABC und A'B'C oder beide deren Scheitelwinkel oder 
beide Außenwinkel, also jedenfalls gleich. Demnach ist A xbc <^ sfb'c, 
wo wir a und a durch x und x' ersetzt haben-, ebenso ist xyc ^^ x'yc' 
und xyjs f^ x'yz\ Das sind beliebige entsprechende Dreiecke. Zwei 
entsprechende Polygone mit mehr Seiten teilt man durch entsprechende 
Diagonalen in Dreiecke; folglich bestehen die beiden Figuren aus 
ähnlichen und, wie in Nr. 285 erkannt wurde, ähnlich gelagerten Teil- 
dreiecken und sind selbst ähnlich. Zwei von krummen Linien um- 
schlossene entsprechende Figuren haben die Eigenschaft, daß jedem 
Polygone, das der einen Figur eingeschrieben ist, ein der andern 
Figur eingeschriebenes entspricht, dessen Ecken den Ecken des ersteren 
korrespondieren, und das daher ihm ähnlich ist. Die Figuren sind 
als ähnlich zu bezeichnen; denn das ist die Definition ähnlicher Figuren, 
welche krummlinig begrenzt sind. 

1) Baiycentrischer Galcul, § ]61. 
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Während bei der allgemeinen Affinität das Verhältnis 
Ic entsprechender Strecken sich ändert, wenn yon zwei ent- 
sprechenden Richtungen zu andern übergegangen wird, ist 
es im jetzigen Falle konstant. Denn seien h and &', e und c 
beliebige entsprechende Geraden mit den Schnitten A^hCy A' ^ Vc 
und den entsprechenden Punkten C und C auf den ersteren, B und 
B' auf den letzteren , so ist für h und V luid ihre Richtungen 

JCf, = Y^ y für c und c und ihre Richtungen \ -= -j^ . Aber wegen 

der Ähnlichkeit Ton ABC und A'B'C ist kj^^h^^k. 

Und diejenige absolute Konstante, die schon bei der allgemeinen 
Affinität vorkommt, das Verhältnis entsprechender Flächen, ist 
das Quadrat dieser nunmehr auch absoluten Konstante k. 

Dieser Spezialfall der Affinität heißt Ähnlichkeit Die Ähnlich- 
keit entsprechender Figuren bedingt durchgängige Gleichheit 
entsprechender Winkel, durchgängige Gleichheit entspre- 
chender Büschel. 

Wenn zwei affine Felder ein Paar entsprechender Büschel haben, 
welche gleich sind, so ist es möglich, diese Büschel parallel zu 
stellen, d. h. jeden Strahl des einen parallel zu seinem entsprechenden. 
Die beiden Ebenen sind auch dann parallel. Die entsprechenden un* 
endlich fernen Geraden decken sich und zwar entspricht jeder Punkt 
dieser Gerade sich selbst, weil immer zwei entsprechende Geraden 
aus den beiden Büscheln nach ihm gehen. Folglich müssen auch 
zwei andere entsprechende Geraden der beiden Felder den unendlich 
fernen Punkt gemeinsam haben, also parallel sein. In der Tat, wenn 
die beliebige Gerade x des ersten Feldes mit der Gerade y des obigen 
Büschels in diesem Felde parallel ist, dann sind, wegen der Affinität, 
auch x' und y parallel; y und y haben wir parallel gestellt, also 
sind auch x und x' paralleL 

Weil aber in der jetzigen Stellung der beiden Ebenen jede zwei 
entsprechenden Geraden parallel sind, so sind stets zwei entsprechende 
Winkel gleich, zwei entsprechende Dreiecke ähnlich; die Affinität ist 
Ähnlichkeit, und daran ändert die Zurückrerlegung der Ebene in die 
ursprüngliche Lage nichts. Also: 

Wenn zwei affine Felder ein Paar entsprechender Büschel 
besitzen, welche gleich sind, so gilt dies durchweg; es liegt 
Ähnlichkeit vor. In zwei affinen Feldern, die nicht ähnlich 
sind, gibt es keine gleichen entsprechenden Büschel. 

In ähnlichen Feldern entspricht, eben wegen der Ähnlichkeit, 
jedem Kreise wieder ein Kreis; also sind die einen absoluten Punkte 
den andern absoluten Punkten entsprechend, weil diese Punkte Schnitte 
entsprechender Kuryen mit entsprechenden Geraden sind. Die ab- 
soluten Punkte bestimmen, je als Doppelpunkte, die absolute Involution. 
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Es entspricht daher anch der einen absoluten Involution 
die andere; und in der Tat, wegen der Gleichheit entsprechender 
Winkel; entsprechen zwei rechtwinkligen Geraden des einen Feldes 
zwei eben solche im andern^ den unendlich fernen Punkten jener die 
unendlich fernen Punkte dieser, also jedem Paare der einen absoluten 
Involution ein Paar der andern. 

Und umgekehrt; das Entsprechen der absoluten Punkte, 
oder, was dasselbe ist, der absoluten Involutionen ist Kenn- 
zeichen der Ähnlichkeit. Denn zunächst sind die Trager dieser 
Involutionen entsprechend, also liegt Affinität vor; femer entsprechen 
ja^ wegen der Korrespondenz der beiden Involutionen; rechtwinkligen 
Geraden wiederum rechtwinklige Geraden. Einem Quadrate des einen 
FeldeS; d. h. einem Parallelogramme, bei dem die einen Gegenseiten zu 
den andern und auch die Diagonalen zueinander rechtwinklig sind, 
entspricht ein ebenso beschaffenes Parallelogramm; also ein Quadrat; 
daher sind entsprechende Teildreiecke dieser Quadrate ähnlich; wir 
haben Ähnlichkeit. 

Oder; einem Kreise K des einen Feldes, als einem Kegelschnitte, 
zu welchem die absolute Involution desselben als Involution kon- 
jugierter Punkte gehört und der daher durch ihre Doppelpunkte gehi^ 
entspricht ein ebenso zur andern absoluten Involution und ihren Doppel- 
punkten sich verhaltender Kegelschnitt im andern Felde ; mithin ein 
Kreis K\ Seien AUC und ÄB'C ihnen eingeschriebene entspre- 
chende Dreiecke; und Jf3l; MSd^ Jf® zu jBC, CA, AB parallele 
Kadien von K, so entsprechen ihnen; wegen der Affinität; zu B'C, 
C'A\ AB' paraUele Radien M'W, M'^\ Jf'®'. Nun ist; ebenfaUs 
wegen der Affinität, B'C : BC ^ M'W : M^, . . .; femer ist ersichtlich: 

daher auch: BGiCAiAB^ B'C : CA : AB'-, also AABC<^ AB'C. 

Durch zwei Paare entsprechender Punkte Ay A] B, B' 
ist die Ähnlichkeit zweier Felder festgelegt; aber zweideutig; 
denn wenn im ersten ein dritter Punkt C gegeben ist; so kann der 
entsprechende G\ der mit AB' ein dem ABC ähnliches Dreieck 
bilden soll; in zwei Lagen genommen werden; die symmetrisch zu- 
einander sind in bezug auf AB' oder von denen jede durch üm- 
klappung der andern um AB' sich ergibt. Ist dann eine dieser 
Lagen gewählt, so ist für jeden weitem Punkt D nunmehr der ent- 
sprechende D' eindeutig bestimmt; wiederum soll AB'IX zu ABB 
ähnlich seiU; aber es müssen AB'If und AB'C gelagert sein wie 
ABB und ABC, d. h. ebenso in gleichem oder ungleichem Sinne 
umlaufen sein oder auf derselben oder verschiedenen Seiten von AB' 
liegen; wie es bei ABB und ABC der Fall ist. 
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288 Wenn die Konstante k^ 1 iat, so sind entsprechende Figuren 

kongruent; und die Beziehung heißt deshalb Kongruenz^); sie wird 
wohl auch Identität genannt, weil kongruente Felder mit allen ihren 
entsprechenden Elementen zur Deckung gebracht werden könnoi; 
aber dieser Name ist doch eben nur dann richtig, wenn diese Deckung 
erzielt ist. 

Man kann in diesem Falle nur ein Paar entsprechender 
Ä, Ä gehen; ist dann B gegeben, so darf B' nur auf einem 
gewissen Kreise um A' liegen. 

Bei kongruenten Feldern tragen jede zwei entsprechen- 
den Geraden gleiche Punktreihen, bei ähnlichen, die nicht 
kongruent sind, gibt es keine endlichen entsprechenden 
Geraden mit gleichen Punktreihen. 

Aber wir haben oben gesehen, daß die unendlich fernen 
Punktreihen ähnlicher Felder durchweg mit ihren ent- 
sprechenden Punkten zur Deckung gebracht werden können. 
Dadurch wird die Perspektive Lage erreicht Denn es sind dann 
entsprechende Geraden parallel und entsprechende Dreieke perspektiy 
geworden, mit unendlich femer Perspektivitätsaxe; der weitere Beweis 
ist wie Nr. 265. Ji2k AB und AB' parallel und ungleich sind, so 
ist das Perspektiyitätszentrum endlich. Bei kongruenten 
Feldern hingegen ist es, wenn die perspektiyeLage ebenfalls 
durch Vereinigung der entsprechenden unendlich fernen 
Punkte bewirkt wird, entweder unendlich fern oder kommt 
in die Mittelebene zwischen den beiden parallelen Ebenen 
zu liegen. 

Bei kongruenten Feldern können aber beliebige zwei 
entsprechende Geraden mit den entsprechenden Punkten auf- 
einander gelegt werden; das Perspektiyitätszentrum liegt 
dann auch unendlich fern und zwar in senkrechter Rich- 
tung zu der Halbierungsebene derjenigen Flächenwinkel 
der Ebenen, welche yon entsprechenden Halbebenen einge- 
schlossen werden. 

umgekehrt ist unmittelbar ersichtlich, daß zwei Felder in paral- 
lelen Ebenen, die in perspektiyer Lage sich befinden, ähnlich sind 
und kongruent werden, wenn das Zentrum die genannten Lagen hat, 
und daß zwei beliebig gelegene Felder kongruent sind, wenn das 
Zentrum unendlich fern liegt in senkrechter Richtung zu einer der 
beiden Halbierungsebenen der Flachenwinkel. 

Endlich, wenn die unendlich fernen Punktreihen affiner 
Felder gleich sind, d. h. mit ihren entsprechenden Punkten zur 
Deckung gebracht werden können, so werden entsprechende Geraden 

1) Bei Möbius Gleichheit und Ähnlichkeit: Barycentrischer Calcnl, § 139. 
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durch diese Deckung parallel; also müssen die Felder ähnlich 
sein. Folglich können nicht ähnliche affine Felder nar 
durch Aufeinanderlegen endlicher gleicher entsprechender 
Punktreihen in Perspektive Lage gebracht werden, und sind 
solche nicht vorhanden (Nr. 284), so ist Perspektive Lage 
nicht möglich. 

Man kann sie dann durch zwei Perspektive Lagen verbinden, 
indem man das eine Feld Z aus einem endlichen Zentrum auf eine 
nicht parallele Ebene X' projiziert, wodurch allgemeine Eollineation 
zunächst zwischen Z und Z" und infolgedessen auch zwischen Z'' 
und Z'' entsteht, und dann Z' und Z" in Perspektive Lage bringt. 



§ 43. Ebene Kollineation. 

Eben wollen wir eine Eollineation oder Korrelation von 289 
Feldern nennen, wenn sie in der nämlichen Ebene sich be- 
finden. Da stoßen wir bei der Kollineation auf die Frage nach 
sich selbst entsprechenden Elementen, bei der Korrelation auf 
die nach inzidenten entsprechenden Elementen, bei beiden 
auf die Frage nach doppelt, in beiderlei Sinne oder involu- 
torisch sich entsprechenden Elementen und ob es ganz in- 
volutorische Yerwandtschaften gibt. 

Wenden wir uns zu der Kollineation. Wir bemerken zuerst, daß 
jede Gerade a^V der Ebene zwei entsprechende Geraden a', t hat, 
und es liegen daher auf ihr zwei entsprechende Punkte a&, aV\ 
und nur ein Paar. Zwei Paare würde sie zu einer sich selbst ent- 
sprechenden Gerade machen. Ebenso hat jeder Punkt Ä^S zwei 
entsprechende Punkte A^ B, und es gehen durch ihn zwei entspre- 
chende Geraden AB, Ä B\ 

Ist TJ ein sich selbst entsprechender Punkt oder Koinzidenz- 
punkt, so gehen von den beiden projektiven Büscheln um zwei ent- 
sprechende Punkte zwei homologe Strahlen durch ihn; also liegt er 
auf dem durch dieselben erzeugten Kegelschnitt, und ebenso auf jedem 
der oo^ in dieser Weise entstehenden Kegelschnitte. Zwei derselben, 
etwa von A, A\ JB, JB' herrührend, haben ersichtlich den Punkt 
(ABy A'B") gemeinsam, also noch drei weitere; nach jedem von ihnen 
gehen zwei entsprechende Strahlen a, a' von A, Ä und zwei von 
ihnen verschiedene 6, V von JB, JB'; also ist er sowohl a6, als a'&', 
daher ein sich selbst entsprechender Punkt. 

Zwei kollineare Felder derselben Ebene haben im all- 
gemeinen drei Koinzidenzpunkte 0, F, W^\ Durch sie gehen 
alle durch entsprechende Büschel erzeugten Kegelschnitte. 



1) Gefunden Ton Ghasles, Aper9n hiatoriqne, 1. Aufl. (S. 884 der 2. Anfl.) 
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Ebenso haben sie^ wie der duale Beweis lehrt, drei Koinzidenz- 
geraden Uy V, w, welche von allen durch entsprechende Punktreihen 
erzeugten Kegelschnitten berührt werden. 

Aber ersichtlich sind diese Geraden die Verbindungslinien jener 
Punkte, und ihr Dreieck (oder Dreiseit) bezeichnen wir als das Koin- 
zidenzdreieck (oft auch Hauptdreieck genannt) der ebenen Kol- 
lineation. 

Weil der Punkt (-4.JB, AB") immer reell ist, so haben wir zwei 
allgemeine Falle: das ganze Dreieck ist reell, oder nur eine 
Ecke IJ und die Gegenseite u. Die andern Ecken F, W sind 
dann durch die Involution konjugierter Punkte auf u repräsentiert, 
welche den beiden Kegelschnitten (und allen oo*) gemeinsam ist, und 
w, V durch die zu ihr Perspektive um U. 

Die beiden Kegelschnitte können zerfallen in Geradenpaare und 
diese eine Gerade gemeinsam haben; dann ergeben sich unendlich 
viele in gerader Linie liegende Koinzidenzpunkte. Wir kommen auf 
diesen speziellen Fall (Homologie) zurück. 

Man kann zwei koUineare Felder immer so aufeinander legen, 
daß sie drei reelle Koinzidenzpunkte erhalten; man braucht nur die 
Endpunkte zweier entsprechender gleicher Strecken irgend welcher 
entsprechender Punktreihen zur Deckung zu bringen. Die beiden so 
erhaltenen Koinzidenzpunkte seien Z7, F, der dritte W ist dann von 
selber reell; er ergibt sich als Durchschnitt der Perspektivitatsaxen 
der Perspektiven Büschel -4., A'\ JS, JB', wenn diese Punkte auf die 
sich selbst entsprechende Gerade w ^ UV gelegt werden. Es seien 
nun G und 6r' die Scheitel zweier gleicher und gleichlaufender ent- 
sprechender Büschel der beiden vereinigten Felder — wenn solche 
vorhanden sind — , so ist ihr Erzeugnis ein durch ü, F, TF gehender 
Kreis; G' ist sein vierter Schnitt mit dem ebenfalls durch f7, F, W 
gehenden ihm im zweiten Felde entsprechenden K^elschnitte, wenn 
der Kreis zum ersten Felde gerechnet wird, und G der vierte Schnitt 
mit dem analogen andern Kegelschnitte. Da durch ü, F, W nur 
ein Ejreis geht (ev. Nr. 116), so sind diese beiden Punkte eindeutig 
und reell bestimmt. Das Erzeugnis der entsprechenden Büschel um G 
und G' geht durch diese Punkte und durch ?7, F, W, ist also mit 
dem Kreis identisch; daher sind die Büschel gleich und gleichlaufend. 
Es gibt also ein und nur ein Paar entsprechender gleicher und 
gleichlaufender Büschel. Entsprechend sind nämlich G und G' 
als vierte Schnitte zweier Kegelschnitte und ihrer entsprechenden, 
neben den Koinzidenzpunkten. 

Klappt man die eine Ebene um und zwar um UV, damit die 
Realität der Koinzidenzpunkte bestehen bleibt, so erhält man das 
zweite Paar entsprechender gleicher Strahlenbüschel, die jetzt gleich- 
laufend sind, also vorhin ungleichlaufend waren. Von den beiden 
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Paaren gleicher entsprechender Strahlenbüschel zweier kol- 
linearer Felder werden^ wenn diese ineinander gelegt werden, 
die des einen gleich-^ die des andern ungleichlanfend. Eine 
etwaige Verschiebung der Felder ineinander^ aus der Lage, wo die 
drei Koinzidenzpunkte reell sind^ in eine solche , wo nur einer es ist 
(oder umgekehrt), ändert daran nichts. 

In Nr. 166 erzeugten wir eine Kurve 4. Ordnung durch zwei 
projektive Kegelschnitt« derselben Ebene ^ indem die entsprechenden 
Tangenten geschnitten wurden. Durch diese Projektivitat entstehen 
(Nr. 268) in der Ebene kollineare Felder, in denen homologe Punkte 
und Tangenten der beiden Kegelschnitte ebenfalls homolog sind. Die 
drei Koinzidenzpunkte , von denen jeder zwei Tangenten an beide 
Kurven sendet^ von welchen die einen den andern entsprechen, sind 
die drei Doppelpunkte der erzeugten Kurve ^ auf die a. a. 0. aus dem 
Geschlechte derselben geschlossen wurde. 

Wir verwerten die Sätze über das Fünfeck (Nr 270) für die 290 
ebene Kollineation und das Fünfeck aus den drei Koinzidenz- 
punkten und zwei entsprechenden Punkten. 

Die Fünfecke, für alle Paare entsprechender Punkte 
konstruiert^ haben projektive Würfe^ und man kann daher 
vom Wurf der Kollineation sprechen^). 

Es seien X, X'; Y, T' zwei Paare entsprechender Punkte. Die 
beiden projektiven Strahlenbüschel um X und X' erzeugen einen 
durch ZJ, F, W gehenden Kegelschnitt; und ebenso die um Y, F'; 
der vierte Schnittpunkt Z derselben ist der Schnittpunkt entsprechen- 
der Strahlen XF, X'Y\ Wenn X irgend ein Punkt des ersten 
Kegelschnitts und ^ irgend einer des zweiten ist, so ist: 

X(ü, F, W, X', X) A Z(U, F, W, X' r, XY), 

^{U, F, TT, r, Y) A Z(U, F, TF, FX', YX); 
daher: 

lUiU, V, W, X', X) A Vm V, W, T, F); 

also sind die beiden krummen Punktreihen CTFTFX'X und TJVWY'Y 
projektiv. 

Die beiden Tangenten in X und Y sind die Strahlen Xy y, 
welche den Strahlen X'X^ Y'Y als Strahlen des zweiten 
Feldes korrespondieren; projizieren wir also die projektiven, 
krummen Punktreihen aus X und Y, so ergibt sich: 

x{u,r,w,x',x)7\Y{u,r,w,r,yyy, 

1) Eohn, a. in Nr. 270 a. 0. 

2) Zu der Form: 

vgL Liniengeometrie I, Nr. 268. 
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und ebenso: 

X'(ü, V, W, X, x\) A T{U, V, W, Y, y\), 

WO x^y y^ den XX', YY' als Strahlen des ersten Feldes korrespon- 
dieren. 

Aus der Projektivitat der Würfe TJYWTX und UVWTY 
folgty daß in einer zweiten Kollineation, welche ebenfalls Z7, F, TT zu 
Koinzidenzpunkten hat, den X, X' die F, Y' korrespondieren, während 
in der gegebenen den X, Y die X', Y' entsprechen^). 

Schneiden wir X'X mit den Koinzidenzgeraden VW, WU, UV 
oder Uy v, w in U, äJ, SS, so haben wir in 

US8SBZZ' 

den Wurf in anderer Form; also sind auf allen oo^ Verbindungs- 
linien entsprechender Punkte diese ffinfpunktigen Reihen 
projektiv. Man kann es auch erkennen mit Hilfe des Kegelschnitts, 
der durch die projektiven Punktreihen auf XY^ X'Y' erzeugt wird; 
er berührt diese Geraden, aber auch XX', YY' und w, v, w?; folglich 
entstehen auf XX', YY' durch u, v, w, XY, X'F' projektive Punkt- 
reihen; das sind die beiden, um die es sich handelt. 
Wir kommen so zu verschiedenen Invarianten: 

x,„ - («aBxxo, x„„ = (asuxxo, x„ = (usxxo, 

ferner auch: 

(u»aBX), (u»aD3X')«). 

Für jene drei, die wir bevorzugen werden, gilt ersichtlich: 

Kto ' ^wa ' ^U9 "^ h 

so daß sie mit zweien äquivalent sind. 

Zwei von ihnen sind also echt, die dritte unecht, oder umgekehrt 
Sie sind alle drei imaginär, wenn nur ein Koinzidenzpunkt U und 
die gegenüberliegende Gerade u reell sind, und dann von der Gestalt: 

Wenn X, X' auf eine Koinzidenzgerade w fallen, so ist 

K^^ivuxx') 

die Invariante der konjektiven Punktreihen auf derselben; der den 
vollen fünfelementigen Wurf auf dieser XX' ergänzende Punkt ist das 
Zentrum der Perspektivität für die beiden Punktreihen TTX, WX\ 



1) Staudt, Beiträge zur Creometrie der Lage, Nr. 515. 

2) Nennen wir diese Invarianten S und S', so ist: 

X -^'-^ ^ X -^-^ X -^ 

z — Ic fc — 1 t 

Auch hierans folgt, daß die drei X mit zwei Inyarianten äquivalent sind. 
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Ebenso ist, wenn u, \>, XD die Strahlen aus dem Schnitt- 
punkt xx' entsprechender Geraden nach U, Y, W sind, der 
Wurf Vit)XOx'x projektiv. 

Ist y, y' ein zweites Paar entsprechender Geraden, so können 
wir diese Projektivität vermittelst des durch die beiden Büschel um 
die entsprechenden Punkte X » xy, X'» x'y erzeugten Kegelschnitts 
erkennen, der durch U, V, W geht, so wie durch xx', yy'. Proji- 
zieren wir aus diesen letzten Punkten die fdnf andern, so ergibt sich: 

xsüj], V, W, X', X) A yy'{U, V, W, X', X) 

oder: 

Vi'oXoxx A UiöilOiy'y; 

damit ist die Behauptung bewiesen. Der zugehörige krumme Wurf 
(im Tangentenbüschel eines Kegelschnitts) ist uvwxx\ Also ist: 

uvwxx' A Vi'oxox'x, 

Dieser Strahlenwurf ux^xoxx steht, weil X und X' auf x und x' 
liegen, über dem krummen Punktwurfe UVWX'X und kommt aus 
einem Punkte des tragenden Kegelschnitts; denn x und x sind ent- 
sprechend in den projektiven Büscheln X und X\ folglich liegt xx' 
auf dem durch sie erzeugten Kegelschnitte, der durch X, X', Z7, F, W 
geht und daher der den krummen Punktwurf UVWX'X. tragende 
Kegelschnitt ist. So zeigt sich, daß zwischen den beiden dualen 
Würfen die Beziehung besteht: 

UVWX'X1\ uvwxx\ 
oder, wenn sie in der andern Form geschrieben werden: 

UJBSBXX' A ViX^xox'x^). 
Also sind die drei Invarianten: 

{^Xoxx')f (yovixaf\ {Vi'oxx') 
zu den dualen Invarianten: 

(»aSXX'), (SBUXX'), (USBXXO 
reziprok. Ferner ist: 
X([7, F, TT, XO A x{u, v, w, x\ X\U, F, W, X) A x(u, v, w, x^ 

Wir wollen nun voraussetzen, daß U, F, W reell sind und die 291 
zu Nr. 147 analoge Konvergenzbetrachtung vornehmen. In der 
Reihe der Punkte 

^^f •^'^ 9 * * * "^^i * • * 

entspreche jedem Punkte, zum ersten Felde gehörig, der 
folgende im zweiten. Wir projizieren, indem wir annehmen, daß 



1) Vgl. Eohn a. a. 0. 

Sturm, Geometr. Verwandtaolutfteii. H. 
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X„„ und X^^ die beiden gleichartigen Inyarianten seien, welche 
a) beide echt oder b) beide unecht sind; aus V auf v in die Reihe 
Ty Y^j Y^}'-' ^u^<^ cius W auf «7 in die Reihe Zy Z^, Z^,,.,, so 
daß Z,-(Fr„ WZ,). 

X^^— (Ü^TFFF') ist die Invariante der beiden konjektiven Punkt- 
reihen auf 1;; daher ist der Konvergenzpunkt der Reihe der Y der 
Punkt W im FaUe a), der Punkt F im Falle b) (Nr. 147). Ebenso 
ergibt sich, weil X„^— {VUZZ'\ als Konvergenzpunkt der Reihe der 
Z in jenem FaUe £7, in diesem F. Nun ist (FTF, WU)^ TF, 
{VTJy TFF) =- F. Daher ist Konvergenzpunkt der Reihe X im Falle 
a) der Punkt TF, im FaUe b) der Punkt F. 

Wird aber mit einem Punkte des zweiten Feldes angefangen, so 
Vertauschen sich auf 1; und w die Konvergenzpunkte und daher auch 
die der Reihe der X; es ergibt sich im ersten Falle F, im zweiten 
TF. Diese Konvergenzpunkte entsprechen also den Zeigern 
der dritten ungleichartigen Invariante X^„; und für den Über- 
gang vom ersten zum zweiten Felde, für den die Bezeichnung der 
Invarianten eingerichtet ist und die wir vorzugsweise ins Auge fassen, 
entspricht der Konvergenzpunkt dem hintern, bzw. vordem 
Zeiger, je nachdem diese dritte Invariante unecht oder echt 
ist. Macht man denselben Prozeß mit den Geraden, deren Invarianten 
ja die reziproken Werte haben, so ergibt sich für den Übergang vom 

ersten ins zweite Feld, Konvergenz nach u;, wenn r — unecht, 

folglich X^^ echt ist, und Konvergenz nach 1;, wenn X^^ unecht ist. 

Wenn also z. B. X,^ unecht ist und die beiden andern echt sind, so 
konvergiert die Reihe der Punkte nach TF, die der Geraden nach t;, 
die mit TF inzident ist. Das ist notwendig; denn wir können ja 
von zwei inzidenten Elementen X und x ausgehen; es besteht die 
Inzidenz durchweg imd daher auch für die Konvergenzelemente. 

Die Konvergenzelemente für die Punkte in dem einen, für die 
Geraden in dem andern Sinne liegen im Koinzidenzdreiecke einander 
gegenüber. 

Bleiben wir bei der Voraussetzung: X^^ unecht, X^^, X^^ echt und 
beim Übergang aus dem ersten ins zweite Feld. Die Fluchtgerade r 
des ersten Feldes treffe u, t?, «<; in 12^, i2^, i2„; dann ist, wenn wir 
die Invarianten bzw. auf u, v, w vermittelst dieser Fluchtpunkte her- 
stellen: 

X = r WVR Tt! ^ « ^^u \ _ ^^y \ ^ ^^w 
'^vw \'^ '^ ■^•tt-^*!», 00/ VBu ' **'** WJR ' •*• ÜB ' 

Folglich ist TF weiter von B^ und von r entfernt als F, TF weiter 
als Uf U weiter als F; der Konvergenzpunkt TF ist am weitesten von 
r entfernt. 
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Der Konyergenzpunkt ist derjenige Eckpunkt des Koin- 
zidenzdreiecks^ der von der Fluchtgerade des Feldes^ von 
dem ausgegangen wird, am weitesten entfernt ist, und an 
der Fluchtgerade €[ des andern Feldes ist er der nächste^). 

Denn 

Der dritte Eoinzidenzpunkt U ist Eonvei^enzpunkt des Schnitt- 
punktes der beiden Geraden 2;/, x^", welche aus x in dem einen und 
in dem andern Sinne sich ergeben; denn x^"^ konvergiert nach v, xf 
nach w, der Schnitt also nach {7. Ja, man braucht nicht einmal Yon 
derselben Gerade auszugehen: U ist Eonvergenzpunkt von rr/, y^^'. 

Bei zwei affinen Feldern der nämlichen Ebene ist die unendlich 
ferne Gerade eine Eoinzidenzgerade u, so daß U der (reelle) endliche 
Eoinzidenzpunkt ist. Das eben besprochene auf die Fluchtgeraden 
bezügliche Eennzeichen versagt; wir gehen auf die X zurück und 

bilden X^^— y^jj auf v, X^^— ^w auf w. Sind beide gleicher Art, 

so sind beide Eonvergenzpunkte unendlich fem; sind sie ungleicher 
Art, so ist der eine endlich, der andere unendlich fem. 

§ 44. Ebene Ähnliolikeit und Eongmeu. 

Die unendlich ferne Gerade ist bei der ebenen Ähnlich- 292 
keit eine Seite des Eoinzidenzdreiecks; es bleibt also nur 
ein endlicher Eoinzidenzpunkt ]7, der (seit Euler, 1777) Ahn- 
lichkeitspunkt genannt wird. Mit je zwei entsprechenden Strecken 
bildet er ähnliche Dreiecke, sie werden aus ihm unter gleichem 
Winkel gesehen. 

Zwei entsprechende Strecken AB, A'B' bestimmen zwei Ähnlich- 
keiten, bei der einen sind entsprechende Figuren durchweg in dem- 
selben Sinne, bei der andern durchweg in entgegengesetztem Sinne 
umlaufen, bei jener sind entsprechende Strahlenbüschel gleich und 
gleichlaufend, bei dieser gleich und ungleichlaufend (Nr. 287); daher 
unterscheiden wir gleichsinnige und ungleichsinnige Ähn- 
lichkeit und die Ähnlichkeitspunkte als Ui, U^. 

Hinsichtlich der unendlich fernen Eoinzidenzpunkte F, W gilt 
folgendes: Im Falle der Gleichsinnigkeit erzeugen zwei ent- 
sprechende Strahlenbüschel, weil gleich und gleichlaufend, einen Ereis; 



1) Dies Eennzeichen wurde mir yon London mitgeteilt; ygl. Jahresbericht 
der Deutschen Mathematiker -Vereinigung, Jahrg. 11, S. 274; dort wird Arno de 0, 
Giomale di Matematiche, Bd. 27, S. 40 zitiert. 

4* 
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da ein derartiger Kegelschnitt dem Eoinzidenzdreiecke umgeschrieben 
ist, so sind V, W die absoluten Punkte. 

Im Falle der Ungleichsinnigkeit erhalten wir um U^ kon- 
zentrische^ gleiche und ungleichlaufende Strahlenbüschel, also eine 
gleichseitig- hyperbolische Involution (Nr. 74). Daraus folgt, daß 
auf der unendlich fernen Eoinzidenzgerade u und um 17« 
inYolutorisches Entsprechen statt hat, vom Ahnlichkeits- 
punkte 172 zwei reelle und zueinander rechtwinklige Eoinzi- 
denzgeraden tr, v ausgehen, welche in die unendlich ferne 
Gerade die in diesem Falle reellen F, W einschneiden. 

Die genannten Geraden w, v halbieren die Winkel aller ent- 
sprechenden Strahlen aus U^, als Doppelstrahlen jener Involution. 
Und da in einer gleichseitig-hyperbolischen Involution auch die beiden 
isotropen Strahlen ein Paar bilden, so entsprechen die absoluten 
Punkte involutorisch einander. 

Die Eigenschaft, daß bei ähnlichen Feldern die einen absoluten 
Punkte den andern entsprechen, gestaltet sich, wenn die Felder inein- 
ander gel^ werden, derartig, daß im FaUe der Gleichsinnigkeit jeder 
der beiden absoluten Punkte sich selbst entspricht, im Falle der 
Ungleichsinnigkeit diese Punkte involutorisch einander entsprechen. 

In letzterem Falle sind die durch entsprechende Büschel erzeugten 
Kegelschnitte immer gleichseitige Hyperbeln. 

Konstruieren wir nunmehr aus zwei entsprechenden 
Strecken AB, AB' die beiden Ahnlichkeitspunkte U^, ü^. 
Diese beiden Punkte ergeben sich zunächst als Schnittpunkte von 
zwei gewissen Kreisen JTk, £9. Ihre Entfernungen von Ä imd A\ 
von B und B' haben das Ahnlichkeitsverhältnis AB:A'B\ Liegen 

also Ä und Äj so auf AA\ daß -rr^ = — j^ = T^' ^"^^ ebenso 

53 und 93^ auf BB\ so befinden sich Ui und U^ sowohl auf 
dem Kreise K% über 9%^ als Durchmesser, als auf dem 
Kreise Kfß über 9393^ als Durchmesser. 

Im FaUe der Ungleichsinnigkeit sind die Koinzidenzgeraden 
w, V die Halbierungslinien der Winkel AU2A' und BU^B'; die eine 
halbiert die Winkel selbst und geht durch Sli, 93i, die andere die 
Nebenwinkel und geht durch 9, 93; also sind ^93, S(i93] diese 
Koinzidenzgeraden und ihr Schnitt ist U^. 

AUe Punkte S, (S^, aus irgend zwei entsprechenden Punkten C, C 
hergestellt; liegen auf diesen Koinzidenzgeraden. 

Bei Gleichsinnigkeit sind die Winkel U-^AB, U^A'B' gleich 
und von gleichem Sinne; ist dann 8 der Schnitt der beiden Geraden 
ABy ÄB'j so folgt aus jener Eigenschaft, daß die vier Punkte A, A', 
Ui, S auf demselben Kreise liegen. Je nachdem A, A' auf ihnn zu 
f7i, S hyperbolisch oder elliptisch liegen, stimmt der Winkel AS'A 
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in Große und Sinn überein mit dem Winkel (AB, ÄB'\ d. i. dem- 
jenigen Winkel an S^ dessen Schenkel die Sinne ABy AB' haben, 
sowie mit ATJiA'y oder er ist zu beiden supplementär und von un- 
gleichem Sinne; so daß AU^Ä und {ABj AB') jedenfalls gleich 
und gleichsinnig sind. Ebenso liegen B, B\ Ui, S auf einem Kreise, 
und BU^B' stimmt ebenfalls mit {AB, AB") in Größe und Sinn 
überein. 

Daher ist U^ der zweite Schnitt der Kreise AAS, BB'S^). 

Wenn AB, AB' parallel sind, so gehen diese Kreise in die 
Geraden AA, BB' über und V^ ist deren Schnitt, wie unmittelbar 
zu erkennen ist. 

In diesem Falle vereinigen sich 21, J8 oder Äj, SSj in U^^ {AA\ BB% 

je nachdem AB und AB' gleichen Sinn haben oder nicht; damit wird 

U^ nicht unbestimmt, er bleibt der zweite Schnitt der Kreise £k, K^. 

Zwei gleichsinnige ähnliche Felder kann man durch eine Drehung 
des einen um Ui, durch welche die gleichen und gleichsinnigen 
Büschel um diesen Punkt in identische übergehen, in Perspektive 
Lage oder, wie man in diesem Falle gewöhnlich sagt, in ähnliche 
Lage bringen, bei welcher immer zwei entsprechende Punkte mit TJ^ 
in gerader Linie liegen. Jeder unendlich ferne Punkt ist nun sich 
selbst entsprechend, und entsprechende Geraden sind parallel. Diese 
ähnliche Lage ist in zwei Weisen herzustellen, die man als direkte 
und inverse ähnliche Lage unterscheidet; bei der einen liegen ent- 
sprechende Punkte durchweg auf derselben Seite von U^ und ent- 
sprechende Strecken haben denselben Sinn, bei der andern liegt TJ^ 
zwischen entsprechenden Punkten und entsprechende Strecken haben 
ungleichen Sinn. Der XJmlaufungssinn entsprechender Figuren aber 
ist in beiden Fällen der nämliche. 

Die Ähnlichkeitspunkte SK, SKi zweier Kreise (üf), {M'), 
welche MM' von außen und innen nach dem Verhältnisse der Radien 
— dem Ähnlichkeitsverhältnis — teilen, sind Ähnlichkeitspunkte 
für ähnliche Lage, direkte, inverse; beidemal besteht Gleichsinnigkeit. 

Aber die beiden Kreise können ähnlich sein, ohne in 
ähnlicher Lage sich zu befinden, und zwar sowohl gleichsinnig 
als ungleichsinnig. Lnmer sind die Mittelpunkte entsprechend; 
und außerdem kann man einem festen Punkte des einen Kreises jeden 
Punkt des andern zuordnen, wobei dann jedesmal noch beide Ähnlich- 
keiten eintreten können. Weil aber M und M' entsprechend sind, so 



1) Für ü^ , U^ gilt noch folgendes. Die ähnlichen Punktreihen auf AB, 
AB' erzeugen eine Parabel P', zu deren Tangenten AB, AB\ AÄ^ BB\ 
^®i ^1^1 gehören. Die Kreise AAS^ BB'S, die sich in U^ schneiden, sind 
Tangentendieiseiten von P' umgeschrieben; daher ist U^ der Brennpunkt dieser 
Kurve; und TJ^ liegt auf der Direktrix, weil in ihm die rechtwinkligen Tangenten 
S19, % iBj sich schneiden. 



54 ni. § 44. Ebene Ähnlichkeit und Eongraenz. 

ist der Kreis K^ über SRäR^ als DorchmeBser der Kreis, auf dem sich 
immer U^ und U^ befinden müssen; er heißt daher der Ähnlichkeits- 
kreis der beiden Kreise. Er geht durch die gemeinsamen 
Punkte von {M) und (M'), denn für jeden derselben gibt es zwei 
Ähnlichkeiten, in denen er sich selbst entspricht, also C7^, bzw. U^ ist 
293 Wir wenden uns zur Kongruenz, wo AB — A'B' ist Die 

Punkte ^ 93 sind unendlich fem geworden, Slj, S3| die Mitten yon 
AA', BB\ also ist TJ^ der unendlich ferne Punkt von ÄiS3i. Die 
Kreise K^ und K^ sind in die Mittelsenkrechten in Sl^, 93^ auf 
AA% BB' übergegangen; Vi ist der Schnitt dieser Geraden, 
und immer noch der zweite Schnitt der Kreise AAS, BB'S, welche 
nicht ausgeartet sind. 

Bei der direkten ahnlichen Lage decken sich die beiden Felder, 
während sie bei der inversen symmetrisch in bezug auf Ui geworden 
sind. 

Kongruente ungleichsinnige Felder haben keinen end- 
lichen Koinzidenzpunkt mehr. Von den beiden endlichen 
Koinzidenzgeraden hat sich %^^v mit der schon im Un- 
endlichen gelegenen u vereinigt, während tv » V^^t endlich 
geblieben ist Der bisher endliche Koinzidenzpunkt Uf'^tcv 
liegt unendlich fern so neben dem einen schon im allgemeinen 
Falle unendlich fernen F, daß die bestimmte Verbindungs- 
linie U^V die endliche Gerade w ist. 

Wir verlegen A'B' parallel nach AB^; C und C seien die Mitten 
von BBi und BB^, In den Dreiecken ^^^C und ACB^ sind «jO' 
und S3^(7' gleich, parallel und von gleichem Sinne mit AB^ und GBi, 
also gut dies auch für S^SSi ^^^ '^^' Diese AG ist Höhe im gleich- 
schenkligen Dreiecke ABB^, also gemeinsame (Orthogonal-) Projektion 
von AB und AB^i folglich haben auch AB und A'B' gleiche und 
gleichsinnige Projektionen auf «; » S^SBi. 

Wir können also das eine Feld so längs w verschieben, daB 
diese Projektionen sich decken. Da nun die Lote aus A und A' auf 
to gleich sind und auf verschiedenen Seiten von w liegen und ebenso 
die aus B und B\ so kommen durch diese Verschiebung AB und 
A' B in symmetrische Lage in bezug auf w. In dieser Lage 
ist klar, daß w sich selbst entspricht, ferner tun es alle zu ihr senk- 
rechten Geraden. Durch die Verschiebung wird w nur in sich bewegt 
und diese Geraden behalten ihre Richtung; daraus folgt^ daß auch in 
der früheren Lage w und der unendlich ferne Punkt der Senkrechten 
zu ihr sich selbst entsprechen; dieser ist der to gegenüberliegende 
Koinzidenzpunkt TF, der andere V auf der unendlich fernen Gerade 
gehört zu der dazu senkrechten Richtung, liegt also auf w^). 



1) Vgl. Baltzer, Elemente der Mathematik, Bd. n, § 7, 2—4, 1 12, 4—6. 
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§ 45. Ebene Homologie. 

Wir haben im yorangehenden einige ebene Eollineationen kennen 294 
gelernt^ welche mehr Eoinzidenzelemente besitzen^ als die Ecken und 
Seiten eines Dreiecks, nämlich zwei ähnliche Felder in ähnlicher Lage 
und zwei Felder, die in bezng auf eine Axe symmetrisch sind« Bei 
jenen sind sich selbst entsprechend der Ahnlichkeitspunkt und alle 
Strahlen durch ihn, die unendlich ferne Qerade und alle Punkte auf 
ihr; bei diesen die Symmetrieaxe und alle Punkte auf ihr, und der 
unendlich ferne Punkt in senkrechter Richtung zu ihr und alle 
Strahlen durch ihn; also beidemal ist eine Punktreihe mit lauter sich 
selbst entsprechenden Punkten und ein Strahlenbüschel mit lauter 
sich selbst entsprechenden. Strahlen vorhanden. Wie eine solche 
Punktreihe möglich ist, haben wir schon in Nr. 289 erkannt. 

Da gut nun der Satz: 

Wenn zwei kollineare Felder derselben Ebene eine Punkt* 
reihe s von lauter sich selbst entsprechenden Punkten be- 
sitzen, so besitzen sie auch einen Strahlenbüschel S mit lauter 
sich selbst entsprechenden Strahlen; und umgekehrt. 

Wir haben bewiesen (Nr. 265), daß zwei kollineare Felder in 
verschiedenen Ebenen, bei denen alle Punkte der Schnittlinie sich 
selbst entsprechen, in perspektiver Lage sind. Wir können genau 
den dortigen Beweis wiederholen, nur, daß wir, statt mit Perspektiven 
Dreiecken im Räume, mit solchen in der Ebene arbeiten, und erhalten, 
daß alle Verbindungslinien entsprechender Punkte in einen Punkt 8 
zusammenlaufen, der hier natürlich in die gemeinsame Ebene der 
beiden Felder zu liegen kommt; und infolge dessen ergibt sich nicht 
ein Bündel von solchen Yerbindungsstrahlen, von denen jeder nur 
ein Paar entsprechender Punkte verbindet, sondern nur ein Büschel 
von Strahlen, von denen jeder oo^ Paar entsprechender Punkte ver- 
bindet; denn ist AÄ'S ein solcher Yerbindungsstrahl und B auf ihm 
gelegen, so liegt, da BB' auch durch S geht, B' ebenfalls auf ihm. 
Daraus folgt, daß dieser Strahl, weil er zugleich AB und Ä'B' ist^ 
sich selbst entspricht und so jeder Strahl durch 8 in der Ebene. 

Der Umkehrungssatz ist dual. 

Auf jedem Strahle durch 8 erhalten wir also zwei kon- 
jektive Punktreihen, deren Eoinzidenzpunkte 8 und der 
Schnitt @ mit s sind, und ebenso um jeden der sich selbst 
entsprechenden Punkte von s zwei konjektive Strahlen- 
büschel, deren Eoinzidenzstrahlen s und der Strahl f nach 
8 sind. Zwei entsprechende Punkte liegen in gerader Linie 
mit 5, zwei entsprechende Geraden schneiden sich auf 8. 

Die Figur ist in sich dual und kann durch Projektion in den 
Bündel übertragen werden. 
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Man hat diesen Spezialfall anch Perspektive ebene Eollineation 
genannt; aber es ist besser^ das prägnante Wort Poncelet's (ebene) 
Homologie^) zu gebrauchen; s heißt dann die Axe und S Zen- 
trum der Homologie. Man verfahrt undual, die Punktverwandt- 
schafi; bevorzugend, wenn man die Strahlen durch S Homologiestrahlen 
nennt und nicht auch den Punkten auf s einen entsprechenden Namen 
gibt; nennen wir jene Strahlen Zentrumsstrahlen, diese Punkte 
Axenpunkte. 

Wenn für eine ebene Eollineation vier sich selbst entsprechende 
Punkte gegeben werden, von denen keine drei in gerader Linie liegen, 
so ist sie eindeutig bestimmt; die Konstruktion von Nr. 264 zeigt dann, 
daß jeder Punkt sich selbst entspricht und es sich um Identität 
handelt. 

Liegen aber drei in gerader Linie, so wird diese eine Koinzidenz- 
gerade mit lauter sich selbst entsprechenden Punkten, und außerhalb 
ist noch der vierte Koinzidenzpunkt, dessen sämtliche Strahlen dann 
auch sich selbst entsprechen. Wir haben eine Homologie, aber nur 
Axe und Zentrum, wodurch sie noch nicht bestimmt ist^ wir wissen, 
daß Ä, B, C, D und Ä\ B\ C\ D\ von denen sowohl 5, C, 2>, als 
B'j C\ ly in gerader Linie Hegen, eine Kollineation noch nicht be- 
stimmen (Nr. 264). 
295 Die Homologie besitzt cx>' Koinzidenzdreiecke mit fester 

Ecke S und fester Gegenseite 5, auf der die andern Ecken beliebig 
gewählt werden können. 

Werden entsprechende Punkte X, X.' auf einem Zentrumsstrahle 
bewegt, so bleibt (/SSXX^ konstant (Nr. 71) wegen der Eigenschaft 
konjektiver Punktreihen; liegen X, X' und T, Y' auf verschiedeneil 
Zentrumsstrahlen, so schneiden sich XFund X'Yy als entsprechende 
Geraden, auf «; die beiden Punktwürfe S©XX' und S^^YY' sind 
perspektiv. So stellt sich (S@XX') als Invariante heraus. 
Sie steht aber in Zusammenhang mit den in Nr. 290 besprochenen 
Invarianten; in der Tat, nimmt man irgendeins der Koinzidenzdreiecke, 
von dem tl in S, F, W auf s liegen, so ist X^„ — 1 und verliert 

dadurch an Wert; unsere Invariante ist sowohl X^^««» r— , als X„^; so 

daß wir auf eine Invariante (oder zwei reziproke) reduziert sind. 

Man hat (SSXX') auch Charakteristik und Modulus genannt, 
umgekehrt, nehmen wir an, eine der Invarianten, etwa X^^ sei » 1, 
wodurch X^,= X„„ wird, so folgt daraus, daß alle Verbindungsliniai 
XX' die V und w in demselben Punkte, also in U treffen; es liegt 
Homologie vor. 



1) Trait^ des propri^t^s projectivee 1822 (Zweite Ausgabe 1865, Bd. I.) 
Nr. 297. 
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Die Strahlen foliren anch zu einer Inyariante (s\xx')j wo f der 
Strahl aus dem Punkte xx auf s nach S ist; schneiden wir aber ^ 
nnd x' mit einem Zentrumsstrahle in X, X\ so ergibt sich, wegen 
perspektiver Lage, (s\xx') ^ (ßSXX') '^ 1 : (SBXXy, so daß die 
„Strahleninvariante" zur „Punktinvariante" reziprok ist, wie das wegen 
Nr. 290 auch notwendig ist. Wir können uns mit (S^XX') begnügen. 

Auch 2* 'iiid q, r und /* schneiden sich auf s. 

Die Fluchtgeraden r, q homologischer Felder sind zur 
Axe parallel. 

Sind auf einem Zentrumsstrahle noch B, Q' die Schnitte mit 
Ty q'y die Fluchtpunkte der konjektiven Punktreihen, so bekommt die 

Invariante die Form (SSiZiT*) = |5 ^^^ (S©^* Q') = |^, es ist 

ja RS - Q'S^ R® ' Q'Q die Potenz der konjektiven Punktreihen. 

Man hat auch: 

(Sr) _ (8^) 

(sr) (Aar 
wenn die Klammem wiederum Entfernungen bedeuten. Daraus folgt: 

(sr) - (s'S), (sq') - (rS). 

Also stimmt die Entfernung vom Zentrum nach der einen 
Fluchtgerade in Größe und Sinn überein mit der von der 
andern nach der Axe. Zentrum und Axe schließen beide 
Fluchtgeraden aus oder ein, je nachdem die Invariante 
positiv oder negativ ist. 

Wenn x, x' entsprechende Geraden sind, so sind x'q"^ und x'q% 
xr und x'r"^ entsprechende Punkte, je in gerader Linie mit 5, d. h* 
der Strahl aus S nach x'q ist zu x und der nach xr zu x parallel. 

Ist die Invariante 1, so besteht entweder Identität oder 
8 und 5 sind inzident Deckt sich in einer Homologie ein 
von S verschiedener und nicht auf s gelegener Punkt mit 
seinem entsprechenden, so tun es alle. 

Hat die Invariante (5@XX') den Wert— 1, der dann auch 
{s\xx') zukommt, so vereinigen sich die Fluchtgeraden r, q in 
die Mittelparallele zwischen 8 und $. Diese Gerade und die 
unendlich ferne entsprechen sich involutorisch. Aber die ganze 
Beziehung ist involutorisch; denn auf jedem Strahle durch 8 
und um jeden Punkt von s haben wir (hyperbolisch-) involutorische 
Punktreihen, bzw. Strahlenbüschel; auf dem ParaUelstrahle durch 8 
zu s wird der eine Doppelpunkt unendlich fem, die Involution alsa 
gleichseitig- hyperbolisch. Diese Homologie wird daher die involu- 
torische oder harmonische genannt. 

Hat eine Homologie ein Paar sich involutorisch ent- 
sprechender Elemente, so ist sie ganz involutorisch; denn die 
Invariante ist — 1. 
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Eine Homologie ist yoUständig bestimmt, wenn das 
Zentrum, die Aze und die Invariante gegeben sind oder, statt 
letzterer, zwei Punkte auf einem Zentrumsstrahle oder zwei 
Geraden durch einen Axenpunkt, die sich entsprechen sollen. 

Von letzterem ist Spezial&U, daß eine Fluchtgerade (parallel 
zur Axe) gegeben ist. 

Sind z. B. 8, Sy r gegeben, so ergibt sich zu x die entsprechende 
s als die Parallele durch sx zu dem Strahle von S nach xr] da q 
nach dem obigen Satze leicht konstruiert werden kann, so hat man 
als Kontrolle, daß der Strahl aus 8 nach x'q zu x parallel sein muß. 
Ist X gegeben, so sei x durch ihn gezogen, x' konstruiert und mit 
SX in X' geschnitten. 

Wenn S, 8, X, X' (auf einem Zentrumsstrahle) gegeben sind, 
so liegt der zu Y gehörige T' so auf SY, daß XF, X'Y' sich auf 
s schneiden; fallt also X' mit X zusammen, so tun es auch Y und F'. 

Man wende diese Konstruktionen auch auf den Spezialfall an, daß 
S und 8 inzidieren. 

In einer involutorischen Homologie ist ein Kegelschnitt sich 
selbst entsprechend, wenn ein Pol und seine Polare Zentrum und 
Axe sind. 

K und Xj seien zwei Kegelschnitte, unter deren Schnittpunkten 
sich reelle befinden; S sei einer von ihnen und s beliebig; durch die 
involutorische Homologie (S, 8) gehe X in X' über; die drei weiteren 
gemeinsamen Punkte von X' und X^ beweisen, daJB es drei Geraden 
durch S gibt, welche 8 in einem Punkte treffen, der dem S harmo- 
nisch zugeordnet ist in bezug auf die beiden zweiten Schnitte mit 
X und Xi. 
296 WeuD die unendlich ferne Gerade sich selbst entspricht (und 

daher keine Fluchtgeraden vorhanden sind), so muß sie entweder 
Zentrumsstrahl oder die Axe sein. Im ersteren Fall ist das Zentrum 
S unendlich fern, und wir haben homologische Affinität; 

die Invariante (SSXX') ist in das einfache Verhältnis ^^über- 
gegangen. Die parallelen Strecken zwischen entsprechenden 
Punkten werden in diesem Verhältnisse durch die Affinitäts- 
axe 8 geteilt. Je nachdem es positiv oder negativ ist, also 
entsprechende Punkte auf derselben oder verschiedenen 
Seiten von s liegen, haben entsprechende Figuren gleichen 
oder ungleichen Umlaufungssinn. 

Ist die Invariante wiederum — 1, so heißt die involutorische 
Beziehung Symmetrie in bezug auf die Axe s und zwar im all- 
gemeinen Falle schräge Symmetrie, im besondem, wo die Strahlen 
XX' zu ^ normal sind, normale Symmetrie oder Symmetrie schlecht- 
hin. Entsprechende Figuren sind ungleichsinnig. 
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Aach im allgemeinen Falle der Symmetrie sind ent- 
sprechende Figuren flächengleich. Denn bei zwei entsprechen- 
den Dreiecken mit znr Axe parallelen Grandlinien sind diese and die 
Höhen gleich; and andere Fignren kann man ja in solche Dreiecke 
zerlegen. In bezag aaf jeden Durchmesser ist ein Kegelschnitt in 
sich symmetrisch, wobei die Verbindungslinien symmetrischer Punkte 
dem konjagierten Durchmesser paraUel sind. 

Bei normaler Symmetrie sind entsprechende Strecken und 
Winkel gleich, entsprechende Figuren kongruent; es liegt un- 
gleichsinnige Kongruenz vor. Ein Kreis geht also in einen 
Kreis über, und absolute Punkten entsprechen sich involutorisch. 
Durch Umklappung um die Axe kommen die Felder zur Deckung. 

Wird aber die Axe s unendlich fern, so daß alle unendlich 
fernen Punkte sich selbst entsprechen und entsprechende Geraden 
parallel sind, so liegt homologische Ähnlichkeit oder Ähnlich- 
keit verbunden mit ähnlicher Lage (Nr. 292) vor. S ist der 

Ähnlichkeitsp'unkt und die Invariante ist ^j^y ^^^ Ähnlich- 

keits-Verhältnis. Die ähnliche Lage ist direkt oder invers, je 
nachdem die Livariante > oder < ist. In beiden Fällen sind 
entsprechende Figuren gleichsinnig. 

Ähnliche und ähnlich gelegene Figuren konstruiert man mit 
Hilfe des Pantographen oder Storchschnabels (Scheiner, 1631). Auf 
drei Seiten AB, AD, BC eines Parallelogramms, in dessen Ecken 
sich Scharniere befinden, liegen drei Punkte (Stifte) S^ X, X' in gerader 
Linie. Sie bleiben in gerader Linie und SX : SX' bleibt konstant, 
wenn das Parallelogramm in den Scharnieren bewegt wird; denn 
8X:SX'^SA:SB'^AX:BX\ Wird S festgemacht, so be- 
schreiben X und X' ähnliche Figuren, die in bezug auf S ähnlich liegen. 

Der Wert — 1 führt zu kongruenten Feldern mit glei- 
chem XJmlaufungssinne entsprechender Figuren; man nennt 
diese Verwandtschaft Symmetrie in bezug auf das Zentrum. 
Das Wort „symmetrisch^^ wird oft für zwei solche kongruente Figuren 
derselben Ebene gebraucht, die durch bloßes Verschieben in der 
Ebene nicht zur Deckung gebracht werden können. Symmetrisch in 
diesem Sinne sind entsprechende Figuren bei der (normalen) Sym- 
metrie in bezug auf eine Axe, nicht aber bei dieser Symmetrie in 
bezug auf ein Zentrum. 

Bei dieser gleichsinnigen Symmetrie entspricht jeder der absoluten 
Punkte sich selbst. 

Es können beide ausgezeichneten Elemente 5, 8 unend- 
lich fern sein, wobei sie inzidieren. Entsprechende Figuren 
sind dann ebenfalls gleichsinnig kongruent. 
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In den Fällen ohne Fluchtgeraden ergab sich^ daß entsprechende 
Figoren durchweg gleich- oder durchweg nngleichsinnig sind. Im all* 
gemeinen Falle ist beides möglich. Es seien ABC nnd ÄB'C zwei 
entsprechende eigentliche Dreiecke , d. h. jenes ganz auf einer Seite 
von r gelegen, und daher dieses ganz auf einer Seite yon g[. 

Nehmen wir an^ sie haben gleichen Umlaufungssinn, so mögen 
Ä, By Ä\ B' festgehalten werden, während 0, auf derselben Seite 
Yon AB bleibend, etwa auf seinem Zentrumsstrahle bewegt wird Ober 
r weg; C geht dann durch das Unendliche, und A'B'C ändert 
seinen Umlaufungssinn. Freilich entspricht nunmehr dem eigentlichen 
Dreieck ABC nicht mehr das eigentliche, sondern A'B' * C; aber dies 
hat keinen bestimmten Umlaufungssinn; vielmehr, wenn es konti- 
nuierlich durchlaufen wird: cx> A'B' oo C oo, so hat ooA'B'oo den 
einen Sinn, cx> C oo den andern, ebenso wie die beiden Aste einer 
Hyperbel bei kontinuierlicher Durchlaufung. 

297 Die involutorische Homologie ist die einzige ebene 
Kollineation, welche durchweg involutorisch ist^). 

Es sei A^ B' und B^ Ä ein involutorisches Paar; dann ist 
AB^ A'B' eine Eoinzidenzgerade und trägt, wegen jenes Paares, 
involutorische konjektive Punktreihen. Es sei weiter = 2/, D^C^ 
ein zweites involutorisches Paar, auf einer andern Gerade gelegen,, 
für die dann dasselbe gut. Es ist S^{ABy CD) mit S'^ {AB\ C'D'\ 
T^(AC,BD)mitr^(BD\AV'),U^(AD,BC)mitU'^(BV',A'I^ 
identisch; auf der Verbindungslinie s^TTJ haben wir vier sich 
selbst entsprechende Punkte: T, U und die Schnitte mit AB, CD^ 
also eine Gerade s mit lauter sich selbst entsprechenden Punkten 
und daher einen Punkt, nämlich S, mit lauter sich selbst entsprechen- 
den Strahlen, also Homologie, und das vollständige Viereck AB CD 
lehrt, daß es harmonische Homologie ist. 

Wenn in einer ebenen Kollineation zwei gleichartige 
Paare involutorisch entsprechender Elemente, nicht auf 
derselben Gerade gelegen oder durch denselben Punkt 
gehend, vorhanden sind, so ist sie durchweg involutorisch 
und involutorische Homologie. 

Dagegen können wohl die Punktreihen auf einer Eoinzidenz- 
gerade, und dann zugleich die Büschel um den gegenüberliegenden 
Eoinzidenzpunkt, involutorisch sein, ohne daß das f&r die ganze Ver- 
wandtschaft gilt. 

Zu einer involutorischen Homologie sind wir schon beim Pro- 
blem der ebenen Projektiviiät^ gekommen (Nr. 230). 

298 Bei der Homologie fallen die einen entsprechenden 
gleichen Punktreihen $, s (Nr. 275) in die sich deckenden 



1) Staudt, Geometrie der Lage, Nr. 227. 
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Puaktreihen auf der Axe 5; ffir die andern gleichstreckigen Gie- 
raden 9^, $1 gilt: 

(sr) - (rsi), (sq") - (q's^y, 

da aber (Nr. 295): 

(sr) - (qS), (sq) - (rS), 

SO ist auch: 

(q'S) - (rs,), (rS) - («*,'), 

also: 

{q'S) - {q'sn - (rs,) - (rS) 

oder: 

(«j'S) - (S«i); 

«o daß die beiden parallelen Geraden s^ und 5/ das Zentrum 
S in der Mitte zwischen sich haben; woraus folgt, daß die 
beiden gleichen Punktreihen auf ihnen ungleichen Sinn haben. 

Aus (qS) = (r$i), (rS) — (qs^) ergibt sich: 

Bei der involutorischen Homologie, bei welcher r und q' 
sich vereinigt haben, fallen s^ und s^ in die Parallele durch 8 
zu s zusammen; auf ihr bilden, wie wir schon bemerkten, die kon- 
jektiven Punktreihen eine gleichseitig -hyperbolische Involution, d. h. 
sie sind gleich. 

Bei ihr ist also (sSi) » {s's^y Bei beliebigen koUinearen 
Feldern sind diese Entfernungen zwischen den gleichstreckigen Ge- 
raden nicht gleich. Daher können beliebige kollineare Felder 
im allgemeinen nicht in involutorische Lage gebracht werden. 

Haben aber zwei kollineare Felder die Eigenschaft, daß 

und infolgedessen auch FF^ = F'F^'j so daß F und JP\ auf 8 und «1, 
F' und JP\' auf s' und Sy fallen (Nr. 277), so lege man sie so auf- 
einander, daß die gleichen Punktreihen s und s' sich Punkt fOr Punkt 
<iecken und die Geraden s^ und s^ aufeinander fallen. Wegen der 
Punktreihe s mit lauter sich selbst entsprechenden Punkten entsteht 
Homologie. Die sich selbst entsprechende Gerade s^ = s^ muß durch 
<ias Zentrum gehen; weil sie der Axe parallel ist, liegen auf ihr zwei 
gleiche Pnnkbreihen mit einem endlichen Koinzidenzpunkte (ß) und 
einem unendlich fernen (auf 9), folglich bilden sie eine gleichseitig- 
hyperbolische Involution und sind ungleichlaufend. Die Invariante 
der Homologie ist daher — 1. Zwei kollineare Felder mit der 
obigen speziellen Eigenschaft {ss^ =^ {s' s^^) und nur solche 
lassen sich involutorisch machen. Andern muß man erst, 
etwa durch eine Ahnlichkeitstransformation, gleiche Para- 
meter verschaffen. Zwei perspektiv gelegene Felder z. B., von 
denen das Perspektivitätszentrum gleiche Entfernung hat, haben 
gleiche Parameter. 



62 ^ § ^6- ^ene Homologie. 

Im Zentrum S jeder Homologie liegen zwei entsprechende 
Brennpunkte F,F^ übereinander^ so daß die gleichen Strahlen- 
büschel sich Strahl für Strahl decken^ and umgekehrt^ indem 
man entsprechende gleiche Strahlenbüschel zur Deckung bringt, macht 
man kollineare Felder homologisch. Die andern Brennpunkte F^ und 
F^' liegen auf dem Lote aus S auf $ symmetrisch zu 5 in bezug auf 
r, bzw. q, und yereinigen sich im Fußpunkte ^^ desselben, wenn die 
Homologie involutorisch ist; die gleichen, diesmal ungleichlaufenden 
Büschel bilden dann eine gleichseitige hyperbolische Involution. 

Die isotropen Strahlen aus dem Zentrum S schneiden 
in die Fluchtgerade r^q' die den absoluten Punkten ent- 
sprechenden Punkte 3^, S. oin, und die darstellende Inyolution, 
durch die rechtwinklige Involution um S eingeschnitten, ist die der 
absoluten entsprechende. Die Kreise durch diese Punkte, oder mit 
dieser Involution als der zugehörigen Involution konjugierter Punkte, 
bilden einen Büschel mit dem Zentrum S^ F und jenem Fußpunkte 
%^ als Grenzpunkten. Sie gehen durch die involutorische Homologie 
in sich selbst über; denn S und s sind für sie Pol und Polare. Von 
der genannten Involution auf r ist der Fußpunkt des Lotes aus S 
auf 8 und r der Zentralpunkt; daher ist dieses Lot die Zentrale des 
Ereisbüschels. Wenn P und P^ in der Involution gepaart sind, so 
gehen SP, SP^ nach zwei unendlich fernen Punkten Q, Q^, welche 
in bezug auf alle Kreise der Ebene konjugiert sind. P und P^ sind 
es für unsere Kreise; also sind, nach dem Satze von Hesse (Nr. 112), 
auch S^(PQ, PjCi) und {PQ^, P^Q) für diese Kreise konjugiert. 
Der letztere Punkt liegt, als vierte Ecke des Rechtecks P^P^, auf S] 
also ist s die Polare von S. 

Diese in sich selbst übergehenden Kreise durch S+, 3_ 
sind die einzigen Kreise, welche wiederum in Kreise über- 
gehen. Folglich gibt es bei der involutorischen Homologie 
keinen Kreis, der in einen von ihm verschiedenen Kreis 
transformiert wird. 

Es ergibt sich auch: 

In die Mittelparallele zwischen Pol und Polare in bezug auf 
einen Kreis schneidet die rechtwinklige Involution um den Pol die 
Involution der konjugierten Punkte ein. 
299 Man kann fünf gegebene Punkte oder Geraden (von denen 

, keine drei in gerader Linie liegen, bzw. durch denselben Punkt gehen) 
in Punkte oder Tangenten eines Kreises projizieren oder, 
was dasselbe ist, eine Homologie herstellen, in der jenen Ele- 
menten solche Elemente entsprechen. 

Es seien fünf Punkte gegeben: A^ JB, C, 2), E, Wir bilden aus 
Ay By C, D ein solches einfaches Vierseit, daß die Gegeneckenpaare 
des zugehörigen vollständigen Vierseits aus E durch eine elliptische 



Projektion yon fünf Punkten, Geraden in Punkte, Tangenten eines Kreises. 63^ 

InTolution projiziert werden, was nach Nr. 48 immer möglich ist. 
Es sei AB CD dies Vierseit; sind dann P- {AB, CD), Q - (BC, AD} 
die Schnittpunkte der Gegenseiten oder die dritten Gegenecken des 
Yollständigen Vierseits, so liegen die Punkte P, Q zu den Schnitten 
T, ü ihrer Verbindungslinie mit I!{Ay C) elliptisch. Wir machen 
PQ zur Fluchtlinie r der Homologie, wahrend das Zentrum S in 
einen der Schnitte der beiden Kreise über PQ und TZ7 als Durch- 
messern gelegt wird, welche wegen der elliptischen Lage reell sind. 
Wenn A', . . . E' den A, . , , E entsprechen, so sind A!B' und CD'' 
zu SPy B'C und D'A' zn 8Q parallel und diese zu jenen recht- 
winklig; daher ist AB'C'D' ein Rechteck; da ferner E'A und E'C" 
za ST und SU parallel werden und auch rechtwinklig sind, so ffillfe 
E' auf den dem Rechteck AB' CD' umgeschriebenen Ereis, von dem 
A'C ein Durchmesser ist. 

Wenn f&nf Geraden a, 5, c, d, e gegeben sind, so bilden wir aus^ 
den vier Geraden a, b, c, d ein solches einfaches Viereck ABCD, 
daß das zugehörige vollständige Viereck von e in einer elliptischen 
Involution geschnitten wird. Wiederum seien die Schnittpunkte 
P-(^jB, CD), Q^{BC, DA) der Gegenseiten und der Schnitfc- 
punkt M ^{AC, BD) der Diagonalen konstruiert; die Schnitte F, G 
von e mit AB, CD liegen elliptisch zu den Schnitten von e mit den 
Diagonalen AC, BD, also liegen auch die Schnitte T, U von PQ 
mit den Diagonalen zu denen V, W mit MF, MG elliptisch. Nimmt 
man daher auch hier PQ als Fluchtgerade r der Homologie und als 
Zentrum S einen der reellen Schnitte der beiden Kreise über den 
Durchmessern TU, VW, so wird AB' CD' ein Parallelogramm mit 
rechtwinkligen Diagonalen, also ein Rhombus; M' ist der Mittelpunkt 
des eingeschriebenen EJreises. Femer schneidet e die Gegenseiten 
AB' und CD' so in r, G', daß ^ F'M'G' ein rechter ist. Daraus 
folgt, daß e jenen Ereis berührt, denn wenn H' und I' in bezug auf 
M' zu F' und G' symmetrisch sind, so ist F'G'HT ebenfalls ein 
Rhombus, mit dem Mittelpunkte Jlf' ; seine Gegenseiten I'F', G'H', 
in den Geraden AB', CD' liegend, berühren den Kreis; also tun es 
auch die beiden andern F'G' und H'I'^). 

Beide Ergebnisse lehren von neuem (Nr. 268), daß jeder Kegel- 
schnitt in einen Ereis projiziert werden kann. 

Zwei in verschiedenen Ebenen liegende kollineare Fei- 30O 
der Z, £', die in perspektiver Lage, sind, kann man durch 
Drehen der einen Ebene um die Schnittlinie 8, bis sie sich 
mit der andern vereinigt, in Homologie bringen. 

In der Tat, in der Perspektiven Lage entsprechen alle Punkte 



1) Vgl. Schlömilch, Pels und Schur, Zeitschr. fOr Math, und PhjB.^ 
Bd. 89, S. 117, 2i6, 247. 
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«nf der Schnittlinie sich selbst, und umgekehrt, wenn dies der Fall 
ist, besteht perspektiye Lage. Durch die Drehung wird diese Eigen- 
Bchaft der Punkte der Schnittlinie nicht aufgehoben; mithin findet 
in jedem Moment der Drehung perspektiye Lage statt und, 
wenn die Vereinigung erreicht ist, Homologie, weil bei der 
dann eingetretenen ebenen Eollineation eine Gerade s vorhanden ist 
mit lauter sich selbst entsprechenden Punkten (Nfr. 294). 

Es sei das Perspektivitätszentrum in der Ausgangsli^e, £ die 
Ebene, welche gedreht wird, Z^ ihre Lage, wenn sie mit Z' yereinigt 
ist, die Parallelebene durch zu Z, welche in Z' die (zu s parallele) 
Fluchtgerade q' einschneidet. Diese drehen wir in demselben Sinne 
Jim q' derartig, daß stets Z und parallel sind und gleichzeitig mit 
X' sich yereinigen. Ein beliebiger Punkt X yon Z, dem X' in Z' 
entspreche^ und das Zentrum komme durch die Drehung von Z 
und nach Xq und Oq in Zq = Z', so daß X^ von Zq und X' von 
Z' in der Homologie entsprechend sind. Bei den Drehungen be- 
schreiben X und Kreisbogen in parallelen Ebenen, die senkrecht 
zu 8 und q' sind, um Mittelpunkte^ die auf diesen Geraden liegen, 
und mit gleichen Zentriwinkeln, Neigungswinkeln der gleichen Flachen- 
vrinkel ZZ', 0Z', durch welche gedreht wird. Da sie parallele Schenkel 
haben, so sind auch die Sehnen XX^, OOq parallel; projiziert man 
also die drei in gerader Linie liegenden Punkte X, X', in der 
Bichtung dieser Sehnen auf die Z', so ergeben sich drei wiederum 
in gerader Linie liegende Punkte X^, X', Oq. Alle Verbindungs- 
linien XqX' in der Homologie entsprechender Punkte gehen durch O^; 
dieser Punkt ist das Zentrum, während s die Axe ist. 

Die Fluchtgerade r in Z wird von der Parallelebene durch zu 
Z' eingeschnitten; sie ist parallel zu s, bleibt dies und Fluchtgerade, 
wenn sie mit Z nach r^ in Zq gedreht wird. Die in Nr. 295 ange- 
gebene Lage von s, 0^, Tq, q' geht hier aus der Eigenschaft des von 
Hy Z' und den beiden Parallelebenen durch eingeschlossenen paral- 
lelopipedischen Raumes hervor. Mit der Ebene @ des Bogens OOq 
— oflFenbar einer Symmetrieebene unserer Figur — schneiden wir 
3, r, q' in S, R, Q'] die letzteren Punkte R, Q' entsprechen den un- 
endlich fernen Punkten auf den von ® eingeschnittenen Geraden 
SQ'y SR, den Hauptgeraden w', n (Nr. 277). ist der Schnitt der 
Parallelen durch R zn n' und durch Q' zu n. In einem gewissen 
Momente der Drehung sei R nach R^ gekommen; dieser entspricht 
demselben unendlich fernen Punkte von Z' wie vorher i?; dem Q' 
aber entspricht der unendlich ferne Punkt auf SR^, in den der auf 
SR durch die Drehung übergegangen ist. Der Schnitt der Parallelen 
durch R^ zu SQ\ durch Q' zu SR^ ist das diesem Momente zuge- 
hörige Perspektivitätszentrum 0^; es ist Q'O^^ SR^^ SR= Q'O, 
und da R^ und die genannten Parallelen in @ liegen, so gUt dies 
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amch für 0^; also liegt er auf dem Kreise ^ zu dem der Bogen 00^^ 
gehört, und dieser Bogen OOq wird von dem Perspektivitats- 
zentrum durchlaufen. 

In dem Büschel um Oq decken sich gleiche entsprechende Strahlen- 
büschel der vereinigten Felder Z^ und Z'; Oq ist also der eine 
Brennpunkt F' von Z', und wenn die Gerade OOq^ OF' die Z 
(in der ursprünglichen Lage) in F trifft, so ist dies der entsprechende 
Brennpunkt. Diese Gerade FF\ von der Richtung der oben er- 
wähnten Sehnen, steht senkrecht auf der Halbierungsebene des Flächen- 
winkels ZZ', durch den die Drehimg erfolgt. Wird von diesem 
Flächenwinkel ausgeschlossen, so sind die Büschel F, F\ aus be- 
trachtet, gleichlaufend, also F und F' ähnliche Brennpunkte (Nr. 277); 
im andern Falle vereinigen sich unähnliche im Homologiezentrum. 
F' und J\' liegen symmetrisch in bezug auf g''; es ist also ^F'F^ 
*" (ÖoöO = iP^)' Die in 8 vereinigten gleichstreckigen Geraden seien 
s und s\ die andern s^ imd s^'; 8 und ^ sind symmetrisch in bezug 
auf r, also ist ^{88^ = (sr) = {Oq^ und so zeigt sich auch hier: 

{SS,) - rF^. 

Wir wollen nun die Punktreihen auf ^^ und 8^ zur Deckung 
bringen und richten unsere Aufmerksamkeit vorzugsweise auf den 
Schnitt mit @, in der ja S = S', B, Q' und die F liegen. Ihre 
Schnitte mit 8^ und s^' seien 5^, S^. Indem wir nun 5^ als E^ auf 
3^ legen, stellen wir der Einfachheit halber, da es auf den Winkel 
der Ebenen nicht ankommt, Z als Z parallel zur früheren Z; S^ sei 
als Si auf S^ gelegt. Vorhin, wo s und 8 Punkt für Punkt ver- 
einigt waren, waren ^ und s^ ungleichlaufend (Nr. 277); folglich 
muß die Ebene Z in sich um S^ = S^' um 180^ gedreht werden, 
damit die Punktreihen auf s^ und 8^ sich decken. Wir wissen, q' 

halbiert den Streifen {s'8^)^{8S^j also den Raumstreifen ZZ; 
femer liegt auf S^S^'^ S^S^ und in 0, also halbiert er diese 
Strecke. Daraus folgt;, daß durch jene Drehung das Feld Z symme- 
trisch zu Z in bezug auf geworden ist; also ist S^R gleich und 
von entgegengesetztem Sinne mit 5^i2, demnach gleich und von gleichem 
Sinn mit SE; also^ föUt das Perspektivitätszentrum, der Schnitt der 
Parallelen durch B zu S^Q' und durch Q' zu S^B, in denselben 
Punkt wie vorhin. Die Brennpunkte in Z' liegen auf Q'S^ in der 
Entfernung Q' Oy sind ja dieselben wie vorhin; und die entsprechen- 
den F und Fy^ sind die Schnitte von OF' und OF^ mit Z, also 
symmetrisch, in bezug auf 0, zu den Schnitten F^ F<^ derselben Ge- 
raden mit Z; jene Punkte sind die neuen Lagen dieser Punkte. 

Ein endliches Perspektivitätszentrum führt zu einem endlichen 
Homologiezentrum Oq; soll daher durch die im vorangehenden 
beschriebene Umlegung homologische Affinität sich er- 
st n r m , Oeometr. Verwandttohaftea. TL. 5 
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geben, so muß unendlich fern sein. In der Tat, dann sind 
die Strahlen XX', YY\ . . . parallel, die Sehnen der Bogen XX^j 
YYq, . . . sind es immer; folglich sind es auch die Ebenen XX' X^, 
rr Fo ... und ihre Schnitte X'Xo, TY^y ... mit Z', also ihr Kon- 
kurrenzpunkt Oq unendlich fem. 

Perspektiv gelegene Felder in parallelen Ebenen sind ersichtlich 
ähnlich. Die Drehungskreise XX^, . . . haben unendlich ferne Mittd- 
punkte, auf der Schnittlinie $ der beiden Ebenen, bekommen, und 
sind in die geraden Linien übergegangen, welche auf den beiden 
Ebenen normal sind. Die „Drehung^^ der Ebene Z in die Ebene Z', 
durch welche Ähnlichkeit in ähnlicher Lage erzielt wird, ist diejenige 
Bewegung, bei welcher die Punkte sich auf diesen Normalen bewegen; 
auch beschreibt ein solches Lot und das Zentrum Oq (Ähnlichkeitsn 
punkt) ist der FuBpunkt desselben in Z'. Li der Tat, wenn X in Z, 
X' in Z' mit in gerader Linie liegen, so liegen auch die Ortho- 
gonalprojektionen Xq und Oq von X und auf Z' und X' in ge- 
rader Linie. 

Die beiden Felder werden kongruent, wenn unendlich fem iflt 
oder in der Mitte zwischen den parallelen Ebenen Z, Z' liegt. Die 
genannte Verschiebung macht sie homologisch -kongment mit unend- 
lich fernem Zentrum, bzw. symmetrisch in bezug auf die Projektion O^. 
801 Wenn zwei Kegelschnitte in einer Homologie einander 

entsprechen, so ist das Zentrum S ein Umbilikalpunkt 
(Nr. 269), denn die Tangenten aus ihm an den einen Kegelschnitt 
müssen auch, den andern berühren, und die Axe s eine gemein- 
same Sekante, denn ihre Schnitte mit dem einen Kegelschnitte 
liegen auch auf dem andern. Oder wenn wir nur mit reellen Ele- 
menten operieren wollen: die Involutionen konjugierter Strahlen 
um das Zentrum und diejenige konjugierter Punkte auf der 
Axe sind den beiden Kegelschnitten gemeinsam. 

Dieser (Jmbilikalpunkt und diese gemeinsame Sekante 
sind korrespondierend in dem in Nr. 269 erläuterten Chasles- 
sehen Sinne und, wie dort erkannt wurde, gleichzeitig reell, weil 
die Kegelschnitte es sind. Denn weil S auf einer Seite des gemein- 
samen Polardreiecks liegt, müssen seine beiden Polaren durch die 
Oegenecke, ihren gemeinsamen Pol, gehen; sie sind aber in der Homo- 
logie entsprechende Geraden und schneiden sich auf der Axe S] also 
ist diese eine der diesem Umbilikalpunkte S korrespondierenden ge- 
meinsamen Sekanten. 

Umgekehrt, wenn zwei (gleichzeitig reelle) Kegelschnitte 
Je und k' Yorliegen, und S ein reeller Umbilikalpunkt, s eine 
dann auch reelle korrespondierende gemeinsame Sekante 
ist, so kann man die Kegelschnitte zu homologischen Figuren 
machen. Man bestimme die Homologie durch S und s als Zentrum 
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und Axe tmd die beiden Polaren p, p' von S, die sich ja auf s, in 
der Gegenecke der Seite des Polardreiecks, auf welcher S liegt, schnei- 
den, als entsprechende Geraden (oder die beiden Pole yon 8 ab ent- 
sprechende Punkte). Die Involutionen konjugierter Punkte, welche 
den beiden Kegelschnitten auf p und p' zugehören, sind zu der ihnen 
gemeinsamen Involution konjugierter Strahlen um S perspektiv; folg- 
lich sind sie auch in der Homologie entsprechend. 

Daher hat der Kegelschnitt, in welchen Je durch die Homologie 
übergeht, mit h' sowohl die Involution konjugierter Strahlen um S, 
welche nicht verändert wird, als auch die Involution konjugierter 
Punkte auf p' gemeinsam, so daß diese Kegelschnitte in den Doppel- 
punkten der letzteren eine doppelte Berührung eingehen mit den 
Doppelstrahlen der ersteren als^ Tangenten; sodann aber haben sie 
auch die Involution konjugierter Punkte auf $ (oder ihre Doppel- 
punkte) gemeinsam. Daraus folgt die Identität der beiden Kurven. 

Es ergibt sich weiter, daß jeder Strahl durch S, welcher die eine 
Kurve reell trifft, auch die andere so schneidet. Wenn die gemein- 
samen Tangenten aus S imaginär sind, ist das selbstverständlich; bei 
reellen Tangenten aber könnte die eine Kurve in dem einen, die andere 
in dem andern (vollen) Winkel derselben liegen; was reelle Schnitt- 
punkte ausschließt. Aber dann wären die beiden korrespondierenden 
gemeinsamen Sekanten nicht reell; denn eine reelle gemeinsame Sekante 
fuhrt mit einem reellen korrespondierenden ümbilikalpunkte zu einer 
reellen Homologie, in der die Kegelschnitte entsprechend sind und 
gleichartig von den Strahlen durch das Zentrum geschnitten werden 
(vgl. Nr.' 269). 

Die vier reellen Homologien zwischen zwei Kreisen haben einen 
der Ahnlichkeitspunkte zum Zentrum und entweder die unendlich ferne 
Gerade oder die Potenzlinie zur Are; im ersteren Falle entsteht Ähn- 
lichkeit in ähnlicher Lage (direkte beim äußern, inverse beim innem 
Ahnlichkeitspunkte). In den andern Homologien sind die sogenannten 
„potenzhaltenden^^ Punkte der beiden Kreise entsprechend; die Tangenten 
in ihnen schneiden sich auf der Potenzlinie als der Axe; also sind 
sie gleich lang und man sieht, daß in potenzhaltenden Punkten die 
Kreise von einem dritten berührt werden können. 

Wenn die beiden Kegelschnitte Je und Je sich doppelt be- 302 
rühren, dann ist dem Berührungspole S als Umbilikalpunkt die Be- 
rührungssehne 8 korrespondierend, in welche die beiden korrespon- 
dierenden gemeinsamen Sekanten sich vereinigt haben; sie ist stets reell, 
hat aber auch die beiden Polaren p, p' in sich aufgenommen, so daß 
diese nicht mehr zur Verfügung stehen für die Festlegung einer reellen 
Homologie zwischen den Kegelschnitten, und es ist ersichtlich, daß, 
wenn die Tangenten reell sind und die beiden Kegelschnitte in ver- 
schiedenen vollen Winkeln derselben liegen, reelle Homologie nicht 
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eintreten kann. Werden aber^ bei reeller doppelter Berührung, 
beide Kegelschnitte von denselben Strahlen durch den Be- 
rührungspol S reell getroffen, oder ist die doppelteBerührang 
imaginär, wo dann alle Strahlen durch S beide Eurren treffen, so 
kann reelle Homologie hergestellt werden und zwar, je nach- 
dem man die Schnitte entsprechen läßt, auf zwei Weisen. 
Wenn J., JB; A\ B' die Schnitte mit einem (reell schneidenden) 
Strahle durch S sind, so sei die Homologie (jS, s) hergestellt, in der 
Ä und Ä' entsprechend sind. Sie fdhrt A; in einen Eegelschnitt 
über, der durch A' geht und dem die k und Je gemeinsamen Inyolu- 
tionen konjugierter Elemente auf s, um S, weil sie zu k gehören, 
d. h. dem die Berührungen auch zukommen, der also mit k' identisch 
ist; so daß auch B und B' einander entsprechen. Daher ist die 
Invariante der Homologie 

\^{S@AA)^{S®BB'), 

wo @ der Schnitt mit 8 ist. Ein zweiter Strahl durch S treffe in 
A^, B^] A\j B\y so seien A^ und A\y B^ und B\ in der Homologie 
entsprechend. Daher treffen sich AA^ und Ä A^ y BB^ und B'B^ 
auf 5, als entsprechende Geraden der Homologie, aber auch AA^ 
und BB^y A'A^ und B'B^ tun es, weil S und s in bezug auf beide 
Kegelschnitte polar sind; folglich gehen alle vier Verbindungslinien 
durch den nämlichen Punkt auf s, und es ist: 

{AB AB') - {A^B^A^B.y 

Die beiden Kegelschnitte werden also von allen Strahlen 
durch S nach konstantem Doppelverhältnisse geschnitten. 
Wir wissen (Nr. 5): aus (FGHA) = a, (FGHB) - ß, {FGHG) - r, 

{FORD) - h folgt: {ABCB) - ^ • J^; nun ist: (5®^^) - 1, 

iS^AB) ly{S®AA')^\{8BAB')^{8^AAy{8BÄB')^^\', 

also ist 

so daß die beiden Punktepaare hyperbolische Lage haben. 

{S^AB') » {SBBA") =- - X 

ist die Invariante der zweiten Homologie, in welcher A und B', B 
und A entsprechend sind. 

303 Wenn aber die — immer noch reell vorausgesetzten — Kegel- 

schnitte in verschiedenen vollen Winkeln der reellen Tangenten liegen, 
so daß die Strahlen durch den Berührungspol nicht gleichzeitig reell 
treffen, so sind beide Homologien imaginär, also auch ihre Invarianten, 
daher auch, im allgemeinen, das Schidtt -Doppelverhältnis {ABÄ B*^) 
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bzw. {ABB' A'). Nur wenn X = ± i ist, wird dies Doppelyerhältnis 
reell = — 1. Umgekehrt, wenn die Schnitte A, B] A', B' harmonisch 
werden, mn£ (Nr. 85), weil beide Paare auch zu 8y @ harmonisch 
sind, das eine Paar reell sein, das andere reell- imaginär^). 

Man nennt dann die Kegelschnitte harmonisch zuge- 
ordnet, bisweilen Kegelschnitte in Involution. 

Die Überführung des einen von zwei harmonisch zugeordneten 
Kegelschnitten in doppelter Berührung in den andern vermittelst der 
beiden imaginären Homologien, welche Berührungspol und Berührungs- 
sehne zu Zentrum und Axe und die Invariante ± i haben, hat 
Chr. Wiener') Imaginärprojektion genannt. Es ist leicht, den 
einen Kegelschnitt aus dem andern reell zu konstruieren. Ist Ic der 
gegebene und S und s in bezug auf ihn polar, zunächst so, daß 8 
außerhalb liegt, so konstruiere man auf einem durch 8 gehenden 
Strahle Z, welcher k nicht reell schneidet, in der eUiptischen Involution 
konjugierter Punkte das stets reelle Paar CD, dessen Punkte zu 8 
und Q — ISf welche selbst ein Paar der Involution bilden, harmonisch 
sind (Nr. 114). Diese Paare CD, auf allen derartigen Strahlen l her- 
gestellt, bilden den gesuchten Kegelschnitt. 

In der Tat, es seien (7, F die — infolge der Annahme reellen — 
Schnitte von s mit A;, V der Strahl durch /S, der zu l konjugiert ist in 
bezug auf "k und daher reell schneidet: in Ay B und B der Schnitt T^; 
so sind die andern Diagoualpunkte C « {JJAy FD), D — (Z7D, VA) die 
gesuchten Punkte. Denn jRCD, als Diagonaldreieck von UV AB, ist 
Polardreieck von 2;; also geht CDy als Polare von D, durch 8 und 
ist konjugiert zu V » 8B, daher die l. Die C, D sind femer kon- 
jugiert in bezug auf h, also jener Involution auf l angehörig, aber 
auch harmonisch zu 8 und Q, weil QAB Diagonaldreieck von 
J7FCD ist. 

Daß C, D einen Kegelschnitt h' erzeugen, welcher in Z7, F die 
nämlichen Tangenten hat wie Jcy erhellt daraus, daß sie Schnitte ent- 
sprechender Strahlen der projektiven Strahlenbüschel U, F sind, welche 
die involutorischen Punktreihen auf k (mit 8 als Zentrum) projizieren. 

Man sieht, wie k in derselben Weise aus V entsteht. 

SQB ist gemeinsames Polardreieck für beide Kegelschnitte; also 
sind RCy BD die Tangenten von k' in C, D. Weil aber jR CD Polar- 
dreieck für k ist, so hat jeder der beiden Punkte C, D von k' die 
Tangente des andern zur Polare in bezug auf k] d. h. k' ist zu sich 
selbst polar in bezug auf k] und jeder Punkt von k' und der 
Berührungspunkt der polaren Tangente sind entsprechend 



1) Vgl. Steinei-SchrOters Yoilesmigen, 8. Aufl., Nr. 269, 260. 

2) Lehrbuch der Darstellenden Geometrie, Bd. I, Nr. 400 ff. — Vgl. auch 
y. Retali, Memorie deUlstituto di Bologna, Ser. lY, Bd. 7. 
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in der inyolutorischen Homologie (S, s), welche Je' in sich 
selbst transformiert. Ebenso ist k zu sich selbst polar in bezug 
auf k\ 

Der bekannteste Fall ist der yon zwei konjugierten Hyperbeln, 
bei denen S der gemeinsame Mittelpunkt und s die unendlich ferne 
Gerade ist. Wiener gebraucht daher das Wort konjugiert auch 
im allgemeinen Falle, und nennt S und s Zentrum und Axe der 
Konjunktion. 

Wenn aber S im Innern von k liegt, ü, V also imaginär sind, 
so ist die Inyolution konjugierter Punkte auf allen Strahlen durch S 
hyperbolisch und C, D, gepaart in dieser Inyolution und zu /S, Q har- 
monisch, sind immer konjugiert imaginär (Nr. 85), also k' reeU-ima- 
ginär. Dies gilt z. B. für die konjugierte Eunre einer Ellipse in bezug 
auf den Mittelpunkt als Zentrum der Konjunktion. 

Indem die gegebene Kurye k auch in bezug auf diese imaginäre 
Kurye k' zu sich selbst polar ist, hat jeder Punkt A yon k die 
Tangente im zweiten Schnitte B mit SÄ zur Polare in bezug 
auf k\ Folglich kann zunächst für jeden äußeren Punkt yon k 
die Polare nach k' konstruiert werden, und dann auch für jeden 
innem Punkt. 

Dies weist hin auf die Polarität in bezug auf eine reell- 
imaginäre Kurye, mit der wir uns bald genauer beschäftigen werden. 
Weil jeder Strahl durch den Berührungspol zwei harmonisch zu- 
geordnete Kegelschnitte ungleichartig schneidet, so ist, wenn die 
Berührung imaginär ist, der eine Kegelschnitt reell, der andere reell- 
imaginär; ist sie reell, so ist die endliche Strecke UV für die eine 
Kurye Außen-, für die andere Innensehne; also muß, da nur die Hy- 
perbel Außensehnen besitzt, mindestens eine der beiden Kuryen Hy- 
perbel sein, so daß nur folgende Zusammenstellungen harmo- 
nisch zugeordneter Kegelschnitte möglich sind: 

Zwei Hyperbeln, Hyperbel und Ellipse, Hyperbel und reell- ima- 
ginäre Kurye, Ellipse und reell -imaginäre Kurye. 

Jedes Paar polarer Elemente 5, s für k liefert einen 
diesem Kegelschnitte harmonisch zugeordneten, und er besitzt 
deshalb oo^ 

Die beiden Tangenten in den Punkten A und B auf J;, die in 
gerader Linie mit S liegen: die Polaren yon Ä in bezug auf k und 
k\ werden durch S und s harmonisch getrennt; durch S geht die 
Polare yon A in bezug auf das Geradenpaar der gemeinsamen Tan- 
genten, 8 ist die Polare in bezug auf das Punktepaar der Berührungs- 
punkte; daher sind diese yier Polaren harmonisch. 

Also sind zwei harmonisch zugeordnete Kegelschnitte 
in ihrer Büschel-Schar harmonisch zu den beiden ausgear- 
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teten Elementen desselben^ dem Geradenpaare und dem 
Panktepaare. 

Was fBr jede zwei Kegelschnitte einer Büschel- Schar sich doppelt 
berührender Kegelschnitte gilt^ daß nämlich die beiden Polaren eines 
Punktes sich auf der Berührungssehne^ der Polare nach der Doppel- 
gerade des Büschels y schneiden (Büschel -Eigenschaft) und die Pole 
einer Gerade mit dem Berührungspole, dem Pol nach dem Doppel- 
punkt der Schar y in gerader Linie liegen, (Schar-Eigenschaft) das 
gilt speziell fBr zwei harmonisch zugeordnete Kegelschnitte. 

§ 46. Hermitesche ebene Eollineation. 

Aus Nr. 268 folgt, daß zwei ineinander liegende Felder so kolli- 304 
near gemacht werden können, daß ein gegebener Kegelschnitt K^ sieh 
selbst entspricht. Die Koinzidenzpunkte der durch die Kollineation 
auf ihm entstehenden konjektiven Punktreihen sind Koinzidenzpunkte 
der Kollineation, und weil in entsprechenden Punkten entsprechende 
Tangenten berühren, so sind die ihnen zugehörigen Tangenten — die 
Koinzidenzstrahlen der Projektiyitat, die im Tangentenbüschel ent- 
steht, — Koinzidenzgeraden der Kollineation. 

Ein Kegelschnitt, der in einer ebenen Kollineation sich 
selbst entspricht, geht durch zwei Ecken des Koinzidenz- 
dreiecks und berührt in ihnen die Seiten, die nach der dritten 
Ecke gehen. 

Jene Ecken seien F, Wj also die zugehörigen Tangenten Wy v^ 
sind dann X. und X' entsprechende Punkte auf K\ so ist wegen 
der Kegelschnitt-Eigenschaft: 

V{V, TT, X, Z') - W{V, W, Z, Z7 
oder: 

r(w, u, z, xo « w(u, V, X, X')- 

Sind also wieder U, S3, 28 die Schnitte von XX' mit u, t;, tc^ so ist: 

(2BUXX0 « (USXXO 



oder: 



^»U^ ^U9' 



Eine ebene Kollineation transformiert nur dann einen 
Kegelschnitt in sich selbst, wenn zwei ihrer zyklisch ge- 
bildeten Invarianten gleich sind, also im allgemeinen keinen. 

Diese Gleichheit: 

(SBUZX') - (U»XX') - (SUZ'X) 
bedeutet, daß: 

UU, »SB, XX' 
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in Inyolntion sind^ oder, weil die gerade Punktreihe US SB XX' der 
Kegelschnitt -Punktreihe UVWX'X projektiv ist (Nr. 270), daß: 

ÜU, VW, XX' 

in Involution sind^). 

Umgekehrt, diese Bedingung: 

werde erfüllt, so sei auf einem Kegelschnitte, der in F, TK die «?, f7 
berührt, X ein beUebiger Punkt und X' der korrespondierende in 
der Kollineation, so sind UU, 93SB; XX' in Involution. Ist dann 
X^ der zweite Schnitt von XX' mit dem K^elschnitte, so finden 
wir wie oben: 

F(F, W, X, X,') - W{V, W, X, X/), 
also: 

(SBUXXiO - (USJXXiO - (»UX,'X); 

somit sind UU, 9^38, XX^' in Involution, also ist X^' mit X' identisch. 
Jedem Punkt unseres Kegelschnitts entspricht daher ein diesem eben- 
falls angehöriger, also der Kegelschnitt sich selbst, und so jeder 
Kegelschnitt der Büschel- Schar sich in F, TT doppelt berührenden 
Kegelschnitte mit den Tangenten tr, v. 

Wenn daher bei einer ebenen Kollineation zwei zyklisch 
gebildete Invarianten, etwa X^^ und X„,, gleich sind, so sind 
alle Kegelschnitte der Büschel-Schar sich doppelt berüh- 
render Kegelschnitte mit den Berührungspunkten F, W und 
zugehörigen Tangenten u?, v sich selbst entsprechend. 

Und wenn ein eigentlicher Kegelschnitt aus dieser 
Büschel-Schar sich selbst entspricht, so tun es alle. 

Die ausgearteten Mitglieder dieser Büschel -Schar, die wir, um 
der Dualität gerecht zu werden, beide als Geraden- und als Punkte- 
paar auffassen: 

(«, tc; U, IT), (tt, u; V, W), 

entsprechen sich immer selbst. 

Ferner wird jedenfalls ein Kegelschnitt dieser Büschel- 
Schar durch die Kollineation in einen andern aus ihr über- 
geführt, weil eben dieser entpptechende Kegelschnitt ebenfalls durch 
F, W gehen und dort tr, t; berühren muB. So entsteht in ihr eine 
Projektivitat mit den in der Kollineation korrespondierenden Kegel- 
schnitten als entsprechenden Elementen. Koinzidenzen sind die ge- 
nannten Ausartungen. Kommt also noch ein eigentlicher aus der 
Büschel-Schar als sich selbst entsprechend hinzu, so wird wegen der 
drei Koinzidenzen die Projektivitat Identii&t: jeder Kegelschnitt der 
Büschel-Schar entspricht sich selbst. 

1) Eohn, Math. Axmalen, Bd. 46, 8. 294. 
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Eine derartige EoUineation, welche einen sich selbst ent- 
sprechenden Kegelschnitt besitzt, und deshalb eine ganze Büschel- 
Schar solcher Kegelschnitte, und durch die Gleichheit zweier zy- 
klischen Invarianten charakterisiert wird, heißt Hermitesche KoUi- 
neation^). Zwei ineinander liegende kongruente Felder, die durch 
Drehung um einen Punkt der Ebene auseinander hervorgehen, sind 
in Hermitescher Kollineation. Die in sich selbst übergehenden Kegel- 
schnitte sind die Kreise um den Drehpunkt; dieser und die absoluten 
Punkte bilden das Koinzidenzdreieck; konzentrische Kreise haben ja 
die isotropen Strahlen aus dem Mittelpunkt zu gemeinsamen Tangenten 
in den absoluten Punkten. 

Wie in diesem Beispiele, so wird überhaupt gerade der Fall^ wo 
V und Wy w und t; konjugiert imaginär sind, also die doppelte 
Berührung imaginär ist, im folgenden wichtig sein; und es ent- 
steht die Frage, wie die Kegelschnitte der Büschel-Schar reell kon- 
struiert werden, wenn vorausgesetzt wird, daß die beiden zu einander 
Perspektiven darstellenden Involutionen für F, TF; Wy v, also die ge- 
meinsamen Involutionen konjugierter Elemente auf u und um ü für 
alle Kegelschnitte der Büschel- Schar bekannt sind. Zur endgültigen 
Bestimmung eines dieser Kegelschnitte sei ein Punkt Ä (oder dual 
eine Tangente) gegeben. Der von ihm durch U, u harmoniscb ge- 
trennte Pimkt B gehört dem Kegelschnitte ebenfalls an; P sei 
(u, ÜÄB). Aus A und B projizieren wir gepaarte Punkte X, X^ 
der gegebenen Involution auf u durch projektive Büschel; der Schnitt 
Y^{ÄXf BX^) beschreibt den Kegelschnitt. In der Tat, die Gerade u 
muß, weil sie die beiden erzeugenden Büschel involutorisch schneidet, 
durch das involutorische Zentrum Q gehen, in welchem sich die 
Tangenten des Kegelschnitts in A und B begegnen. Daher ist UAB 
die Polare von Q, und U der Pol von P^ =« w; die Polare von X 
geht also durch ü. 

Ist nun Z der Schnitt {AXY, XJf)^ so ist XZAY harmonisch^ 
weil perspektiv zu PUAB (aus Xj); folglich geht die Polare von X 
durch Z und ist ÜZX^^ demnach X^ zu X konjugiert. Also gehört 
die gegebene Involution auf u als Involution konjugierter Punkte zum 
konstruierten Kegelschnitt und ebenso die zu ihr Perspektive um den 
Pol U als Involution konjugierter Strahlen: der Kegelschnitt gehört 
zur Büschel-Schar. 

Wenn die Kollineation in zwei der drei Büschel-Scharen, 306 
die zum Koinzidenzdreieck gehören, jeden Kegelschnitt in 
sich selbst überführt, so sind alle drei Invarianten gleich, und die 
dritte Büschel-Schar hat dieselbe Eigenschaft. 

Die drei Kegelschnitte aus den Büschel-Scharen, die durch X = Y' 



1) Hermite, Jonmal f. Math., Bd. 47, S. 313. 
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gehen, gehen auch durch X' und F; und es muß^ da sie nicht mehr ab 
drei Punkte gemein haben können, jeder yon diesen Punkten die beiden 
andern zu den in beiden Sinnen entsprechenden haben, so daß, wenn 
X'^Zist, Z' sich mit Y deckt, die drei Punkte also einen Zyklus 
bilden, in welchem jeder Punkt den folgenden und den Toran- 
gehenden zu seinen entsprechenden hat. Wir werden finden, 
daß das nur möglieb ist, wenn nur eine Ecke und die Gegenseite des 
Eoinzidenzdreiecks reell sind. 

Wenn XJ in der Homologie in das Zentrum S und F, W beliebig 
auf die Axe gelegt werden, so ist (Nr. 295): 

X,„-(S©XX')-X, X„,«(@SXZ')=-|, X,,-(fif5ZX')-l. 

Schließen wir die interesselosen Falle der Identität und der Inzidenz 
Yon S und s (wo nur ausgeartete Eoinzidenzdreiecke vorhanden sind) 
aus, so erweist sich als Hermitesche KoUineation nur die 
invölutorische Homologie, in der die beiden ersten Invarianten 
gleich — 1 sind. Wir wissen schon, daß alle cx)' Kegelschnitte^ ffir 
welche das Zentrum und die Axe polar sind, in sich übergehen; jeder 
tangiert in seinen Schnitten F, W mit 5 die Strahlen /S({7, TF); und 
jedes Paar F, W auf s gibt eine Büschel-Schar. 

Diese Transformation eines Kegelschnitts in sich selbst durch 
eine invölutorische Homologie, deren Zentrum und Axe polar sind, 
liefert ein von Poncelet herrührendes Kennzeichen dafür, ob ein 
gegebener Kegelschnitt-Bogen zu einer Ellipse, Parabel oder 
Hyperbel gehört. Man zieht möglichst genau zwei Tangenten an 
den Bogen, s sei die Berührungssehne, S der Schnittpunkt, also der 
Pol von 5. Die Mittelparallele zwischen S, ^ ist die Huchtgefade r 
der involutorischen Homologie (5, i)\ so wie sie sich zum Bogen ver- 
hält: nicht schneidend, berührend, schneidend, so verhält sich die un- 
endlich ferne Gerade zur Kurve. 

Bei der Symmetrie in bezug auf einen Punkt werden alle Kegel- 
schnitte, die ihn zum Mittelpunkt haben, und bei der in bezug auf 
eine Gerade alle, welche sie zum Durchmesser haben, während der 
konjugierte nach dem unendlich fernen Zentrum geht, in sich selbst 
transformiert. 

§ 47. Ebene Korrelation. 

306 Jeder Punkt der gemeinsamen Ebene der beiden korrelativen 

Felder hat zwei entsprechende Geraden oder Polaren, jede Gerade zwei 
entsprechende Pxuikte, Pole. Uns interessieren zunächst inzidente ent- 
sprechende Elemente. 

Wenn ein Punkt auf der einen von seinen beiden Polaren 
liegt, so liegt er auch auf der andern. In der Tat, X^ Y' habe 
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die Polaren x\ y; er falle auf x'] aber den inzidenten Elementen x' 
und Y' des zweiten Feldes korrespondieren inzidente Elemente X 
xind y im ersten, d. k. der Punkt liegt auch auf y. 

Ebenso ergibt sich oder vielmehr identisch mit dem yorigen ist: 
Geht eine Oerade durch ihren einen Pol, so geht sie auch 
durch den andern. 

Infolgedessen werden wir zu zwei Kurven geführt, welche die 
Kernkuryen (Inzidenzkurven) der ebenen Korrelation heißen: 
dem Ort der Punkte, die auf die eine und deshalb auf beide 
Polaren fallen, dem Orte der Geraden, welche den einen und 
folglich auch den andern Pol enthalten. 

Bewegt sich X in Z auf einer Gerade l, so dreht sich die Polare x' 
projektiv um den Pol L' von l und schneidet, da die Felder inein- 
ander liegen, in l eine zu der Pimktreihe der X konjektive Punkt- 
reihe ein: Jede Gerade trägt eine Projektivität konjugierter 
Funkte, jeder Punkt eine Projektivität konjugierter Strahlen. 
Die beiden Koinzidenzen der ersteren sind diejenigen Punkte von 2, 
welche auf ihre beiden Polaren £Edlen. Der erste Ort ist eine 
Kurve 2. Ordnung, ein Kegelschnitt f : die Punkt-Kernkurve, 
und dual erkennt man, daß der zweite Ort ebenfalls ein Kegel- 
schnitt r, ist, die Geraden-Kernkurve. Die Tangenten aus 
einem Punkte von K^ an V^ sind seine beiden Polaren, die 
Schnitte einer Tangente von V^ mit K* sind ihre beiden 
Pole*). 

Auf jeder Tangente von r, ist die Projektivität konjugierter 
Punkte ausgeartet, die Pole auf f sind die singularen Punkte; und 
ebenso ist um jeden Punkt von K* die Projektivität konjugierter 
Strahlen ausgeartet, mit den Tangenten von f als singularen Strahlen. 
Die Kurven sind gleichzeitig reell oder gleichzeitig imaginär. Im 
ersteren Falle müssen sie so liegen, daß jeder Punkt von K^ reelle 
Tangenten an f, sendet, jede Tangente von r, den K^ reell schneidet. 

Es sei U ein gemeinsamer Punkt der beiden Kurven; so geht 
von ihm nur eine Tangente u an T,; seine beiden Pokren haben sich 
in u vereinigt, also haben auch die beiden Pole von u m ü sich ver- 
einigt; d.h. u berührt f in U] beide Kurven berühren einander; 
und die beiden weiteren Schnitte vereinigen sich aus demselben Grunde 
zu einem zweiten Berührungspunkte V mit der Tangente v. 

Die beiden Kernkurven berühren sich doppelt, was auch 
bei reellen Kurven imaginär erfolgen kann. Es sei tv die Berührungs- 
sehne {7F, W der Berührungspol uv] da U und u, V und t; sich in 
beiderlei Sinne entsprechen, so gilt dies auch fQr w und W. 



1) Zuerst gefanden von Sejdewitz: Archiv der Mathematik (1. Reihe), 
Bd. 8, 8. 1; dann Schröter: Journal f. Mathematik, Bd. 77, 8. 106. 
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Bei jeder ebenen Korrelation gibt es drei Paare sich in- 
Yolatoriscli entsprechender Elemente U, u; Vy r; W^ tc; das 
sind die beiden Berührungspunkte der Kernkarven und je 
die zugehörige Tangente, bei welchen zwischen entsprechen- 
den Elementen Inzidenz stattfindet und drittens: der Be- 
rührungspol und die Berührungssehne, welche nicht inzi- 
dent sind. 

Mit der Korrelation ist eine Kollineation yerbanden, 
in der je die beiden Pole derselben Gerade, die beiden 
Polaren desselben Punktes entsprechend sind. In der Tat, 
wenn X im ersten Felde eine Gerade l durchlauft, so beschreibt x 
einen Strahlenbüschel um den Pol L' derselben; ist M der mit Z' 
identische Punkt, y der je mit x' identische Strahl im ersten Felde, 
so bewegt sich der Pol Y' auf der Polare m'; es sind dann X and 
Y', l und m' in der Kollineation entsprechend. 

und TJVWi^t offenbar das Koinzidenzdreieck dieser Kollineation: 
bei den Seiten müßten dann freilich u und v ihren Namen vertaaschen, 
wenn wir an der früheren Bezeichnung festhalten. 

Die Kernkurven können imaginär sein und sind es, wie ge- 
sagt, gleichzeitig; wie sie dann reell dargestellt werden^ wird 
sich später zeigen. Aber auch, wenn sie reell sind, können, wie 8<^on 
bemerkt, die Berührungspunkte U, V und ihre Tangenten u, v imaginär 
sein und müssen durch elliptische Inyolutionen repnlsentiert werdet 
Dagegen sind W und tv^ Pol und Polare in bezug auf beide Kern- 
kurven, immer reell; wie wir gleich noch genauer erkennen werden. 
307 Jeder Punkt 3 ^** ^^^ X oder Y' zwei Polaren x\ y; 

deren Schnitt 3i ^^^ ^^^ ^^ beiderlei Sinne oder doppelt kon- 
jugiert; und da die Konjugiertheit gegenseitig ist, so ist auch diesem 
Punkte jener doppelt konjugiert, die Polaren von 3i schneiden sich 

in 3- 

Auf diese Weise erhalten wir eine eindeutige involuto- 

rische Zuordnung der Punkte 3; 3i) ^® Eindeutigkeit ist unmittel- 
bar klar; involutorisch ist die Zuordnung, weil eben 3 ^^^ 3i g^eiuHi 
ebenso sich ergibt wie 3i ^^^ 3- ^^ werden bald erkennen, daB 
sie nicht linear, also keine Kollineation ist. Ersichtlich machen 
die Punkte U, F, W, welche in beiderlei Sinne dieselbe Polare 
haben, von der Eindeutigkeit eine Ausnahme. Ihnen sind oo^ 
doppelt konjugierte Punkte, je auf u, v, w, zugeordnet. Daraus 
geht schon hervor, daß die Kurve der Punkte, welche den Punkten 
einer Gerade zugeordnet sind, durch U, Vy W geht, die Punkte, welche 
den Schnitten der Gerade mit u, t?, w zugeordnet sind, also keine 
Gerade sein kann. 

Wir haben schon die beiden konjektiven Punktreihen auf einer 
Gerade l erwähnt: die eine von einem Punkte X beschrieben, die 
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andere von dem Schnitte Y' der Polare x\ also dem zu X konjn- 
^erten Punkte auf {; X ist der Schnitt der Polare y yon Y', Liegen 
XLiin auf { zwei doppelt konjugierte Punkte 3^ 2u ^^ existiert in 
diesen Punktreihen ein involutorisches Paar; demnach sind es alle 
Paare entsprechender Punkte. Auf jeder Gerade ^ die ein Paar (ver- 
schiedener) doppelt konjugierter Punkte enthält, gibt es oo^ solche 
Paare, die eine Involution bilden; der doppelt konjugierte Punkt zu 
einem jeden Punkt dieser Gerade liegt auch auf ihr. 

Jede Verbindungslinie zweier doppelt konjugierter 
Punkte trägt eine Involution von doppelt konjugierten 
Punkten. 

Folglich gibt es nur oo^ solche Geraden; und da ein beliebiger 
Punkt nur einen doppelt konjugierten Punkt hat, so bilden sie einen 
StrahlenbüscheL Es ist dies der Büschel um TT; denn auf jedem 
Strahle durch diesen Punkt bildet er und der (von ihm verschiedene) 
Schnittpunkt mit w ein solches Paar. 

Also laufen alle diese Verbindungslinien in W zusammen. 
Ebenso ist jeder Schnittpunkt zweier doppelt konjugierten 
Geraden Scheitel einer Involution doppelt konjugierter 
Geraden; alle diese Punkte liegen auf w. 

Jeder Punkt von K^ ist zu sich selbst konjugiert, weil er auf 
beiden Polaren liegt; desgleichen jede Tangente von f,. Daher haben 
jene Involutionen ihre Doppelpunkte in den Schnitten mit K^ und 
doppelt konjugierte Punkte sind harmonisch zu den Schnitten 
ihrer Verbindungslinie mit K^, also konjugiert in bezug auf X*; 
und in diesen Involutionen sind Doppelstrahlen die Tangenten von Fi, 
doppelt konjugierte Strahlen sind konjugiert in bezug auf fg. 
Aus dem Zusammenlaufen aller Verbindungslinien doppelt konjugierter 
Punkte in den Punkt W folgt die Realität dieses Punktes, und ähn- 
lich ergibt sich die von w. 

Bewegen wir nun 3(= ^ = I^) a^f einer Gerade Z = w', so be- 
schreiben die Polaren x', y Büschel um die Pole L\ M, welche zu 
jener Punktreihe und daher untereinander projektiv sind. Da die 
Gerade durch keinen Punkt wie J7, F, W geht, so haben die Büschel 
keinen sich selbst entsprechenden Strahl. Der Schnitt 3i ~" ^'Vy der 
doppelt konjugierte Punkt zu 3» beschreibt also einen Kegelschnitt, 
der, wie wir schon erkannt haben, durch CT, F, W geht. Jeder etwaige 
weitere solche Punkt würde auf allen diesen Kegelschnitten liegen; 
dann könnten ihrer nicht oo' sein. 

Also sind, im allgemeinen, ü und m, V und r, W und w 
die einzigen sich involutorisch entsprechenden Elemente 
der ebenen Korrelation. 

Die eindeutige Zuordnung zwischen doppelt konjugier- 
ten Punkten 3> 3i ^^^ t^^^ der Definition von Nr. 239 quadratisch, 



78 in. § 47. Ebene Korrelation. 

weil einer Gerade ein Kegelschnitt entspricht; diese Kegelschnitte 
gehen alle durch die ausgezeichneten Punkte U, Vy W. Wir können 
sie auch bezeichnen als die Verwandtschaft zweier Punkte, 
die mit W in gerader Linie liegen und in bezug auf K* 
konjugiert sind. 

Ebenso ist die Zuordnung doppelt konjugierter Geraden 
eine involutorische eindeutige quadratische Verwandtschaft; 
die Kegelschnitte, welche den Strahlenbüscheln korrespondieren, be- 
rühren aUe die drei Geraden u, v, w. 

Da Tg Ton den beiden Polaren der Punkte yon K^ eingehüllt, 
oder JE"* durch die beiden Pole der Tangenten von f, erzeugt wird, 
so sind diese beiden Kurven K^ und V^ in beiderlei Sinne 
polar zueinander in der Korrelation; jeder als Kurve des ersten 
oder zweiten Feldes entspricht die zweite im andern Felde. 

308 Es sei C^ ein Kegelschnitt, welcher durch eine ebene Korrelation 

in sich selbst übergeht; d. h. jeder Punkt X von C* und seine Tan- 
gente X gehen über in eine andere Tangente x' von C und den zu- 
gehörigen Berührungspunkt X'; oder, wenn der Punkt X von C* 
und die (im allgemeinen ihn anderswo berührende) Tangente x' ein- 
ander entsprechen, so sind auch die Tangente x von X und der Be- 
rührungspunkt X' von x' entsprechend. Die Reihe der Punkte X 
auf dem Kegelschnitte, zum ersten Felde gerechnet, ist dem Büschel 
der Tangenten x' projektiv, folglich auch (Nr. 103) zu der Reihe der 
Punkte X'; wir haben daher zwei Koinzidenzen, d. h. zwei Punkte 
auf C^, in deren jedem die in der Korrelation ihm entsprechende 
Tangente berührt. Es sei X^ einer von diesen Koinzidenzpunkten, 
Xq die entsprechende und zugehörige Tangente; dann sind auch die 
Tangeute Xq von X^ und der Berührungspunkt X^' von Xq entsprechend; 
aber Xq ist mit Xq, X^ mit X^ identisch. Dieser Punkt und seine 
Tangente entsprechen sich also in volu torisch, und dasselbe gilt für 
den andern Koinzidenzpunkt und seine Tangente. Folglich handelt 
es sich um die Punkte ü, V und die Geraden ti, v. 

Ein Kegelschnitt, der durch eine ebene Korrelation in 
sich selbst übergeführt wird, geht durch die beiden Punkte 
Uy V und berührt in ihnen die Geraden w, v, gehört also zur 
Büschel-Schar der beiden Kernkurven. 

umgekehrt, jeder Kegelschnitt dieser Büschel-Schar geht durch 
die Korrelation in einen Kegelschnitt über, der gleichfalls zu ihr ge- 
hört; denn weil jener durch U, V geht und in ihnen w, v berührt, 
muß dieser u, v tangieren mit U, V als Berührungspunkten. Auf 
diese Weise entsteht in der Büschel-Schar eine Projektivitat, in der 
jedem Kegelschnitt, zum ersten Felde gerechnet, der ihm in der 
Korrelation entsprechende korrespondiert. In dieser Projektivitat sind 
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auch die Eemkuren entsprechend und zwar doppelt entsprechend; 
also ist das Entsprechen durchweg involutorisch: jeder Kegelschnitt 
der Büschel-Schar geht^ ob er zum ersten oder zweiten Felde ge- 
rechnet wird; durch die Korrelation in denselben andern Kegelschnitt 
über. Unmittelbar ersieht man dies Doppelt-Entsprechen bei den aus- 
gearteten Mitgliedern der Büschel-Schar: (u, t?; TT, W) und (ü, F; w, w). 
Hier entsprechen diese Elemente nicht sich selbst, wie in Nr. 304; 
folglich sind die Doppelelemente der Involution, oder die sich selbst 
entsprechenden Elemente der Projektivität, die sich daher auch in der 
Korrelation selbst entsprechen, eigentliche Kegelschnitte. 

Bei jeder ebenen Korrelation gibt es zwei eigentliche 
Kegelschnitte, die sich selbst entsprechen, sie gehören zu 
der Büschel-Schar der Kernkurven und sind in ihr zu diesen 
harmonisch. In der Involution der Büschel-Schar, von wel- 
cher jene Kegelschnitte die Doppelelemente sind, sind zwei 
gepaarte Elemente in beiderlei Sinn entsprechend in der 
Korrelation, darunter die beiden Kernkurven. 

Wenn ein reeller Kegelschnitt Z!* und zwei reelle Punkte 309 
U, V auf ihm gegeben sind, so kann man eine Korrelation 
herstellen, für welche JT* die Punkt-Kernkurve und Uy V die 
ausgezeichneten Punkte sind, in denen sie sich mit der 
andern Kernkurve berührt. Es seien ü, v die Tangenten von Uy V 
und w = UVy TT— uv Berührungssehne und Berührungspol, ferner Ä 
ein Punkt auf K^ und a' eine durch ihn gehende Gerade. Wir legen 
eine Korrelation: 

UVWÄ 

u V w a 

fest; es entsprechen dann durch sie den Geraden u = ÜWy t? = FTT, 
w ■= UV des ersten Feldes die Punkte ?/= uw, F« vw, TF«- uv im 
zweiten, so daß Uy U] V, v^ W, w die drei ausgezeichneten involu- 
torischen Paare sind. Ä, auf der Polare a gelegen, gehört der Punkt- 
Kemkurve an; da diese außerdem u, v in U, V berühren muß, so ist 
sie mit der gegebenen Kurve K^ identisch. 

Halten wir K^ und Ä fest, bewegen U, V auf K^, a um Ay so 
ergeben sich oo* Korrelationen, für welche K^ Punkt-Kern- 
kurve ist. 

Eine allgemeinere Konstruktion, bei welcher nicht die Realität 
von K^y Uy V vorausgesetzt wird, wird später gegeben werden. 

Es bestehe wieder zwischen der Punktreihe auf einem Kegel- 310 
schnitte K und dem Tangentenbüschel um einen andern K' Projek- 
tivität. Wir wissen, viermal sind entsprechende Elemente Inzident 
(Nr. 167). Man kann dies nim auch mit Hilfe der ebenen Korrelation 
erkennen. Wir machen K und K' zu entsprechenden Kurven einer 
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solchen und zwar so, daB wir drei Paukten von K ihre in der Tor- 
liegenden Projektivitat entsprechenden Tangenten zuweisen (Nr. 268); 
dadurch wird diese durch die Korrelation auf ihnen heryorgerufen. 
Die vier Punkte von K^ durch welche die entsprechenden Tangenten 
gehen, sind dem K mit der Punkt-Kemkurve und die zugehörig«! 
Tangenten dem K' mit der Geraden-Eernkurre gemeinsam. 

Findet daher fünfmalige Inzidenz entsprechender Punkte und 
Tangenten statt^ so identifizieren sich K und K' mit den genannten 
Kemkuryen, und die Inzidenz erfolgt durchweg. Das ist also nur 
bei doppelter Berührung von K und K' möglich; es entspricht dann 
auch jedem der beiden Berührungspunkte U, V seine Tangente u, v; 
und man erkennt nun (Nr. 167), wie die Kurve 4. Klasse^ welche 
durch die projektiven Punktreihen auf K und K' entsteht , in K' 
und die Büschel TJy V zerfällt, die der 4. Ordnung, welche von 
den projektiven Tangentenbüscheln herrührt, in K und die beiden 
Geraden u, v. 

Man nennt die beiden Kegelschnitte in diesem Falle per- 
spektiv zueinander. 

Wenn P ein Punkt von K ist und p' die durchgehende ent- 
sprechende Tangente von K\ so sei durch K die Tragerfläche F 
zweier verbundenen Regelscharen gelegt und durch p\ die sie reell 
schneidet, die eine der dann reellen Tangentialebenen, TT. Ist ferner 
S^ der Schnitt der TT mit der Polare s' (nach F) der Berührungs- 
sehne s von K und K\ so berührt der Tangen tialkegel h' aus S^ 
längs eines Kegelschnitts, dessen Ebene durch 8 geht; folglich tangiert 
er die Ebene TT und in Uj V die Berührungsebenen der Fläche Fj 
schneidet also die Ebene von K und K' in einem Kegelschnitte, der 
Uy V m Uy V berührt und p' zur Tangente hat, demnach mit K' 
identisch ist. 

Man kann also einen Kegelschnitt K\ der zu einem gegebenen 
K perspektiv ist, d. h. dessen Tangentenbüschel zu der Punktreihe 
von K so projektiv ist, daß durchweg entsprechende Elemente inzi- 
dieren, vermittelst eines Tangentialkegels irgend einer festen durch K 
gelegten Trägerfiäche verbundener Begelscharen herstellen; es ergeben 
sich so oo' zu K Perspektive Kegelschnitte und, über ihnen stehend, 
oo* Perspektive Kegel 2. Grades^). 

Die Perspektivität zwischen der Punktreihe auf K und dem 
Tangentenbüschel um K' sehen wir jetzt durch diejenige Regelschar 
von F entstehen, zu welcher die Gerade in TT gehört, die durch P 
geht. Der Punkt X von jf, durch den eine Gerade dieser Schar 
geht, und die Spur x' der Tangentialebene von &', in welcher sie 



1) Liniengeometrie, Bd. n, Nr. 496. 
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enthalten ist, sind entsprechend. Die zweite Regelschar führt dann 
zu einer zweiten Punktreihe auf £) zu welcher der Tangentenbüschel 
von K' perspektiy ist^ und K' ist für die dadurch sich auf K er- 
gebenden konjektiyen Punktreihen die Direktionskurve. 

Und dual wird zur Punktreihe von K noch der Büschel der 
zweiten Tangenten von K' perspektiv (Nr, 116). 

§ 48. Polarität in bezug auf einen Eegelsclmitt, ebene 

Polarkorrelation, Polarfeld. 

Id der Polarität in bezug auf einen Kegelschnitt haben 311 
wir eine durchweg involutorische ebene Korrelation. In der 
Tat; wenn wir die Punkte der Ebene als Pole zu dem einen Felde^ 
die ihnen in bezug auf den Kegelschnitt zugehörigen Polaren zu dem 
andern rechnen ^ so liegt eine eindeutige Zuordnung vor. Läuft der 
Pol auf einer Gerade^ so dreht sich die Polare um einen Punkt; also 
handelt es sich um Korrelation; dieser Punkt entspricht nun im zweiten 
Felde jener Gerade aus dem ersten. Aber wir wissen aus der Theorie 
der Kegelschnitte^ daß er der Pol der Gerade in bezug auf den Kegel- 
schnitt ist, Also hat ein Punkt; mag er zum ersten oder zweiten 
Felde gehören; in beiden Fällen dieselbe entsprechende Gerade: die 
Polare in bezug auf den Kegelschnitt. Die Verwandtschaft ist durch- 
weg involutorisch. Sie wird gewöhnlich ebene Polarkorrelation, 
ebenes Polarsystem genannt. Sagen wir mit Böger^) einfach: 
Pol^rfeld; wodurch das Attribut ;;eben^ überflüssig wird; und dann 
ebenso später: Polarbündel; Polarraum statt umständlicher: Bündel- 
PolarkorrelatioU; räumliche Polarkorrelation. 

Es fragt sich; ob das Polarfeld die einzige involutorische ebene 
Korrelation ist. 

Bei der allgemeinen ebenen Korrelation fanden wir den Be- 
rührungspol W der Kemkurven als den Konkurrenzpunkt aller Ver- 
bindungslinien doppelt konjugierter Punkte. 

Wenn eine Korrelation drei Paare doppelt konjugierter 
Punkte besitzt; deren Verbindungslinien verschieden sind 
und nicht in einen Punkt zusammenlaufen; so ist sie durch- 
weg involutorisch. Auf jeder der drei Verbingungslinien hat die 
Projektivität der konjugierten Punkte (Nr. 307) ein involutorisches 
Paar; also ist sie durchweg involutorisch; die Gerade trägt eine In- 
Yolution doppelt konjugierter Punkte. Schneiden wir daher die drei 

1) Ebene Geometrie der Lage (Leipzig, 1900), auf dessen Dantellnng icli 
biermit zugleich verweise. — Der Name Involutionsnetz der älteren Auflagen 
der St einer- Schrot er sehen Vorlesungen ist nicht üblich geworden. „Polar- 
bfindel** wurde wohl von Schröter zum erstenmale gebraucht: Journ. f. Math., 
Bd. 64, S. 80. 

Sturm, Oeometr. YerwandteohAften. II. 6 
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Geraden miteinander in den Punkten A^ B, C, und solche drei Schnitt- 
punkte haben sie wegen der Vorraussetzung^ so hat jeder von ihnen 
auf jeder der beiden Geraden, die in ihm sich schneiden, einen doppelt 
konjugierten Punkt; deren Verbindungslinie ist seine Polare in beider- 
lei Sinne. Diese den Äy B, C inyolutorisch zugehörigen Polaren seien 
a, by c. Jeder Strahl durch Ä tragt wiederum zwei doppelt konjugierte 
Punkte, Ä und den Schnitt mit a, also eine Involution doppelt kon- 
jugierter Punkte, und ebenso jeder Strahl durch B oder C, und des- 
gleichen jeder Punkt auf a, h oder c eine Involution doppelt konju- 
gierter Strahlen. Demnach hat auch jeder beliebige Punkt der Ebene 
auf den Geraden, die nach zweien der Punkte A^BjC gehen, je einen 
doppelt konjugierten Punkt, und daher entspricht ihm die Verbin- 
dungslinie derselben in beiderlei Sinne. Die Korrelation ist, wie be- 
hauptet wurde, durchweg involutorisch^). 

Nehmen wir an, daß einmal Pol P und Polare p in beiderlei 
Sinne zugeordnet und noch zwei doppelt konjugierte Punkte 
P,, Q5 vorhanden sind, so haben wir, wenn Q^, Q^ beliebige Punkte 
auf p sind, den vorigen Fall: PQ^^PQ^yB^Q^ und können also auch 
auf eine diu-chweg involutorische Korrelation schließen; es darf aber 
P nicht mit p inzidieren, weil dann PQi, BQ^ nicht verschiedene 
Geraden sind, und B^Q^ nicht durch P gehen. 

Dual kann man die Vorraussetzung dahin verändern, daß dreimal 
zwei doppelt konjugierte Sti*ahlen vorhanden sind mit drei verschie- 
denen Schnittpunkten, die nicht in gerader Linie liegen, oder auch, 
daß p und P, die nicht inzidieren, in beiderlei Sinne polar und zwei 
Strahlen, deren Schnitt nicht auf p liegt, in beiderlei Sinne konju- 
giert sind. 

Verlangt man, wie es Schröter^ tut, daß zweimal Punkt und 
Gerade: X=Y' und ar' = y, Z=W' und jEf' = u7, die nicht insi- 
dieren, in beiderlei Sinne polar seien, so spricht man zuviel aus, legt 
vier Bedingungen auf, während nur drei notwendig sind. Es genügt^ 
dem Z = W einen Punkt auf if =^w oder dieser Gerade einen Strahl 
durch jenen Punkt als doppelt konjugiert zuzuordnen. Es werden 
schon selber die beiden zu Z= W gehörigen Polaren identisch. 
Bei diesen vier Paaren entsprechender Elemente: X, Z, y, w und 
x\ /, F, W liegt nicht der in Nr. 266 erwähnte Fall der Unmöglich- 
keit der Korrelation vor; die notwendige Doppel verhaltnis-Gleichheit 
wird erfallt: 

XZ{X, Z, y,w) « x'g\x', /, r, TTO, weil - x'z\Y\ W\ x\ ß^ 
Wenn z. B. ein einfaches ebenes Fünfeck ABC DE g^ebeü ist, 



1) Math. Annalen, Bd. 19, S. 468. 
8) Oberflächen 2. Ordnung, § 60. 
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so ist die Eorrelation, in welcher den Ecken A, B, C, D als Punkten 
des ersten Feldes die Gegenseiten CD, DE, EÄ, AB zugeordnet sind^ 
involntorisch; der Ecke A » (EA, AB) als Punkt des zweiten Feldes 
entspricht die Verbindungslinie der Pole C, D, also ebenfalls CD, und 
ebenso sind D und AB ia beiderlei Sinne polar. Es genügt, neben 
jenem Paare von diesem nur die Punkte D und B als doppelt kon- 
jugiert anzunehmen, oder auch die drei Paare doppelt konjugierter Punkte 
A, G] A, D; B;D, E als Punkt des zweiten Feldes hat BG zur Po- 
lare, also auch im andern Sinne. 

Nehmen wir weiter an, es sei bei einer ebenen Korrelation 312 
ein Dreieck vorhanden, dessen Ecken A, B, G, dem ersten 
Felde zugerechnet, die Gegenseiten BG, GA, AB im andern 
zu Polaren haben, dann gilt dies auch im andern Sinne; denn 
z. B. A im zweiten Felde hat, als Schnittpunkt von GA und AB, 
die Verbindungslinie der Pole B, G zur Polare im ersten. Also haben 
wir in den drei Paaren der Ecken oder der Seiten drei Paare doppelt 
konjugierter Elemente, deren Verbindungslinien nicht durch dieselben 
Punkte gehen bzw. deren Schnittpunkte nicht auf derselben Gerade 
liegen. Daher ist die Korrelation involntorisch, und ein solches 
Dreieck ist ein charakteristisches Kennzeichen für eine in- 
volutoriche Korrelation. Man nennt es meistens ein Polar- 
dreieck oder -dreiseit (Poldreieck, Poldreiseit); auch die Namen: 
Tripel konjugierter Punkte oder Strahlen, wegen der konjugierten 
Ecken oder Seiten, konmien vor. 

In der eben besprochenen Fünfeck-Figur läßt sich leicht eins 
nachweisen: wir fanden A und GD, D und AB in beiderlei Sinne 
polar, also sind es auch F == (AB, GD) und AD, und daher ist ADF 
ein Polardreieck. 

Wenn also zwei inzidenten Elementen A, h zwei (ebenfalls inzi- 
dente) Elemente a, B involntorisch entsprechen, so gilt dies auch für 
C ^ ab und c -= AB, und es liegt ein Polardreieck ABG vor. 

Solcher Polardreiecke hat jede involutorische Korrela- 
tion oo'; man nehme einen beliebigen Punkt A, seine Polare sei a 
(von der man auch ausgehen kann); die zweite Ecke B werde auf a 
gelegt, so muß, weil den inzidenten Elementen B, a wiederum 
inzidente Elemente b, A korrespondieren, b durch A gehen. Die dritte 
Ecke G ist dann der Schnitt ab und ihre Polare muß mit A, B inzi- 
dieren. Jede Ecke dieses Dreiecks hat also die Gegenseite zur Polare. 
A ist in cx>^ Lagen, B dann in cx>^ Lagen zu wählen. Jeder Punkt 
oder jede Gerade gehört zu oo^ Polardreiecken. 

Da in einer involutorischen Korrelation jeder Punkt dieselbe 
Polare, jede Gerade denselben Pol in beiderlei Sinne hat, so sind 
jenem alle Punkte auf der Polare, dieser alle Strahlen durch den 
Pol doppelt konjugiert. Wie schon jedes Paar in dem einen Sinne 

6* 
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polarer Elemente ea auch im andern ist, so ist ancb jedes Paar in 
dem einen Sinne konjugierter Elemente es auch im andern; der Zusatz 
„doppelt^^ der bei der allgemeinen nichtinyolutorisclien ebenen Korre- 
lation zur Bezeichnung ausgezeichneter Elemente dient, wird hier 
überflüssig; man spricht nur yon polaren bzw. konjugierten 
Elementen, die aber durchweg doppelt polar, konjugiert 
sind. Die beiden quadratischen Verwandtschaften, die durch die aus- 
gezeichneten Elemente entstehen, sind nicht vorhanden. 

Die Projektivitat konjugierter Elemente, die bei einer beliebigen 
ebenen Korrelation auf jeder Gerade, um jeden Punkt entsteht, wird 
hier, wo es sich um durchweg involutorisch konjugierte Elemente 
handelt, Involution. 

Bei einer involutorischen Korrelation trägt jede Gerade 
eine Involution (doppelt) konjugierter Punkte, jeder Punkt 
eine Inv,olution (doppelt) konjugierter Strahlen; während das 
bei der nichtinvolutorischen ebenen Korrelation nur für die (Geraden 
durch TT, die Punkte auf w gilt. Was dort für W und w gilt, gilt 
hier für jeden Punkt und seine Polare. 

Die Involution auf einer Gerade ist die der Eckenpaare, diejenige 
um einen Punkt die Involution der Seitenpaare aller Polardreiecke, 
zu denen die Gerade, der Punkt gehört. 

Sind ein Punkt P und eine Gerade p polar, dann sind die 
zugehörigen Involutionen perspektiv und daher gleichartig. 
In der Tat, es seien X und X^ konjugiert auf p, so sind P und X^ 
zu X konjugiert, also ist PX^ die Polare von X und PX die von X^. 
Daher geht jede dieser Geraden durch den Pol der andern, sie sind 
konjugiert; wie also X, X^ in der Involution auf p gepaart sind, so 
sind es PX und PX^ in derjenigen um P. Aber durch jeden von 
zwei gepaarten Punkten auf |} geht die Polare des andern; was man 
vielleicht mit verkehrtperspektiv bezeichnen kann. 

313 Die beiden Kernkurven einer solchen involutorischen 

Korrelation vereinigen sich. Die beiden Tangenten von einem 
Punkte X von X* an f^ vereinigen sich in die eine Polare x, welche 
X hat, also berührt o; in X den r,. Die beiden Schnitte von x mit 
jST* vereinigen sich in den einen Pol X; daher berührt a? in X den K\ 
Das bedeutet die Identität von K* imd f,. Die Schnitte dieser ein- 
zigen Kemkarve K^ = f,, insofern sie K^ ist, mit einer Gerade sind 
die Doppelpunkte der Involution konjugierter Punkte auf ihr, die 
Tangenten an sie, als f,, aus einem Punkte die Doppelstrahlen der 
Involution konjugierter Strahlen durch ihn. Also liegen die einem 
Punkte in der involutorischen Korrelation konjugierten Punkte, infolge 
der harmonischen Eigenschaft der Kegelschnitts-Polare, auf der Po- 
lare desselben in bezug auf K^, und die konjugierten Strahlen einer 
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Oerade gehen durch ihren Pol fOr r,; d. h. die Polare eines Punk- 
tesy der Pol einer Gerade in der Korrelation ist die Polare^ 
der Pol in bezug anf K^^T^. Jede involutorische ebene 
Korrelation ist Polarität in bezug auf einen Kegelschnitt^ 
denjenigen, in welchen sich die Kernkurven vereinigt haben, 
also ein Polarfeld. 

Auf diese spezielle Korrelation hat Poncelet, wie schon bemerkt, 
das Prinzip der Dualität oder Polarität begründet. 

Umgekehrt, wenn die beiden Kernkurven sich vereinigen, 
liegt ein Polarfeld vor. Denn den Punkten dieser Kurve ent- 
spricht je nur eine Polare, die Tangente, und den Tangenten nur 
ein Pol, der Berührungspunkt. Aus einem beliebigen Punkte kommen 
zwei Tangenten; seine Polaren verbinden die einen bzw. die andern 
Pol6 dieser Tangenten; da aber diese mit jenen identisch sind, so sind 
es auch die beiden Verbindungslinien. 

Diesen Kegelschnitt wollen wir die Basis (Ordnungskurve 
bei Staudt und Reye) des Polarfeldes nennen. 

Wir können aber das Polarfeld unabhängig von dieser Basis de- 314 
finieren, etwa durch ein Polardreieck ABC^dbc und ein Paar po- 
larer Elemente P,|>, also als Korrelation: 

ABCP 

ah cp 

Aus dieser Definition sollen nun einige in der Polarentheorie der 
Kegelschnitte schon erhaltene Sätze abgeleitet werden, also ohne den 
Basis-Kegelschnitt heranzuziehen. 

Wenn in einem Polarfelde sowohl A und Äy als B 
und B' konjugiert sind, so sind es auch C^(AB,A'B^) und 
G'^{AB',A'B). 

Die Polaren a, b von A, B gehen durch A\ B und ihre Schnitte 
A^y B^ mit AB sind zu J., B konjugiert, so daß AA^y BB^ zwei 
Paare der Involution konjugierter Punkte auf AB sind. Ist (7i»a&, 
so gehen von dem Viereck ASCC^ zwei Paare Gegenseiten -B'C, 
A'C^', ÄCy BC^ durch jene Paare, folgUch gehen auch ÄBy C'C^ 
durch ein Paar der genannten Involution; d. h. C ^ {^By A'B') und 
(ABy C'Ci) sind im Polarfelde konjugiert; aber C^ ist Pol von AB^ 
also zu dem auf AB gelegenen C konjugiert; daher istCC^, als 
Verbindungslinie der beiden zu C? konjugierten Punkte C^ und (AB, C'C^), 
Polare von C und infolgedessen C zu C konjugiert. 

Oder: In den projektiven Punktreihen auf AB und A'B\ in 
welchen konjugierte Punkte entsprechend sind und von denen jede 
perspektiv ist zu dem Büschel der Polaren der Punkte der andern, 
sind die beiden dem Schnittpunkt C entsprechenden Punkte ihm kon- 
jugiert, ihre Verbindungslinie also die Polare von C; aber sie ist die 
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inTolutorische Aze der beiden Ponktreihen und enthalt daher den 
Punkt (^AB, A'B) - C, weil A und A\ B und B' in jenen Reihen 
entsprechend sind. 

Wenn also in einem Polarfelde zweimal zwei Gegen- 
ecken eines vollständigen Yierseits konjugiert sind, so sind 
es auch die beiden übrigen. Ein solches Yierseit heißt Pol- 
vierseit des Polarfeldes. (Hesses Satz f&r das Polarfeld aus- 
gesprochen). 

Die beiden ersten Gegenecken-Paare bestimmen es; weil nun ein 
Polarfeld oo' Paare konjugierter Punkte besitzt (der eine kann be- 
liebig gewählt werden, der andere auf einer bestimmten Gerade), so 
enthält das Polarfeld oo* Polvierseite. 

Dual: Sind in einem Polarfelde zweimal zwei Gegen- 
seiten eines vollständigen Vierecks konjugiert, so sind es 
auch die dritten. Wir haben ein Polviereck des Polarfeldes. 

Es seien A^ByC drei Punkte eines Polarfeldes, a^h^c ihre 
Polaren; die Punkte A^ — (JBC, a), B^ =■ (CA^b) sind bzw. zu ^ jB 
konjugiert, folglich sind auch (ABi,BAj)^G, {AByA^B^^C^ kon- 
jugiert; also liegt C^ auf c oder (AB,c) liegt bxS A^B^] d. h. die drei 
Punkte (BC, a), (CA, b), {AB, c) liegen in gerader Linie: ABC und 
abc sind perspektiv. Offenbar sind auch die Seiten von ABC zu 
den Ecken von abc polar; wir nennen ABC und abc polare Drei- 
ecke des Polarfeldes. 

Zwei polare Dreiecke eines Polarfeldes sind perspektiv^). 

Man kann den Satz auch so aussprechen: 

Die zu den Ecken eines Dreiecks in einem Polarfelde 
konjugierten Punkte je auf der Gegenseite liegen in ge- 
rader Linie. 

Die den Seiten des Dreiecks konjugierten Geraden, 
welche je durch die Gegenecke gehen, laufen in einen Punkt 
zusammen. 

Aber auch die Perspektivitätsaze und die drei auf ihr 
gelegenen Schnittpunkte sind polar zum Perspektivitäts- 
Zentrum und zu den drei durch dasselbe gehenden Verbin- 
dungslinien. 
315 Es gibt zwei wesentlich verschiedene Polarfelder. Wir 

benuizen, wie oben, zur Festl^rang ein Polardreieck ABC ^ abc und 
zwei polare Elemente P,|>. 

Auf a sind konjugiert B, C, und femer muß die Polare des 
Punktes ap durch A und P gehen, also ist sie AP und der Schnitt 
mit a ist zu ap konjugiert. Durch diese beiden Paare von Punkten 



1) Es gibt oo* Paare; eine nichtinyolutorische ebene Korrelation besitzt 
nur oo* Paare polarer Dreiecke, welche perspektiv sind. 
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ist die Involution der konjugierten Punkte auf a bestimmt, und per- 
spektiv zu ihr ist die um den Pol A, Ähnlich findet man die In- 
volutionen auf hy c, um By C, Aus der gegenseitigen Lage je der beiden 
bestimmenden Paare schließen wir auf die Art der Involution. 

Der Punkt P liege innerhalb des Dreiecks; infolge dessen liegen 
die Punkte (a, AP\ (6, BP), (c, CP) oder 21, », 6 zwischen den Ecken. 
Dagegen können die Schnitte ap, bp, cp oder ä(iy 93^7 6i zweierlei Lage 
haben: entweder alle drei außerhalb der Ecken, oder nur auf einer 
Seite ist dies der Fall, auf den beiden andern liegen sie zwischen 
den Ecken (Nr. 52). Daraus folgt, daß entweder auf allen drei 
Seiten des Polardreiecks die Involutionen elliptisch sind 
oder nur auf einer, auf den beiden andern hyperbolisch. 

Ist der Basiskegelschnitt reell, so tritt der zweite Fall 
ein, und zwar bei allen Polardreiecken. Denn wir wissen 
(Nr. 111), daß immer zwei Seiten eines Polardreiecks den Kegelschnitt 
reell schneiden, die dritte imaginär. Femer, wenn auch nur ein reeller 
Punkt im Polarfeicie vorhanden ist, der auf seine Polare zu liegen 
kommt, so haben auf allen durch ihn gehenden Geraden die Involu- 
tionen konjugierter Punkte einen, also beide Doppelpunkte reell; wir 
erhalten so oo^ reelle Punkte mit der genannten Eigenschaft, d. h. eine 
reelle Basis. Also, wenn auch nur ein Polardreieck vorhanden 
ist, von dem zwei Seiten hyperbolische Involutionen kon- 
jugierter Punkte tragen, so ist der Basiskegelschnitt reell, und 
alle Polardreiecke sind so beschaffen. 

Wir betrachten nun ein Polardreieck ABC, dessen Seiten drei 
elliptische Involutionen konjugierter Punkte tragen: 

(BC, saati), {CA, »350, U^, ee,); 

wobei wie oben P im Innern und p außen liegt. Wegen der ellip- 
tischen Involution auf CA liegen StiS und p = 2(iS3i in verschiedenen 
Winkeln Äj {A, a), und wegen der Lage von P im Innern fällt Sl^ P 
in den ersteren und Sl^S in den Teil A^^P desselben. Wenn nun 
von dem Dreieck ^£0 die Ecke A und die Gegenseite a festgehalten 
wird, die Ecken B, C also die Involution auf a durchlaufen, so be- 
schreiben AC und PB, nach gepaarten Punkten gehend, projektive 
Büschel; der durch 99 (und 6) erzeugte Kegelschnitt geht durch A 
und P und berührt dort A^ und PV^, der Punkt Stj wird involu- 
torisches Zentrum für die beiden erzeugenden Büschel; die Strahlen 
durch %^ werden involutorisch geschnitten, z. B. a elliptisch-involu- 
torisch. Der Strahl von Sl^ nach dem 33, von dem wir ausgingen, 
schneidet in 93 diesen Kegelschnitt reell, also die Büschel hyperbolisch- 
involutorisch; also tun es alle Strahlen durch ^ in diesem Winkel 
A^P der Tangenten; 33 bleibt in demselben, also auch innerhalb des 
größeren Winkels %i{A, a), der ihn umfaßt, in welchem aber p nicht 
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enthalten ist; folglich bleibt die elliptische Lage TOn S(^S9 nnd p zu 
%^A nnd a, demnach auch die elliptische Lage von S3 und äS^ zu A 
und C Die veränderlichen Seiten AC und AB tragen immerfort ellip- 
tische Involutionen. Mithin bleibt die Elliptizität der Involutionen 
auch bestehen y wenn nun auch die bisher festgehaltenen Elemente 
A und a verändert werden. 

Wenn also ein Polardreieck auf seinen drei Seiten ellip- 
tische Involutionen trägt; so tun es alle. 

Daraus folgt dann, was wir schon erhalten haben^ daß; wenn 
eins eine elliptische und zwei hyperbolische Involutionen 
trägt; dies ebenfalls für alle gilt. 

In einem Polarfelde sind alle Polardreiecke gleicher 
Art: entweder tragen in allen die Seiten und Ecken ellip- 
tische Involutionen konjugierter Elemente oder nur eine 
Seite und ihre Gegenecke tragen solche; die anderen hyper- 
bolische. In jenem Falle ist der Basiskegelschnitt imaginär^ 
und durch das Polarfeld ist er dargestellt; dieses Polarfeld 
ist sein reeller Repräsentant. Imaginär sind von ihm nur die 
Punkte und Tangenten; reell ist zu jedem (reellen) Elemente sein 
polareS; der Mittelpunkt, als Pol der unendlich fernen Gerade; die 
Durchmesser als Strahlen durch ihn, die Involution konjugierter 
Durchmesser als die dem Mittelpunkte zugehörige Involution kon- 
jugierter Strahlen; und das rechtwinklige Paar darin, die AxeU; reell 
auch die analytische Gleichung. Wegen dieser Realität des darstellen- 
den Polarfeldes (und der Gleichung) ist es richtiger; nicht bloß ima- 
ginär, sondern reell-imaginär zu sagen.^) 

Im andern FallC; wo die Basiskurve reell ist; kann sie 
eben jeder der drei Kegelschnitte sein. Deshalb schon nehme 
ich Anstand; die Namen elliptisch und hyperbolisch für die beiden 
Fälle des Polarfeldes mit reell-imaginärer; bzw. reeller Basis ; welche 
in den Steiner-Schröterschen Vorlesungen eingeführt . sind; anzu- 
wenden; und später; bei der Betrachtung des PolarraumeS; werden sie 
sich als ganz ungeeignet erweisen. 

Wir müssen uns begnügen, Polarfeld mit reell-imaginärer, reeller 
Basis zu sagen. 

Man erhält nach Obigem ein Polarfeld der einen oder 
andern Art; wenn ein Polardreieck gegeben und einem 
innern Punkte desselben eine Polare zugeordnet wird; die 
alle drei Seiten auf den Verlängerungen schneidet oder nur 
eine. 



1) Dies Wort anzuwenden, habe ich in meinen Flächen 8. Ordnung, S. 283 
vorgeschlagen. 
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Bei zwei allgemeinen korrelativen Feldern haben wir die 316 
Punkte B, ^^ welche je zu der unendlich fernen Gerade des andern 
Feldes polar sind, schon als Mittelpunkte der Felder eingeführt (Nr. 283); 
wir nennen, die Terminologie der Kegelschnitte weiter yeraUgemeinemd, 
die Geraden durch jß, Q\ welchen also im andern Felde unendlich 
ferne Pole zugehören, die Durchmesser der korrelativen Felder. 
Zwei Durchmesser, der eine durch jß, der andere durch ^, sind kon- 
jugiert, wenn einer und dann jeder Ton ihnen durch den Pol des 
andern geht. Die beiden Durchmesser-Büschel sind projektiv mit kon- 
jugierten Durchmessern als entsprechenden. Die Schenkel s, t\ s\ t' 
der entsprechenden rechten Winkel können wir dann wiederum die 
Axen der korrelativen Felder nennen. 

Legt man sie verkehrt aufeinander, d. h. so, daß s' auf t, t' auf 
s fällt — was auf vier Weisen möglich ist — , so hat man für die 
ineinandergelegten Felder ein Polardreieck erhalten: B hat die un- 
endlich ferne Gerade, die unendlich fernen Punkte von s, t haben 
s'j t' zu Polaren; es ist aLso ein Polarfeld entstanden, und s^t', 
t^s' sind seine Axen. 

Zwei korrelative Felder (mit endlichen Mittelpunkten) 
kann man stets so ineinander legen, daß sie involutorisch 
werden und ein Polarfeld bilden^). 

Für das Polarfeld mögen nun noch die Ghrundzüge der Theorie 317 
der Brennpunkte gegeben werden. Als Brennpunkt eines Polar- 
feldes (oder Kegelschnitts) definieren wir einen Punkt, dessen 
Involution konjugierter Strahlen rechtwinklig ist. Beim 
reellen Kegelschnitte muß er ein innerer Punkt sein. Zu dem Durch- 
messer, der durch einen Punkt geht, ist die Gerade nach seinem un- 
endlich fernen Pole, also die Parallele zum konjugierten Durchmesser 
konjugiert. Folglich können die Brennpunkte nur auf den Axen zu 
finden sein, den zueinander rechtwinkligen konjugierten Durchmessern. 

Es sei a eine von den beiden Axen. Durch einen Punkt Q auf 
ihr sei eine beliebige Gerade p^ gezogen und aus ihrem Pole P^ dad 
Lot p^ auf sie gefällt, also die rechtwinklige und konjugierte Gerade; 
ihr Schnitt mit a sei Q', Die Büschel um diese Punkte Q, Q' 
sind projektiv mit konjugierten Strahlen als entsprechenden. Dem 
gemeinsamen Strahle a sind die Senkrechten konjugiert, die nach dem 
unendlich fernen Punkte der andern Axe &, dem Pole von a, gehen. 
Folglich wird dieser das involutorische Zentrum der beiden Büschel. 
Die unendlich ferne Gerade schneidet sie also in involutorischen Punkt- 
reihen; in dieser Involution bilden die unendlich fernen Pimkte von a 
und h ein Paar, sowie die von p^ und p^'^ also ist sie die absolute 
Involution. Daher ist zu jedem Strahl des einen Büschels der kon- 



1) Schröter, Oberflächen 2. Ordnung, § 49. 
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jiigierte im andern rechtwinklig. Zu welchem Strahle durch Q 
(oder Q') auch der rechtwinklige und konjugierte Strahl 
konstruiert wird; der Schnitt mit a ist ein fester Punkt Q' 
(oder Q), 

Die beiden Punkte Q und Q' bestimmen eindeutig und gleich- 
artig jeder den andern; d. h. sie beschreiben auf a eine Involution^ 
und ebenso tun es entsprechend konstruierte Punkte B und R' auf 
der andern Aze b. Hier sehen wir übrigens diese Inyolution unmittel- 
bar entstehen. Denn die beweglichen Punkte R und R' werden ein- 
geschnitten durch entsprechende Strahlen p und p' der vorherigen 
Büschel Q und Q', welche ja rechtwinklig und konjugiert sind; und 
die eingeschnittenen Punktreihen sind involutorisch, weil auch b durch 
das involutorische Zentrum von Q und Q' geht. Der Mittelpunkt 
und der unendlich ferne Punkt erweisen sich sofort als gepaari 

Somit trägt jede der beiden Axen eine ausgezeichnete 
Involution — Fokalinvolution — von der Beschaffenheit^ 
daß beliebige rechtwinklige und konjugierte Geraden stets 
die Axe in gepaarten Punkten dieser Involution schneiden. 
Für beide ist der Mittelpunkt Zentralpunki 

Ist F etwa ein Doppelpunkt der Involution auf a, so geht, weil 
in ihm Q und Q' sich vereinigen^ zu jedem seiner Strahlen der recht- 
winklige und konjugierte Strahl auch durch ihn; seine Involution 
konjugierter Strahlen wird dadurch rechtwinklige er ist Brennpunkt; 
und umgekehrt e ein auf a gelegener Brennpunkt muß Doppelpunkt 
der Fokalinvolution sein. 

So erhalten wir auf jeder der beiden Axen zwei Brenn- 
punkte, die Doppelpunkte der Fokalinvolution. 

Zwei konjugierte Strahlen durch gepaarte Punkte Q, Q' auf a 
sind rechtwinUig, gehen also durch gepaarte Punkte der absoluten 
Involution^ aber auch durch gepaarte Punkte R und K der Fokal- 
involution auf &. Daraus erhellt, daß die beiden Fokalinvolutionen 
und die absolute Involution verbundene Involutionen sind 
(Nr. 82); und da letztere elliptisch ist^ so muß eine der Fokal- 
involutionen elliptisch; die andere hyperbolisch sein. Also 
sind nur zwei von den Brennpunkten reell; die Axe^ auf welcher 
sie liegen, wird dann Hauptaxe^ die andere Nebenaxe genannt. Ist 
2c die Entfernung der reellen Brennpunkte^ die sogenannte Exzen- 
trizität, so ist <^ die Potenz der hyperbolischen Fokalinvo- 
lution; die Potenz der andern ist dann — <? (Nr. 82). 

Auf a und b haben wir andererseits je eine Involution 
konjugierter Punkte, für welche der Mittelpunkt ebenfalls 
Zentralpunkt ist; ihre Potenzen seien P^, P^, die Halbaxen- 
Quadrate der Basis. Wenn^ und p' wiederum rechtwinklig und kon- 
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jugiert sindy Q und Q' ihre Schnitte mit der Hanptaxe a, B, R' die 
mit der Nebenaze b, so ist: 

MQ . Jf ö'- c* MR • MR\ 

Der Pol P Ton p liegt auf p'; die Lote PS und PT auf a, & sind 
die Polaren von Q und 12^ daher S und T zu diesen Punkten bzw. 
konjugiert^ so daß: 

P^^MQMS, P.^MR'MT. 

Femer ist (auch dem Vorzeichen nach): 

MB ' TR_ TB^ MB' - MT 
MQ' "^ TP ^ MS ^ MS ' 
also: 

MQ MB'-'MT 

MB "■ MS 
oder: 

MQMS-MRMT MR- MR'-, 

demnach: 

Die reellen Brennpunkte liegen auf der Aze mit der 
algebraisch größeren Potenz der Involution konjugierter 
Punkte^ dem algebraisch größeren Halbaxen-Quadrate. Bei der Ellipse 
haben wir: P^^ P^> 0, bei der Hyperbel P^ > > P^, bei dem 
reeU-imaginaren Kegelschnitte > P^ > P^^ so daß^ wenn im ersten 
Falle die Halbaxen-Quadrate a\ 6*, im dritten — a\ — 6' sind, dort 
a > 6, hier a < 6 ist. 

Die beiden Azen und die reellen Brennpunkte auf der einen be- 
stimmen beide Involutionen und die andern Brennpunkte; die isotropen 
Doppelstrahlen der rechtwinkligen Involutionen um jene schneiden 
diese ein, und wir erhalten ein imaginäres Yierseit von Tan- 
genten, dessen Gegenecken-Paare durch die einen und die 
andern Brennpunkte und die absoluten Punkte gebildet 
werden^). Diese vier Tangenten oder die beiden rechtwinkUgen Invo- 
lutionen als Involutionen konjugierter Strahlen führen zu einer 
Schar von Kegelschnitten mit gemeinsamen Brennpunkten, 
konfokalen Kegelschnitten; hat einer die Halbazen-Quadrate a, b, 
a>by so sind die der andern a — X, & — X, und die Schar zerfällt in 
Ellipsen: X < 6, Hyperbeln: a>X>6, und reell-imaginäre Kurven: 
X > a. Durch jeden Punkt gehen zwei reelle ungleichartige, 
die sich rechtwinklig schneiden. Das rechtwinklige Paar kon- 

1) BrennpTinkte einer ebenen Kurve sind, nach der Yeraligemeinerong von 
Plücker, die Schnittpunkte der Tangenten aus dem einen absoluten Punkte 
mit denen aus dem andern. Eine Kurve n^' Elasse hat also n' Brennpxmkte, 
darunter n reelle. 
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jugierter Strahlen durch ihn, allen Karren der Schar gemeinsam, (die 
Halbierongsstrahlen der Winkel der Strahlen nach den Brennpunkten) 
sind Tangente und Normale f&r beide; die Tangente der Ellipse hat 
die Brennpunkte auf derselben, die der Hyperbel auf yerschiedenen 
Seiten. Gleichartige konfokale Kegelschnitte schneiden sich 
nicht reell; einer umschließt den andern. Ungleichartige können 
von keiner Gerade zugleich imaginär geschnitten werden^). 

Durch die beiden Halbazen - Quadrate P^, P^ lassen sich die 
beiden (reziproken) Potenzen der Involution konjugierter Durchmesser 
ausdrücken. 

Es seien wieder Q und S konjugierte Punkte auf a, q die Polare 
von Qj also die Parallele durch S zu &; wir schneiden sie mit den 
konjugierten Durchmessern d und d' ir E und J?'; die Polare e von 
E geht dann durch Q parallel zu d'] schneidet sie die Axe & in 1{^ 
so ist dazu die Parallele durch E zu a polar und ihr Schnitt T mit 
b zn B konjugiert^ so daß wie oben: 

Die Potenz p^ der Involution der konjugierten Durch- 

messer^ in Tangenten geschrieben und auf den Zentralstrahl a be- 
zogen^ ist: 

SE'SE^ MTME _Pb 



denn 



MT=SE und ^^' ^^ 



MS QM 

Ist das Zentrum einer Homologie Brennpunkt eines Kegelschnitts 
(oder Mittelpunkt eines Kreises), so ist es auch Brennpimkt des ent- 
sprechenden Kegelschnitts. So kann man durch Homologie Fokal- 
eigenschaften eines Kegelschnittes aus Eigenschafben des Kreises ab- 
leiten. 
318 Die Kernkurven einer allgemeinen ebenen Korrelation 

können imaginär sein; wir stellen ihre Polarfelder her, um 
in diesem Falle die reellen Repräsentanten zu haben. 

Wir schneiden wiederum die beiden Polaren x\ y eines Punktes 
3 = ^=1^' im doppelt konjugierten Punkte 3i ^^<^ ziehen durch 
diesen den Strahl g, welcher durch x\y vom Strahle 3i3^ harmo- 
nisch getrennt wird. Damit ist jedem Punkte 3 eindeutig diese Ge- 
rade 2 zugeordnet, auch einem Punkte der Punkt-Kemkurve, obwohl 
mit ihm 3i zusammenfällt, aber die Gerade 3i3 ^^^ j^ durch TT be- 
stimmt. Nur XJf V machen eine Ausnahme, weil z. B. für U jeder 

1) Wegen der weiteren Brennpunkts -EigenBchafben vgl. man Steiner- 
Schröters Yorlesnngen, § 86 und 60; oder Reye, Qeometrie der Lage, 1. Abt, 
4. Aufl., 18. und 14. Vortrag nnd Anhang, Nr. 185 ff. 
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Pankt Ton u zugehöriger Punkt 3i ^^ ^^id die drei Strahlen x', y, 3i3 
in u zusammenfallen, so daß zunächst dem Punkte U und ebenso dem 
V jede Gerade der Ebene zugeordnet wird. In Wirklichkeit besteht 
auch hier keine Unbestimmtheit; wenn wir uns vorderhand nur an 
den allgemeinen Fall halten und da die Zuordnung der Elemente 3; i 
als Polarfeld erkennen werden^ so wird dieses dann den Uy V auch 
bestimmte Gei*aden zuweisen. 

Dem Punkt W wird, obwohl 33i jeder Strahl durch ihn sein 
kann, doch eindeutig die M7, in der sich x^y vereinigen, als } zu- 
geordnet. 

Wir fragen jetzt, wie viele (von Z7, V verschiedene) 3 P^* ^ 
zu einer gegebenen Gerade 3, ffir welche sie die einzige zugeordnete 
Gerade ist? 

Wenn von zwei doppelt konjugierten Punkten 3;3i ^^^ ^^^ eine 
Gerade durchläuft, so beschreibt der andere einen Kegelschnitt, der 
durch U, V, W und die Pole der Gerade geht; denn durch projektive 
Büschel um sie wird er erzeugt (Nr. 307). 

Die Gerade ^^s^if sei gegeben und erfüllt von Punkten 3i9 
die zugehörigen 3 erzeugen den Kegelschnitt 3* =■ {ÜVWS'T). Aus 
jedem der 3i ziehen wir die Polaren x'y y des 3 ^^^'^ wollen wissen, 
wie oft der vierte harmonische Strahl zu a:',y;3i^i^t ) zusammen- 
fällt, oder wie oft der vierte harmonische Strahl zu x\ y; } durch W 
geht. Die Polare x' umhüllt den Kegelschnitt {x')y der im zweiten 
Felde dem 3' durch die Korrelation entspricht, also die Uy Vy u?, 3 be- 
rührt; der von y umhüllte Kegelschnitt (y) tut es ebenfalls. Also 
lautet die Frage: wie oft geht, während 3i ^^ der gemeinsamen Tan- 
gente 2 sich bewegt, der vierte harmonische Strahl, der dieser Tan- 
gente je in bezug auf die beiden zweiten Tangenten x\ y aus 3i ^^^ i 
zugeordnet ist, durch W^ Nach dem dualen Satze zu dem am 
SchluBe von Nr. 295 erhaltenen Satze geschieht es dreimal Wir 
haben also drei solche Punkte 3i ^^^ h ^^ denen g der vierte har- 
monische zu Xy y] QiW ist; aber zwei von ihnen sind die Punkte 
ju^ f^v, denen als 3 die Punkte U, V zugehören, für welche } nicht 
die einzige zugeordnete Gerade ist. Nur der dritte Punkt führt zu 
einem solchen 3- 

Die Zuordnung (3;i) ist also in beiderlei Sinne eindeutig« 

Nunmehr laufe 3 ^^^ der Gerade r = i = m'; der Kegelschnitt 
^* des zugehörigen 3i geht durch Uy F, W, X', M, Die drei Strahlen 
:r', y, 3i3 gehen von den Pimkten 3i dieses Kegelschnitts nach drei 
festen Punkten L\ My W desselben; folglich tut es auch der vierte 
Strahl }. Dieser Büschelscheitel iR, der vierte harmonische Punkt in 
der krummen Punktreihe zu i', M] W, entspricht im Felde (g) der j 
der Gerade r, insofern sie zum Felde (3) der 3 gebt. DaB die 
Punktreihe r und der Büschel 9t projektiv sind, ist leicht zu erkennen. 
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Die Zuordnung (ß^j) ist Korrelation. 

Die Gerade r und der Punkt 9t sind beliebig entsprechende Ele- 
mente derselben in (3) und (j). Läßt sich nun zeigen, daß r ans 9t 
ebenso sich ergibt, wie j ans 3? ^so r und 9t auch entsprechend sind 
in (j) und (3)^ so ist die Korrelation involutorisch und Po- 
larfeld. 

Wenn 3 ^^ <>b6i^ ®üi Punkt von r und } die entsprechende 
Gerade ist, die dann durch 9t geht, so sei auf diese der beliebige 
Punkt ®^H^r gelegt; die zugehörige Gerade g muß durch 3 
gehen. 

In der Tat, wenn 3® nii* ^';y>Ä', i in Xj', F^, -ff^', I^ geschnitten 
wird, welche bzw. zu X, Y', -ff, i' in der gegebenen Korrelation kon- 
jugiert sind, so ist: 

3@rii, A x/fli'3@ A ®3^i'Xi'; 

demnach sind 3®> Y^H^^ I^X^ in Involution und: 

3®r,x/A®3J3i'Ji. 

Der linke Wurf, perspektiv zu 3i (3j h Vj ^ly ^* harmonisch; also 
ist auch der rechte harmonisch und der ebenfalls harmonische Wurf 
®i(@fQfh',i) steht über ihm und g geht durch 3- 

Was fQr @ gilt^ gilt auch für 9t, dessen zugeordnete Gerade zu- 
nächst r heiße. Sie geht also durch 3; ^^^ ^i; durch den r auch 
gehen muß, liegt auf r, weil 91 auf 91'; also hat r mit t die Punkte 
3 und 91] gemein und ist mit ihr identiscL 

Die Punkte 3 ^^^ ^y 3^ ^^^ 3i identisch, fallen auf die zuge- 
hörige j, also gehören sie der Basiskurre an, als der Punkt-Kemkurve 
des Polarfeldes; K^ ist daher diese Basiskurre imd die zugehörige 
Gerade j ist je die Tangente von £*', die also immer zu dem Strahle 
nach W harmonisch ist in bezug auf die beiden Polaren oder Tan- 
genten an die andere Kemkurve. 

Und nun erhalten auch U, V ihre eindeutig zugeordneten Geraden 
in den Tangenten u, v. 

Für das Polarfeld (K^ der Punkt-Kernkurve erhält man 
also zu einem beliebigen Punkte 3 ^^^ Polare } in dem 
Strahle, welcher durch die beiden Polaren x\y von 3 ^^^ 
diesem Punkte harmonisch getrennt wird; und wir können be- 
liebig viele Paare entsprechender Elemente konstruieren. 

Für das Polarfeld (fj) der Geraden-Kernkurve ist zu 
einer Gerade polar der Punkt, der von ihr durch die beiden 
Pole harmonisch getrennt ist^). 

1) Schröter, Jonm. f. Math., Bd. 77, S. 106, Oberflächen 2. Ordnmig, § 60. 
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Die Konstruktion ist analog zu derjenigen von Nr. 75. 

Leiten wir die doppelte Berührung der beiden Eernkurven 
aus den Polarfeldem ab. Die Gerade w und ihr involutorischer Pol W 
ergeben sich als Verbindungslinie zweier Schnittpunkte doppelt kon- 
jugierter Geraden; als Schnittpunkt zweier Verbindungslinien doppelt 
konjugierter Punkte; 3 ^^^ ^^^ Punkt von w^ 3i ^^^ üi W, so 
daß J, die Polare von 3 ^ (-^*)> durch W geht; 3* soi ^"^ Schnitt 
mit Wf also dem 3 i^ (-^*) konjugiert Die beiden Pole von j* = W^ 
müssen auf w und bzw. auf den Polaren x', y von 3 liegen^ sind 
also deren Schnitte X'* Y* mit u?; also ist der durch sie von J* 
getrennte harmonische Punkt; der Pol von j* in (f,); der 3* ^i^d 
3, 3* s^^d auch in (f,) konjugiert. Folglich haben (Z"*) und (f,) 
dieselbe Involution konjugierter Punkte auf Wy und da W und w in 
beiden polar sind; auch dieselbe Involution konjugierter Strahlen um W^ 
perspektiv zu jener. Die beiden Kegelschnitte K^ und V^ berühren 
sich in den Doppelpimkten der ersteren mit den Doppelstrahlen der 
letzteren als Tangenten. Je nach dem jene gemeinsamen Involutionen 
konjugierter Elemente hyperbolisch oder elliptisch sind; ist diese dop- 
pelte Berührung reell oder imaginär. Im letzteren Falle haben 
wir in den Involutionen die reellen Repräsentanten der ima- 
ginären Elemente Uj F;U;t;. 

Von dem beliebigen Punkte j^^X^ Y' sei l nach dem einen 
Schnitte B! von K^ mit der einen Polare x gezogen; die Projektivi- 
tat konjugierter Punkte auf ihr artet aus und zwar sO; daß dem R*^ 
alle Punkte von l konjugiert sind; denn seine Polare r muß durch 
ihn, als Punkt von K\ und durch 3 = -^ geheU; also mit l zusammen- 
fallen. Der zweite Schnitt Q von l mit f ; als zweiter Koinzidenz- 
punkt; ist der andere singulare Punkt und hat; als Punkt des ersten 
Feldes ; die l zur Polare im zweiten; weil l durch Y' geht; lie^ Q 
auf y; l geht also auch durch einen der Schnitte der andern Polare 
von 3 ™i^ ^'* ^^ ^ 1^^ beiden Pole enthalt; ist sie Tangente von r^; 
und für die Tangenten von V^ wissen wir schon (Nr. 306); daß sie 
ausgeartete Projektivitäten konjugierter Punkte tragen. Die beiden 
zweiten Schnitte von x'y y mit K* liegen ebenfalls auf einer Gerade 
durch 3- 

Die Schnitte der beiden Polaren x\ y von 3 ^^^ ^^ liegen 
auf den beiden Tangenten aus 3 ^^ T^; diese Geraden tragen 
ausgeartete Projektivitäten konjugierter Punkte; in denen 
je die genannten Schnitte singulär sind. 

Auch hieraus folgt; daß die Polare von 3 ^^^ ^^ durch den 
Schnittpunkt x'y geht und von 3 d^u-ch x' und y harmonisch ge- 
trennt wird. 

Nur wird hierbei eventuell mit imaginären Elementen gearbeitet. 
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319 Wenn auf zwei Seiten p » QRj q -» PB eines Polardreiecks eines 

Polarfeldes T und Ty Z und Z in den Involutionen konjugierter 
Punkte gepaart sind, so sind die Gerade Y Z und der Schnittpunkt 
(PF, QZ) polar oder, wenn wir mit y^y^a^z die über ihnen stehen- 
den Paare der Involutionen konjugierter Strahlen um die Gegenecken 
P, Q bezeichnen, die Gerade {py, qg) und der Punkt ya. Daraus er- 
gibt sich folgende Herstellungsweise eines Polarfeldes^). 

Auf zwei Geraden p, q seien Involutionen (p), {q) gegeben; 
dem gemeinsamen Punkt B seien Q, P gepaart und r deren 
Verbindungslinie, so daß in den Perspektiven Involutionen (P), (Q) 
die r,q] r,p je ein Paar bilden. Wir ordnen X und x' einander 
zu, wenn af in Y^ Z trifft und diesen Punkten die Schnitte 
Y, Z von PX, ^X in (p), (q) gepaart sind oder wenn in X sich 
y,e schneiden und diesen in (P), (Q) die Strahlen yyi nach den 
Schnitten x'p, x'q gepaart sind. Die Zuordnung ist in beiderlei Sinne 
eindeutig. 

u' sei eine beliebige Gerade, A^ B ihre Schnitte mit p, g, also 
U^{PÄy QB) der ihr zugeordnete Punkt; wir fassen jene als Ge- 
rade t des ersten Feldes auf, auf welcher sich X bewegt; zu ihm 
perspektiv bewegen sich Y und Z, zu diesen F, Z involutorisch, also 
zueinander projektiv. Kommt X nach fr, so fallen F, Z nach Q, P, 
Yj Z beide nach B, folglich befinden sich die Punktreihen der 
Y,Z m perspektiver Lage und x^YZ beschreibt den Strahlen- 
büschel um das Zentrum T\ Damit ist die Beziehung als Korrelation 
erkannt. 

Die beiden Punkte Ay B von t liefern am schnellsten das Zen- 
trum T', Die zu A gehörigen YyZjY^Z sind A, B, Ä, P, also ist 
PÄ die zugehörige Gerade und QB die zu B gehörige, folglich T' 
der Schnitt (PA, QB) und T' identisch mit U. Die Elemente ü=r 
und u = f entsprechen sich also in beiderlei Sinne, und die Korrela- 
tion ist involutorisch: ein Polarfeld. 

Zu A gehört) wie eben geftmden, PÄ als Polare, also sind Ay Ä 
konjugiert im Polarfelde; femer haben P, Q, B die Gegenseiten p, q, r 
zu Polaren; also wird PQB ein Polardreieck, p, q konjugiert und 
die gegebenen Involutionen sind solche konjugierter Punkte. 

Ein Polarfeld ist vollständig und eindeutig bestimmt 
durch zwei Involutionen konjugierter Elemente auf kon- 
jugierten Trägern. 



1) Steiner-SchrOters Yorlesangen, 3. Aufl., Nr. 292. 
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Für einen Punkt X auf r (oder einen Strahl durch E) wird die 
Konstruktion zunächst unbestimmt^ weil* die beiden die Polare bestim- 
menden Punkte sich vereinigen; aber eine Gerade durch ihn liefert 
in ihrem Pol einen zweiten Punkt fOr sie. 

Die luTolution (r) konjugierter Punkte auf r ist (Nr. 82) den In- 
volutionen (p), ig) nicht verbunden; vielmehr laufen die Verbindungs- 
linien^ mit den Gegenecken, der gepaarten Punkte Ä^ B, C zu den 
drei Schnitten Ä, B, C einer Gerade mit p^q^r in einen Punkt zu- 
sammen, den Pol der Gerade. 

Ist (rj) die Involution auf r, welche den (p), (q) verbunden ist, 
und Oj in ihr dem G gepaart, also in gerader Liaie mit Ä, B gelegen, 
80 sind diese beiden dem C in (r) und (rj gepaarten Punkte Ü und 
C| harmonisch in bezug auf P, Q (Nr. 52); ebenso, wenn C^ in (r^) 
dem Ü gepaart ist, G und Ci- Folglich bilden C, C^] C, G^ zwei 
Paare der Involution (P, Q) mit P, Q als Doppelpunkten. Weil aber 
PQ ein Paar sowohl von (r), als von (r^) ist, stützen sie sich beide 
auf (P, Q) (Nr. 85). Das Paar GC von (r) geht durch (P, Q) in 
CiCi über, das aUo ebenfaUs ein Paar von (r) ist; andererseits geht 
jenes in dieses auch durch (r^) über, so daß auch (r) und(rj) ein- 
ander stützen. 

Die Involution konjugierter Punkte (r) auf r, diejenige 
(rj, die den beiden Involutionen konjugierter Punkte (p), (q) 
verbunden ist, und die Involution mit den Doppelpunkten 
P, Q bilden ein Tripel sich gegenseitig stützender Involu- 
tionen. 

An diese Bestimmung des Polarfeldes durch zwei Involutionen kon- 320 
jugierter Elemente auf konjugierten Trägem, bei welcher leicht polare 
Elemente hergestellt werden können, hat Schröter^) eine Reihe an- 
derer Bestimmungen angeschlossen. Endziel ist ihm die Bestimmung 
des Polarfeldes durch fünf Paare konjugierter Punkte; er liefert für 
diese die lineare Konstruktion der Polare irgend eines Punktes, jedoch 
in sehr umständlicher Weise. Wir werden später diese Aufgabe in 
anderer Weise behandeln. Hier sollen einige einfachere Bestimmungen 
auf die oben genannte zurückgeführt werden. 

1. Es sei das Polarfeld durch ein Polardreieck ÄBG und 
die Involution konjugierter Strahlen um P (oder die Involu- 
tion konjugierter Punkte auf einer Gerade) gegeben. 

Man schneidet BG, AG mit den Strahlen PA, PJB in «, 85 und 
mit den zu ihnen in der Involution gepaarten Strahlen in Sl', 93', den 
Polen von PAy PB, so hat man auf den konjugierten Geraden JB(7, A G 
die Involutionen konjugierter Punkte B, C; ?l,?l', bzw. -4., C; 85,85'. 



1) Steiner-SchiOteiB Yorlesimgen, § 68. 

Sturm, Geometr. Verwuidtachsfkeii. IL 
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2. Es seien das Polardreieck ABC und zwei polare Ele- 
mente P,p gegeben. 

Auf BG sind konjugiert B, C und die Schnitte mit p und PA^ 
auf äC die A^C und die Schnitte mit p und PB, 

3. Zweimal sind Pol und Polare: P^jp; Q, q und einmal 
zwei konjugierte Punkte A^Ä' (oder Geraden) gegeben. 

Es sind dann auch R^pq und r==PQ polar. Schneidet man 
r mit p,q in P^, Q^, so sind RPP^, ^QQi Polardreiecke; auf r hat 
man die Involution konjugierter Punkte {PPi, QQi)} nnd ebenso, 
perspektiy dazu, die Inyolution konjugierter Strahlen um R. Jetzt 
erst greifen AjA' ein; schneidet man AA' mit r in S und ist S' der 
S in der Inyolution auf r gepaarte Punkt^ so ist RS' die Polare yon S 
und der Schnitt mit AA' konjugiert zu S, so daß wir auf AA' die 
Inyolution konjugierter Punkte haben und außerdem ein Polardreieek 
wie in 1. 

Nehmen wir aber an, es seien nur zwei Involutionen (j>), (g) 
konjugierter Punkte gegeben, ohne daß p und q konjugiert 
sind, so ist das Polarfeld noch nicht bestimmt. 

Es werde die den (p), (q) verbundene Involution (r) konstruiert^ 
deren Trager r die dem Schnittpunkte B^pq gepaarten Punkte Q, P 
in (p), (q) verbindet; (r) sei irgend eine der auf (r) sich stützenden 
Involutionen. Weil in allen Polarfeldem, zu denen (p), (q) gehören, 
JR und r polar sind, so ist r zu p und q konjugiert Wir stellen da- 
her aus den auf konjugierten Trägem py r gelegenen Involutionen 
(p), (r) das Polarfeld her; so ist zu beweisen, daß (q) zu ihm gehört 
X sei ein Punkt von 9; wir konstruieren seine Polare x in dem Polar- 
felde. Wenn P' dem Q in (r) gepaart ist, so haben wir X aus P' 
und JR auf p und r zu projizieren; die letztere Projektion ist P, die 
andere sei F; wenn femer Qf dem P in (r) und F* dem Y in (p) 
gepaart ist, so ist Qf T' die Polare x von X und ihr Schnitt X' mit q 
zu X konjugiert Den beiden in (r) gepaarten Punkten P, Q sind 
in (r) bzw. Q', P' gepaart; folglich bilden diese, weil (r) und (f) sich 
stützen (Nr. 85), ein Paar in (r). Dann müssen, nach d^ Eigenschaft 
verbundener Involutionen, die beiden Geraden P' Y und Q' Y', welche 
ein Paar von (r) mit einem von (p) verbinden, in q ein Paar der (q) 
einschneiden, d. h. X' ist dem X in dieser Involution (g) gepaart Jede 
zwei gepaarte Punkte der (q) sind konjugiert im Polarfelde. Und 
umgekehrt, wenn das der FaU sein soll, so müssen Q', P', welche den 
in (f) gepaarten P^ Q in (r) gepaart sind, ein Paar in (r) bilden; 
d. h. (r) muß sich auf (f) stützen. So führen die 00^ Involutionen, 
welche sich auf die Involution stützen, die den (p), (g) ver- 
bunden ist, zu den 00^ Polarfeldern, zu welchen (p) und (g) 
gehören. 
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Diese Polarfelder gehören zu den Eegelsclinitten durch die vier 
Doppelpunkte der Involutionen auf (p) und (q). 

Bei dieser Herstellung des Kegelschnitt-Büschels wird die Heran* 
Ziehung yon Punkten der Kegelschnitte vermieden (vgL Nr. 124). 

Aus 2. ergibt sich die Umkehrung eines Satzes in Nr. 118: 
Zwei demselben Kegelschnitte K eingeschriebene Drei- 
ecke ABC, DEF sind Polardreiecke eines Polarf&ldes. Wir 
bestimmen dasselbe durch das Polar dreieck ABC und D und EF als 
Pol und Polare^ und vervollständigen in ihm Z), E zum Polardreiecke; 
die dritte Ecke F' muß auf EF liegen und nach Nr. 118 befinden 
sich ABC, DEF* auf einem Kegelschnitte, ako auf dem durch A, ... E 
bestimmten K, und F' ist der zweite Schnitt desselben mit EF, 
demnach mit F identisch. 

Ebenso sind zwei demselben Kegelschnitt umgeschriebene Drei« 
ecke zugleich Polardreiecke in einem Polarfelde. 

Nun ergibt sich der Satz am Ende von Nr. 118 auf andere Weise. 
Die beiden demselben Kegelschnitte eingeschriebenen Dreiecke ABC, 
DEF sind Polardreiecke eines Polarfeldes, und als solche (Nr. 118) 
demselben Kegelschnitt umgeschrieben. 

Femer möge die Herstellungsweise eines Polarfeldes in Nr. 319 321 
benutzt werden, um fdr den sogenaonten Kegelschnitt der 14 
Punkte*) das Polarfeld zu konstruieren. Wir gehen von drei ver- 
bundenen Involutionen aus: (a), (b), (c). Die sechs Doppelpunkte E, E'] 
F,r,G,& büden das Vierseit EFG,Er 0\WFG',E'F'0, für 
welches Qbc = S[a3e Diagonaldreieck ist. Es seien S[o^^^o®o';®o®o' 
die drei Paare aus den Involutionen, welche bzw. zu den Ecken 
89, (£; (S, Sl; Sl, 93 harmonisch sind, und j}^ der Kegelschnitt durch sie 
(Kr. 123). Das ist der Kegelschnitt, um den es sich handelt. Da 
^o> ^ 2^ ®; ^ ^^^ 2^ ^9 ^' harmonisch sind, so ist die Involution 
(o') — (856, ^ü') diejenige der für ft^ konjugierten Punkte auf a, 
ebenso (V) - (6«, FF") und (c') - («83, G (?')•, sie stützen sich bzw. 
auf (a), (b), (c). 

81836 ist Polardreieck, also genügen die beiden Involutionen {oT) 
und (y) auf den konjugierten Geraden a, b zur Festlegung des Polar- 
feldes. 

Die Polare von E muß durch E' und Sl gehen, ist also E%, 
und der Schnittpunkt E^ = {EFG, -B'Ä) ist zu E konjugiert; er ist 
der vierte harmonische zu ^ in bezug auf F, G, wie das Viereck 
fiE'F' G' zeigt. Sind ebenso F^ und G^ harmonisch zu F, G in be- 
zug auf G,E, bzw. E,F, so sind EE^,FF^, GG^ in Involution 
(Nr. 144), und das ist die Involution konjugierter Punkte für %^ auf 

1) Ciemona, Messenger of Mathematics, Bd. 3, S. 13, 88. 
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EFG\ ihre Doppelpunkte^ welche mit E^ Fy G äquianharmonische 
Würfe bilden^ die zum Tripel EFG gehörigen Hess eschen Punkte 
(Nr. 150), liegen also auf k^, und so erhalten wir ftlr denselben 8 
weitere Punkte auf den Geraden EFG, EF'G'y .... 

Sind die drei Inyolutionen (a), {h\ (c) hyperbolisch, so sind die 
sechs Punkte %^y ^\ . . . imaginär; denn iB, S und E^ E' liegen ellip- 
tiscL Die drei Involutionen konjugierter Punkte {a')y (b^, (c') auf den 
Seiten des Polardreiecks sind also elliptisch; daher ist St^ reell-imaginar. 
Die Hesseschen Punkte, zu den reellen Tripeln EFG, . . . gehörig, 
sind auch imaginär (Nr. 144). 

Sind aber (a), (b) elliptisch und (c) hyperbolisch, so sind ^,9to'; 
93o; 93o' reell und daher auch Sto; @o; ^q ^^^^ ^^^ ^^ Hesseschen 
Punkte sind imaginär, so jedoch, daß die auf EFG gelegenen zu den 
auf E'F'G und die auf E'FG' zu denen auf EF'G' konjugiert sind. 
Nach den beiden Tripeln GEF und GF'E' kommen vom reellen 
Punkte G' die reelle Gerade G'G und die beiden konjugiert imagi- 
nären Geraden G'EF' und G'F'Ey definiert durch die elliptische In- 
volution, die aus G' die (a) und (b) zugleich projiziert; also sind die 
Hess eschen Strahlen zu diesem Tripel reell; nach Nr. 145 kann man 
sie konstruieren. Sie sind die Geraden, welche die konjugiert imagi- 
nären Hesseschen Punkte auf GEF und G\E'F' verbinden, und die 
Involution, welche aus G die (a) und (b) projiziert, schneidet in sie 
die darstellenden Involutionen dieser Punkte ein. 

Handelt es sich um den speziellen Fall (Nr. 82), wo zwei In- 
volutionen (b), (c) mit der absoluten Involution (a) verbunden sind, 
so ist der Kegelschnitt der 14 Punkte folgende Hyperbel. Sie hat % 
zum Mittelpunkt, die Halbierungslinien der Winkel bc zu Asymptoten 
und die beiden Punkte auf b zu Scheiteln, welche mit den Doppel- 
punkten von (c) auf einem Kreise um % liegen. 

322 Es seien gegeben ein Dreieck ABC und ein Dreiseit a'Vc' in der- 

selben Ebene, welche perspektiv sind; das Zentrum, in welches die Verbin- 
dungslinien {Ay Vc"), (JB, c'a')y (Cy a'V) zusammenlaufen, sei S, und die 
Axe, welche durch^die Schnitte « = {BC, a^, 85 - {CA, b"), ß = {AB, c') 
geht, sei s\ Wir legen dann eine Korrelation fest: 

ABCS 
a'V d s' 

Nennen wir noch Ä^, S8i, ©^ ^® Schnitte von S{Ay B, G) mit $' und 
rechnen sie zunächst zum ersten Felde; da die Geraden S{AyByC) 
aus dem ersten Felde die Sl, 99, @ oder s\a'y Vy c') zu Polen im zwei- 
ten haben, so sind jenen Punkten Sli; 83^, S^ aus dem ersten Felde 
diese Punkte ^, 93, S im zweiten konjugiert. Nun lehrt das Viereck 
SABCy daß ^Sl, SiSS, (SiS in Involution sind; also bilden die kon- 
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jugierten Punkte auf s' inyolutorische Punktreilieii; jede zwei gepaarte 
Punkte dieser Inyolution sind in beiderlei Sinne konjugiert. Der 
Punkt %y auf BC gelegen^ hat als Punkt des ersten Feldes^ eine 
durch Vc' gehende Polare ; die aber^ nach dem eben erhaltenen Er- 
gebnis^ auch durch SI^ geht; mithin SÄ ist; ebenso haben 93; (S im 
ersten Felde die SB, SC zu Polaren im zweiten und s' aus dem ersten 
Felde hat S zum Pole im zweiten. Der Punkt S und beliebig zwei 
gepaarte Punkte jener Inyolution auf s' sind zu je zweien in beiderlei 
Sinne konjugiert und bilden ein Polardreieck; also liegt ein Polar- 
feld vor. 

Demnach ist diejenige ebene Korrelation^ in welcher 
zwei perspektiy gelegene Dreiecke, sowie Zentrum und Axe 
entsprechend sind, ein Polarfeld^). 

Die Umkehrung hatten wir in Nr. 314. 

Man kann, wegen Nr. 45, diesen Satz auch etwas anders aus- 
sprechen. 

Wenn in einer ebenen Korrelation einem Viereck jijBCi) 
ein Vierseit alV cS entspricht, welches jenem verkehrt ein- 
geschrieben ist, d. h. so, daß auf den Seiten 

AB, AC, AD, BC, BD, CD 

die Ecken 

cd^, Vd'p V d, a'd'y a'd, a'V 

liegen, so handelt es sich um ein Polarfeld^. 

Unsere Figur besteht aus zehn Punkten und zehn Geraden, und 
mit jedem dieser Punkte, inzidieren drei Geraden, mit jeder Gerade drei 
Punkte. Sie läßt sich noch, wie a. a. 0. schon gesagt wurde, auf zehn 
Weisen als Figur von zwei Perspektiven Dreiecken, Zentrum, Axe und 
den inzidenten Verbindungslinien und Schnittpunkten auffassen: man 
nimmt jedes der zehn Paare polarer Elemente unseres Polarfeldes als 
Zentrum und Axe, woraus dann sofort zwei in demselben polare Drei- 
ecke als perspektiy sich gegeben, wie dies ja auch nach Nr. 314 
notwendig ist. 

Auf jeder der zehn Geraden geben uns die drei Punkte und die 
Schnitte mit ihren Polaren sofort die Involution koi^jugierter Punkte; 
und perspektiy zu ihr ist diejenige der konjugierten Strahlen um den 
Pol. Diese 2*10 Involutionen liefern für die Basiskurve 20 Punkte 
und ihre Tangenten. 

Zu der vorliegenden ebenen Figur führt ein raumliches voll- 
ständiges Fünfeck A^A^A^A^A^ durch die Spuren AJ^^, üj^^^ der 

1) Standt, Geometrie der Lage, Nr. 241. 

2) Pasch, Math. Annalen, Bd. 26, 8. 216. 
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sehn Verbindangslinien aj^^'^'Äj^Ä^ und der zehn Yerbindnngs- 
ebenen aj^^j^^^Ä^A^Aj^. Es sind z. B. A^iA^iÄ^^d^^a^^a^j^ und 
^86^86^186 = ^6-^5 ^5 perspektive Dreiecke; die Verbindungslinien 
entsprechender Ecken sind €^4^9 (h4A> ^uiy welche in Ä^ zusammen- 
laufen, und die Schnittpunkte entsprechender Seiten sind Ä^yA^^jAi^f 
welche auf a^^^ liegen. 

Ein räumliches vollständiges Fünfeck ruft in jeder Ebene 
ein Polarfeld hervor; in ihm sind die Spuren gegenüber- 
liegender Elemente polar. 

323 Jede Fläche zweiten Grades F^ induziert in einer belie- 

bigen Ebene, mag sie von ihr reell oder imaginär geschnitten 
werden, ein Polarfeld, das im letzteren Falle der Repräsen- 
tant der reell-imaginären Schnittkurve ist. 

Wir setzen dabei folgende Sätze aus der Polarentheorie der 
Flächen zweiten Orades als bekannt voraus: 

Jedem Punkte ist, in bezug auf eine Fläche zweiten Ghrades, eine 
Polarebene zugeordnet, jeder Ebene ein Pol; die i Polarebene eines 
Punktes der Fläche ist seine Berührungsebene. Läuft der Pol auf 
einer Gerade, so dreht sich die Polarebene (projektiv) um eine andere 
Gerade, welche die Polare jener heißt. Diese beiden Geraden haben 
reziprokes Verhalten (daher auch: reziproke Polaren), so daß auch von 
jedem Punkte der zweiten Gerade die Polarebene durch die erste geht. 
Die Polarebenen der Punkte einer Ebene erfüllen (korrelativ) den 
Bündel um den Pol derselben, die Pole der Ebenen durch einen Punkt 
das Feld in seiner Polarebene. 

Wir kommen jedoch auf diese Beziehung zwischen Pol und 
Polarebene einer Fläche zweiten Grades beim Polarraume zurück. 

Nun sei TT die gegebene Ebene; jedem Punkt X derselben, zum 
ersten Felde gerechnet, ordnen wir im zweiten den Schnitt x' von TT 
mit seiner Polarebene i nach i^ zu; die Polarebenen E der Punkte 
von TT bilden einen Bündel; und eine Gerade x' in TT bestimmt eine 
Ebene in diesem Bündel, die also einem in TT gelegenen Pole zuge- 
ordnet ist. Diese Zuordnung ist somit eindeutig. Durchläuft X eine 
Gerade o; in TT, so dreht sich die Polarebene i um die Polare x^ in 
bezug auf JF^ und x' um die Spur X' derselben in TT. Die Zuord- 
nung ist also linear und demnach Korrelation, und der Gerade x im 
ersten Felde entspricht X' im zweiten. Es sei x = y', so geht durch 
y eine Ebene aus dem Bündel der Polarebenen der Punkte von TT; 
ihr Pol Y liegt also in TT. Da sie aber durch x geht, so muß, nach 
dem Satze über reziproke Polaren, dieser Pol Y auf x^ liegen, also 
ist er der Schnitt von x^ mit TT; d. h, Y= X'. Jede zwei ent- 
sprechenden Elemente korrespondieren sich also in beiderlei Sinne; 
die Korrelation ist durchweg involutorisch: ein Polarfeld. 
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Wir wollen ein Polardreieck herstellen; tS sei als Spur der Polar- 
ebene E Ton X in TT erhalten und Y auf oi gelegt, also auf S, folg- 
lich geht die Polarebene x\ von Y durch X, mithin auch ihre Spur y . 
Der Sclinitt Z *» x'jf liegt in E und % seine PoLarebene Z geht daher 
durch X und Y und si ist X F. In dem Dreiecke X FZ hat sonach 
jede Ecke die Gegenseite zur Polare. 

Es sei der Schnitt Ton TT mit F^ zui^chst ein reeller Kegel- 
schnitt. Jedem seiner Punkte gehört als Polarebene die Berührungs- 
ebene zu, daher als Polare im Polarfelde (TT) seine Tangente an den 
Kegelschnitt. Diese Schnittkunre (i^^TT) stellt sich als Kern oder 
Basis des Polarfeldes heraus. Ist sie imaginär, so haben wir in dem 
Polaiielde den reellen Repräsentanten. 

Durch fünf Punkte im Räume gehen oo^ kubische Raum- 324 
kurven: ein Bündel von solchen Kurven. Denn jeder sechste 
Punkt bestimmt eindeutig eine Kurve; und die <x>' Punkte des Raums 
liefern cx)*~^ Kurven. Diese Raumkurven rufen in einer Ebene 
€ ein Polarfeld hervor, derartig, daß die drei Schnittpunkte 
einer Kurve des Bündels je ein Polardreieck bilden. Wir 
ordnen irgend einem Punkte X der Ebene die Doppelsekante %' zu, 
welche die beiden ferneren Schnitte der durch ihn gehenden Kurve 
des Bündels verbindet; dann ist auch umgekehrt jeder Gerade x in 6, 
weil sie nur für eine Kurve des Bündels Doppelsekante ist (Nr. 206), 
ein Punkt X zugeordnet, der dritte Schnitt dieser Kurve. Y sei auf 
die zu X gehörige Gerade x' ^ z gelegt. Die beiden durch X und Y 
gehenden Kurven des Bündels liegen, wegen der fünf gemeinsamen 
Punkte, auf derselben Fläche zweiten Grades (welche durch je zwei 
weitere Punkte auf der einen und andern Kurve bestimmt ist) und ver- 
halten sich zu deren Geradenscharen ungleichartig (Nr. 165). Die Gerade 
s liegt ganz auf ihr, weil sie mit ihr Y und die beiden Punkte der 
durch X gehenden Kurve, für welche x' Doppelsekante ist, gemein 
hat; also schneidet 6 noch eine Gerade aus der Flache aus, die durch 
X geht und Doppelsekante der durch Y gehenden Kurve des Bündels 
ist, denmach die dem Y entsprechende Gerade y' ist. Läuft also Y 
auf Zf so dreht sich y' um X, welcher dadurch der der e entsprechende 
Punkt Z' wird. Damit ist zugleich erkannt, daß es sich um Korre- 
lation und zwar um iavolutorische Korrelation handelt; Weil X=Z' 
und X =iZ sich in beiderlei Sinne korrespondieren. Von den drei 
Schnitten einer Kurve des Bündels hat jeder die Yerbindungslinie der 
beiden andern zur Polare, so daß das Vorhandensein von Polardrei- 
ecken ersichtiich ist^). 

1) Beye, Zeitschrift für Mathematik, Bd. IS, S. 621; ein Bolchei Kurven- 
bündel wird nach Beye benannt; vgl. Stnyvaert, Joum. f. Math., Bd. 158 
8. 126. 
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§ 50. Bezieliniigeii zwiselien zwei Polarfeldem derselben Ebene. 

325 Wir haben in Nr. 268 die Aufgabe behandelt, eine Kollinea- 

tion herzustellen, in welcher zwei gegebene Kegelschnitte 
homolog sind; wir fanden, daß oo' Eollineationen möglich sind. 
Die Aufgabe werde jetzt dahin yeraUgemeinert, daß statt der Kegel- 
schnitte die repräsentierenden Polarfelder TT und TT' gegeben 
sind. Beide haben oo^ Polardreiecke; also wird es unter den oo^ 
Kollineationen eine endliche Anzahl geben, welche ein be- 
stimmtes Polardreieck PQB von TT in ein bestimmtes P'Q'B' 
Yon TT' überführen. 

BeeU können die überführenden KoUineationen nur sein, wenn 
die Polarfelder gleichartig sind; und der Fall solcher mit reell- 
imaginären Basiskurven ist jetzt der interessantere. Es sind 
dann alle Involutionen konjugierter Elemente elliptisch; also enthalten 
die Involutionen auf PQ, PR reelle Paare 88^, bzw. TT^, welche 
bzw. zu dem Paare PQ, PB harmonisch sind; ebenso seien 8'S^', 
T'T^ auf P'q\ P'TC konstruiert. Es ist sofort klar, daß diese 
Paare in der Kollineation entsprechend sein müssen; aber das Ent- 
sprechen kann auf vier Weisen erfolgen: den 8, T können S\ T' 
oder 8'y T( oder S^^ T oder 8^, T/ entsprechen, woraus dann folgt, 

daß den Äj, T^ die 8^, T^ oder S^j T entsprechen. Nehmen 

wir den ersten Fall und bezeichnen {ß.8, QT) mit Unnd {R'8\ Q'T") 
mit ZTy so macht die Kollineation: 

P Q R U 
P'Q'KÜ' 

die Punkte S, T, 8^, T^ und 8\ T\ S/, T^' zu entsprechenden; sie 
führt also das Polarfeld TT, bei welchem die konjugierten Geraden PQ, 
PR die Involutionen konjugierter Punkte {PQ, 88^) und {PR, TT^ 
tragen, in ein Polarfeld über, bei welchem die konjugierten Oeraden 
P'Q', P'R' die Involutionen {P'Q', 8'80y {P'R^TT^) tragen; 
dies gilt auch für TT', und da nach Nr. 319 ein Polarfeld eindeutig 
dadurch bestimmt ist, so ist TT in TT' übergeführt. 

Wenn also zwei bestimmte Polardreiecke der Polarfelder 
mit bestimmter Zuordnung der Ecken einander zugeordnet 
werden, so sind vier reelle KoUineationen möglich, also im 
Ganzen 24 wegen der sechs Zuordnungen der Ecken. 

Sind die Basen reell, so sind elliptische Involutionen je nur auf 
einer Seite vorhanden, die andern vier tragen hyperbolische. Wir 
dürfen, um reelle Kollineationen zu erlangen, nur gleichartige Seiten 
zuordnen. Seien PQ, PR, P'Q', P'R' die Seiten mit hyperbolischen 
Involutionen und M, Jf^; N, J/^; M', Jf/; N\ N^ die Doppelpunkte, 
so sind zwei Arten der Zuordnung der Ecken und vier Arten der 
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Zuordnung der Doppelpunkte möglich; seien wieder die gleichbenannten 
zugeordnet und (JSJf, QN), \B'M\ Q'N') mit F, F' bezeichnet, so 
ist die KoUineation: 

p Q B r 

r Q'KV 

eine der acht reellen überführenden. 

Man findet leicht die erforderlichen Modifikationen der Konstruk- 
tion, wenn die Transformation durch Korrelation erfolgen solL 

Bis jetzt war noch nicht Identiföt der Ebenen erforderlich. 

Ein Kegelschnitt geht durch eine involutorische Homologie in 
sich selbst über^ wenn das Zentrum 8 und die Axe s in bezug auf 
ihn polar sind. Zeigen wir dies allgemeiner für ein Polarfeld TT; es 
ist nachzuweisen^ daß jedes Paar X, x von Pol und Polare des TT in 
ein ebensolches Paar übergeht. 

Auf jedem Strahle l durch 8 haben wir zwei Involutionen, die 
dem Polüfelde zugehörige und die der Homologie; das Zentrum 8 
und der Schnitt © » Z« sind in der ersteren gepaart und für die 
andere Doppelpunkte; daher stützen die beiden LiYolutionen einander. 
Also gehen zwei gepaarte Punkte X, X' der ersteren, konjugiert in TTy 
durch die zweite oder durch die Homologie in ebenffJls in der ersteren 
gepaarte Yy Y' über,, also in konjugierte von TT. Sei nun L der auf 
$ gelegene Pol von l, so sind X'L, Y'L die Polaren von X, Y^ zwei 
in der Homologie entsprechenden Punkten, und sind selbst in ihr ent- 
sprechend, weil sie von einem Punkte der Axe nach zwei entsprechen- 
den Punkten X', Y' gehen. 

Bei zwei Polarfeldern TT, TT^ in derselben Ebene ordnen 326 
wir die beiden Pole je derselben Gerade einander zu; diese 
Zuordnung ist (Nr. 306) KoUineation, als Ergebnis zweier 
aufeinander folgenden Korrelationen. Wenn X und X^ die 
Pole von x\ Y und Y^ diejenigen von y' sind, so sind also in dieser 
KoUineation den X, F im ersten Felde die X,, Y^ im zweiten ent- 
sprechend, folglich der Gerade XF die Gerade X^F^. Das sind aber 
die beiden Polaren von xy\ Daher sind in der nämlichen KoUinea- 
tion auch die beiden Polaren je desselben Punktes entsprechend. 
Nennen wir diese KoUineation und zwar als Transformation aus dem 
ersten ins zweite Feld V und ihre ümkehrung f"* (Nr. 86), so können 
wir wieder, wie a. a. 0*, die Produktbezeichnung benutzen: 



1) Wohl zu nnterscheiden von dieser Multiplikation, der Ausführung der 
beiden TT hinter einander, ist die Ausführung der einen Polarkorrelation J\^ 
auf die andere TT, wobei die polaren Elemente X und x' von TT durch TT^ in 
x^* und 2,' übergehen, so daß wieder eine Korrelation entsteht; vgl. Nr. 86, 86. 
Wir kommen auf sie zurück. 
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r ist im allgemeinen nicht involatoriscliy also von f"^ yerschieden. 
Die Polarfelder aber sind involutorisch^ daher ihre Quadrate » 1; 
TI=-TT"*, also TT*«=«TTTT"* = 1. Denmach ergibt sich, ähnlich wie 
in Nr. 86, dnrch Yormnltiplizieren mit TT und Nachmultiplizieren 
mit Till 

aber auch: 

Ein Eoinzidenzpunkt der EoUineation f besitzt in beiden Polar- 
feldem dieselbe Polare, und diese Polare ist eine Eoinzidenzgerade, 
und zwar die jenem Koinzidenzpunkte gegenüberliegende. Denn im 
andern Falle wäre der Punkt mit seiner gemeinsamen Polare inzident; 
die beiden Basiskurven würden in ihm sich berühren. Diese spezielle 
Lage der Basiskurven setzen wir bei TT und TT^ nicht voraus. Daher 
ist das Eoinzidenzdreieck von f ein gemeinsames Polardreieck von TT 
und TT^, und umgekehrt ein solches gemeinsame Polardreieck ist 
Eoinzidenzdreieck von f. 

Zwei in derselben Ebene befindliche Polarfelder haben 
ein und im allgemeinen nur ein gemeinsames Polardreieck. 

Das Diagonaldreieck des Vierecks der gemeinsamen 
Punkte zweier Eegelschnitte ist ein gemeinsames Polardrei- 
eck der beiden Polarfelder, ebenso das Diagonaldreieck des 
Vierseits der gemeinsamen Tangenten. 

Nach dem vorangehenden Satze sind die beiden Dreiecke 
identisch. 

Die Ecken dieses gemeinsamen Polardreiecks sind die Doppel- 
punkte der Geradenpaare des Büschels, die Seiten die Doppelgeraden 
der Punktepaare der Schar der beiden Eegelschnitte. 

Wenn Ä, jB, (7, D die gemeinsamen Punkte sind, so seien: 

?7« (AB, CD), F- {AC, BD), TT« {AD, BC) 

die Ecken des Dreiecks; sind dann u, v, w die Gegenseiten, so sei 
die Bezeichnung der gemeinsamen Tangenten a, i, c, d so eingerichtet, 
daß: 

u « (ah, cd), V «= {ac, hd), w «== (ad, &c); 

es sind je ein Geradenpaar und ein Punktepaar zugeordnet, deren 
Doppelelemente einander gegenüberliegen. 

Auf u liegen die beiden Pole von AB und die von CD, durch 
U gehen die Polaren von ab und die von cd. 

Das Dreieck ÜVW ist ersichtlich reell, wenn alle vier 
Punkte A,B,C,D es sind; aber auch, wenn sie alle imaginär 
sind. Denn wenn etwa A und B, C und D konjugiert imaginär 
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aind; so sind AB, CD und 27' reell; aber es ist dann anch AC za 
JBZ), AD zu BC konjugiert imaginär und demnach F, W reell. 

Sind aber nur A^ B reell und Cy D konjugiert imaginär, 
80 sind gleichfaUs AB, CD und U reell; diesmal aber sind AC und 
ADy BC und BD konjugiert imaginär^ daher auch V und W] die 
Verbindungslinie ist reelL Also ist vom gemeinsamen Polar- 
dreieck nur eine Ecke U und die Gegenseite reell. Ähnliches 
gilt bei den gemeinsamen Tangenten; und so zeigt sich Ton neuem 
(Nr. 176), daß mit gleichartigen, bzw. ungleichartigen gemeinsamen 
Punkten eben solche gemeinsame Tangenten verbunden sind. 

Die gemeinsamen Elemente sind gleichartig, durchweg imaginär, 
wenn mindestens eine der Basiskurven reell-imaginär ist; 
mithin haben wir auf ein vollständig reelles gemeinsames 
Polardreieck zu schließen. Das erkennt man unmittelbar. 

Jedenfalls ist eine Ecke U reell und ihre Gegenseite u als die 
gemeinsame Polare. Die beiden Ecken F, W auf u bilden das ge- 
meinsame Paar der beiden Involutionen konjugierter Punkte auf ihr; 
dies ist reell, weil mindestens eine von diesen elliptisch ist. 

Wir wollen aber jetzt aus dem gemeinsamen Polardrei« 327 
eck UV W die gemeinsamen Punkte und gemeinsamen Tan- 
genten der Basiskurven ableiten. 

Wir haben eine involutorische Verwandtschaft der Punkte, die 
in beiden Polarfeldem konjugiert sind: jedem Punkte X entspricht 
der Schnittpunkt X' der beiden Polaren, und dessen Polaren schneiden 
sich in ihm. Läuft X auf einer Gerade Z, so beschreibt X' einen 
Kegelschnitt T'^ den die beiden Büschel der Polaren der Punkte von 
l erzeugen und der durch [7, F, W geht; denn in U schneiden sich 
die Polaren von lu. Geht l durch ü, so löst sich von ihm die Gerade 
tt ab; die beiden Polarenbüschel werden perspektiv, mit u als gemein- 
samem und sich selbst entsprechendem Strahle; der eigentliche Ort 
der X' ist eine Gerade T, welche, wegen lu, durch U geht. Diese 
beiden Geraden l und V durch U, projektiv durchlaufen von Punkten, 
von denen die einen zu den andern gemeinsam konjugiert sind, ent- 
sprechen sich involutorisch ; und zwei Paare gemeinsam konjugierter 
Punkte X, X'; F, F' bestimmen zwei Paare dieser Involution. Die 
Doppelstrahlen derselben tragen daher jeder eine Involution von ge- 
meinsam konjugierten Punkten, und deren Doppelpunkte sind gemein- 
same Punkte der beiden Basiskurven. Schon die eine Ecke liefert sie. 
Die beiden Doppelstrahlen sind die in 27 sich schneidenden gemein- 
samen Sekanten und bilden das Geradenpaar (IT) des Büschels mit 
dem Doppelpunkte U. 

Die beiden andern Ecken, die wir zunächst reell annehmen, führen 
zu den andern gemeinsamen Sekanten und je den vier Punkten noch- 
mals; diese ergeben sich einfacher als Schnitte des Geradenpaares (IT) 
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mit einem der beiden andern. Ist etwa (F) imaginär, so schneidet 
die (F) darstellende Involution in die beiden Geraden von ({7) je die 
darstellende Involution der Schnittpunkte ein. 

Die drei Involutionen um Uj V, W sind verbunden; denn zu den 
Strahlen aus U, Vy W nach X sind gepaart die Strahlen nach dem 
gemeinsam konjugierten Punkte X'\ so erweisen sieh die sechs Doppel- 
strahlen als die Seiten eiaes Vierecks, Folglich sind, immer noch 
Uj V, W als reell vorausgesetzt^ alle drei hyperbolisch, oder nur eine 
und die beiden andern elliptisch. Im ersten Falle sind alle sechs ge- 
meinsamen Sekanten und vier Schnittpunkte reell, im andern nur 
zwei gemeinsame Sekanten reell und alle vier Schnittpunkte imaginär. 

Zu der darstellenden Involution (l, l') des Paars (U) gehören die 
beiden Geraden U{Vy W) mit ausgearteter Projektivität der gemein- 
sam konjugierten Punkte; V ist allen auf UW^ W allen auf J7F ge- 
meinsam konjugiert. 

Daraus folgt, daß, wenn nur U und u reell sind, die darstellende 
Involution von (ü) hyperbolisch ist, weil sie ein reell-imaginäres Paar 
U{V, W) enthält. In CT schneiden sich also reelle gemeinsame Sekanten. 
Die beiden Involutionen auf ihnen sind ungleichartig; denn auch wenn 
sie beide elliptisch wären, würden sie zu reellen V, W f&hren als den 
reellen Punkten, aus denen sie je durch die nämliche Involution pro- 
jiziert werden (Nr. 82). Folglich sind zwei Schnittpunkte reell, die 
andern imaginär. 

In dualer Weise ergeben sich aus dem gemeinsamen Polardreiecke 
die gemeinsamen Tangenten. 

Die biquadratische Aufgabe der Bestimmung der gemeinsamen 
Punkte oder Tangenten zweier Kegelschnitte aus deren Polarfeldem 
läuft daher zunächst auf eine kubische, also auch nicht mit Lineal 
und Zirkel zu lösende Aufgabe hinaus, das gemeinsame Polardreieck 
zu konstruieren oder das Eoinzidenzdreieck der Eollineation, welche 
durch die Polarfelder induziert wird. 

Besitzt man aber dieses gemeinsame Polardreieck, so hat man es 
nur noch mit quadratischen Aufgaben za tun, der Herstellung der 
Doppelelemente von Involutionen, die dann eben repräsentierende 
werden, wenn sie zu konjugiert imaginären Elementen fahren'). 

Die Projektivität zwischen der Punktreihe der X auf einer Ge- 
rade l und der Punktreihe der ihnen in beiden Polarfeldern konju- 
gierten X' auf dem Kegelschnitte l'^ hat die spezielle Eigenschaft, 
um welche es sich in Nr. 216 handelte. Sind nämlich X' und T' 
auf r* den X, T auf l konjugiert, so gilt dies auch für Z= (X F, X' T)^ 



1) Bekanntlich wird ja die AuflOsang einer Gleichung 4. Grades zonächst 
anf die einer kubischen zurückgeführt, und dann handelt es sich nur noch um 
quadratische. 
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der auf l liegt, und Z'^ (X^> ^'^> der infolgedessen auf V^ liegt; 
und TZ', Z'X\ X'T gehen durch Z, F, Z^). 

Wenn zwei Kegelschnitte sich doppelt berühren, also A 328 
und B, C und D sich vereinigen, so wird das eine Geradenpaar des 
Büschels AB, CD durch die beiden Tangenten in A und C gebildet, 
U ist also der Berührungspol. Die beiden andern Geradenpaare 
(AC, BD), (AD, BC) vereinigen sich in der Doppelgerade AC, der 
Berührungssehne t«; ihre Doppelpunkte sind unbestimmt geworden. 

Auf u, der Polare von U, liegt also das Punktepaar (ab, cd) 
aus der Schar, gebildet durch die Berührungspunkte, so daß die Tan- 
genten a und b, c und d sich vereinigen. Die beiden andern Punkte- 
paare (ac, bd), (ad, be) fallen wiederum in den Doppelpunkt ü zu- 
sammen, ihre Doppellinien sind unbestimmt. 

Die Kegelschnitte haben auf u dieselbe Involution kon- 
jugierter Punkte (mit A^ G als Doppelpunkten) und, perspektiv 
zn ihr, um U dieselbe Involution konjugierter Strahlen (mit 
den Doppelstrahlen a, c) und daher cx>^ gemeinsame Polardrei- 
ecke. Jedes Dreieck mit U, u als Gegenelementen, zwei gepaarten 
Punkten jener Involution und den nach ihnen gehenden gepaarten 
Strahlen aus dieser ist ein solches Dreieck. 

Wir können leicht zwei Polarfelder mit oo^ gemeinsamen 
Polardreiecken herstellen. Eins, TT, sei beliebig gegeben und 
UVW, UV'W zwei Polardreiecke von ihm mit gemeinsamer Ecke 
TJ und Gegenseite u; wir bestimmen ein zweites TT| durch die kon- 
jugierten Geraden VW, Vü, die Involution (VW, VW) auf der 
ersteren u, während die auf der letzteren durch ein beliebiges zweites 
Paar, neben FZ7, bestimmt werden kann. Für beide Polarfelder sind 
alle Dreiecke mit der festen Ecke TJ und irgend zwei gepaarten 
Punkten aus der ersten Involution als weiteren Ecken Polardrei- 
ecke. Diese Involution und die zu ihr Perspektive aus TJ sind beiden 
gemeinsam, woraus hervorgeht, daß die beiden Basiskurven sich 
doppelt berühren: in den Doppelpunkten jener mit den Doppel- 
strahlen dieser als Tangenten. 

Die Kollineation f, welche das Produkt der beiden Polar- 
felder ist, hat aUe Punkte von u zu sich selbst entsprechenden, und 
ebenso aUe Strahlen durch TJ, je ihre gemeinsamen Polaren, ist 
daher Homologie. 

Und umgekehrt, wenn zwei Polarfelder eine Homologie 
iß, s) zum Produkte haben, so heißt das, jeder Axenpunkt hat; 
weil in (S, s) sich selbst entsprechend, dieselbe Polare in beiden 
Feldern, die damit in der Homologie ebenfalls sich selbst entsprechend, 
also ein Zentrumsstrahl wird, und diese gemeinsamen Pole und Polaren 



1) R. Böger, Ebene Geometrie der Lage (1900), § 18. 
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f&bxen zu einer gemeinBamen Involation konjugierter Punkte auf s 
und einer zu ihr Perspektiven gemeinsamen Inyolution konjugierter 
Strahlen um 8^ also zu doppelter Berührung der Basiskurren. 

Weil die Homologie die einzige ebene KoUineation ist^ die nicht 
bloß ein Eoinzidenzdreieck hat, so führt nur der Fall tob zwei 
Polarfeldern mit sich doppelt berührenden Basiskurren zu 
mehr als einem gemeinsamen Polardreiecke. 

Wir folgerten aus TTTTi— T, daß TTr— TTi und rTTi — TT; also 
ist das Ergebnis der Multiplikation eines Polarfeldes und einer Homo- 
logie, deren Zentrum 8 und Axe s in jenem polar sind, ein zweites 
Polarfeld: in der Tat, jedes Polardreieck des gegebenen Polarfeldes, 
für welches 8 und s Gegenelemente sind, wird Polardreieck des 
Produktes. 

Die beiden Basiskunren berühren sich doppelt mit 8 als Be- 
rührungspol und 8 als Berührungssehne. 
329 Ermitteln wir die Beziehung der Invariante t der Homo- 

logis r zu den Inyarianten X und — X der Homologien (Nr. 303), 
welche den einen Ton zwei sich doppelt berührenden Kegel- 
schnitten in den andern überführen oder das eine Polarfeld TT 
in das andere TT^. Es sei a eine Tangente der Basis von TT, so ist 
der Pol in TT selbst ihr Berührungspunkt Ä] wenn diesem ia f der 
Punkt Ä' entspricht, so werden A' und a Pol und Polare in TTj. 
Wenn nun 8Äy auf welcher auch A' liegt, die Basis von TT zum 
zweiten Male in B trifft, diejenige von TTi in A^, B^ und s in @, 
so ist T =* (S(BAA') die Inyariante von f, und X = (S®AA^\ 
— X » (S&AB^) sind die der beiden andern oben genannten Homo- 
logien. 

Es sind S, ® und -4, A' konjugiert in TT, ; also 

8®,AA\A^A,,B^B^ 
in Involution. 

Projizieren wir (unter Beibehaltung der Namen) ® ins Unend- 
liche, so wird 8 Zentralpunkt dieser Involution, so daß SA • 8A' = 8A^\ 

Daher ist: 

_ SÄ SÄ* ^ SÄ^ ^ 

"^ ^ Sä' ^'SÄ'Sä' iSfJ.1»' 

also ist: 

. SÄ ,/ 

^-sÄ-y^' 

Wenn die Homologie f involutorisch ist, also t ™ — 1> so 
ist X "> i, und die beiden Basiskurven sind durch Imaginär- 
projektion verbunden, konjugiert (im Wienerschen Sinne) oder 
harmonisch zugeordnet (Nr. 303). 

Man erhält also für zwei konjugierte oder harmonisch zugeord- 
nete Kegelschnitte die beiden Polaren desselben Punktes, die beiden 
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Pole derselben Gerade als entsprechende Elemente der inyolutorigchen 
Homologie, ftir welche Berührongspol und Berflhrungssehne oder Zen- 
tmm und Axe der Konjunktion ebenfalls Zentrum und Axe sind; die 
beiden Polaren schneiden sich also auf der Axe, die beiden Pole liegen 
mit dem Zentrum in gerader Linie. 

In diesem Falle, wo f involutorisch ist, wird f""*«« f, und die 
obigen Formeln (Nr. 326) geben: 

nüi-üin-r, nr-rn-üi, rüi-üir-n; 

das Produkt je zweier der drei Verwandtschaften, in beiden Reihen- 
folgen, ist die dritte. 

Sind die beiden Kegelschnitte im engem Siime konjugiert: in 
bezug auf den gemeinsamen Mittelpunkt M und die unendlich ferne 
Gerade, so ist die inyolutorische Homologie Symmetrie in bezug auf JJf. 
Die Polare, die einem Punkte in bezug auf die eine Kurve zukommt, 
wird auch seine Gegen- oder Antipolare in bezug auf die andere ge- 
nannt^ und eine Gerade hat auch einen Gegen- oder AntipoP). 

Die zu einem Punkte eines Durchmessers gepaarten Punkte in 
den InYolutionen der konjugierten Punkte, welche dem Durchmesser 
für die eine und die andere Kurve zukommen, liegen symmetrisch in 
bezug auf M\ daher haben die Involutionen entgegengesetzt gleiche 
Potenz, die Durchmesser entgegengesetzt gleiche Halbmesser-Quadrate. 
Aber auch die Lote, auf eine Gerade aus ihren beiden Polen gefallt, 
treffen jede der beiden Axen in Punkten, die gleich weit vom Mittel- 
punkt entfernt sind. Also haben die Fokalinvolutionen (Nr. 317) auf 
derselben Axe fUr zwei konjugierte Kurven entgegengesetzt gleiche 
Potenz, was für die Fokalinvolutionen der beiden Axen, die zu der 
nämlichen Kurve gehören, auch gilt. Die Brennpunkte der einen 
Kurven gehen also aus denen der andern durch Drehung von 90^ um 
den Mittelpunkt hervor. 

Zu einem durch sein Polarfeld TT dargestellten reeU-imaginären 
Kegelschnitt i2 erhält man den harmonisch zugeordneten JX für die 
polaren Elemente S und s aus TT, indem man auf jedem Strahle durch 
S in der elliptischen Involution konjugierter Punkte aus TT das stets 
reelle Paar konstruiert, das zu 8 und dem Schnitte mit s harmo- 
nisch ist. 

Von zwei harmonisch zugeordneten Kegelschnitten 12 und R' ist 330 
jeder zu sich selbst polar in bezug auf den andern (Nr. 303). 

Es fragt sich, ob, wenn iZ' zu sich selbst polar ist in bezug auf 22, 
die beiden Kurven harmonisch zugeordnet sein müssen. 

Wenn X auf K liegt und x^ die zu ihm nach R polare Tan- 
gente von R' ist, so muß zu ihrem Berührungspunkte X, eine durch X 

1) Vgl. mehrere Artikel Ton G. Jung in den Rendiconti deirisütuto Lom- 
bardo, Sex. n, Bd. 12, S. 169, 218, 886. 
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gehende Tangente von jR' polar sein^ also die Tangente x von X. So 
werden zwei Punkte X und X^ Ton B' einander involntoriscli zu- 
geordnet^ von denen jeder die Tangente des andern zur Polare nach JR 
hat. Also entsteht auf 22' eine Involution : mit dem Zentrum 8 und 
der Axe s. In der Eollineation V, welche das Produkt der Polar- 
felder TT und TT' yon R und R' ist^ sind gepaarte Punkte dieser InYolu- 
tion entsprechend und zwar inyolutorisch entsprechend; denn X geht 
durch Tf iR Xi, diese durch TT' in X^ über^ aber auch X^ geht durch 
TT in 2? und diese durch TT' in X über. Wegen dieser oo^ nicht 
auf derselben Gerade gelegenen involutorischen Paare ist (Nr. 297) f 
involutorische Homologie; und 8 und s sind Zentrum und Axe. 
Daraus folgt dann^ daß die Kegelschnitte in doppelter Berührung und 
harmonisch zugeordnet sind. 

Von der Tangente in einem gemeinsamen Punkte an R erkennt 
man auch leicht^ daß sie in ihm auch R' berühren muß. 

Wenn also ein Kegelschnitt 12' zu sich selbst polar ist 
in bezug auf einen andern R, so berühren sie sich doppelt 
und sind harmonisch zugeordnet. Jeder Strahl durch den Be- 
rührungspol schneidet die beiden Kurren harmonisch, und die vier 
Tangenten laufen in einem Punkt der Berührungssehne zusammen, den 
gemeinsamen Pol des Strahls. Von den beiden Schnitten mit 22' hat 
jeder die Tangente des andern zur Polare nach R, Aber die harmo- 
nische Zuordnung ist ja gegenseitig; auch R ist zu sich selbst 
polar in bezug auf i2'; es erhellt ja sofort, daß auch von den 
beiden Schnitten jenes Strahls mit R jeder die Tangente des andern 
zur Polare nach i2' hat. 

Jedes Paar 8, s polarer Elemente von 22 (oder TT) führt zu einer 
Büschel-Schar sich doppelt berührender Kegelschnitte, zu welcher 22 
gehört und für welche 5, 8 Berührungspol und -sehne sind; darin 
befindet sich ein Kegelschnitt 22', der dem 22 harmonisch zugeordnet ist. 

Zu jedem Kegelschnitte 22 gibt es cx>^, welche ihm har- 
monisch zugeordnet sind oder welche in bezug auf ihn zu 
sich selbst polar sind oder in bezug welche er zu sich selbst 
polar ist. 

Dies doppelt unendliche System von Kegelschnitten 
hat alle drei Charakteristiken 4; d. h. es gibt 4 Kegelschnitte 
in ihm, welche durch zwei gegebene Punkte gehen oder durch einen 
gegebenen Punkt gehen und eine gegebene Gerade tangieren oder 
zwei gegebene Geraden berühren. 

Es sei 22' ein Kegelschnitt des Systems, der durch A geht; so 
berührt er auch die Polare a von A nach 22. Die Büschel-Schar, zu 
der er gehört, habe 8, s zu Berührungspol und -sehne; also ist der 
zweite Schnitt von 8A mit 22' der Berührungspunkt Ton a. Weil 
nun 8 und {SA, s) harmonisch sind sowohl zu den Schnitten A^ A^ 
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mit R\ als zu denen mit R, 6a S und s f&r beide polar sind^ so liegen 
S und (SÄf s) auf dem Eegelsclmitte R'\ der zu sich selbst polar 
ist nach B und der Büschel- Schar angehört^ für welche Ä und a 
Berührungspol und -sehne sind; und 8 ist die Tangente in {SA, s), 
als die Polare von S nach R. 

Daher ist der nach JR zu sich selbst polare Kegelschnitt i{", 
welcher bei A und seiner Polare a nach B als Berührungs- 
pol und -sehne sich ergibt^ zugleich der Ort der Berührungs- 
pole 8 und die Enveloppe der Berührungssehnen s für die 
nach B zu sich selbst polaren Kegelschnitte, die durch A 
gehen und deshalb a berühren oder umgekehrt. 

Sind also A und A^y A und a^, a und a^ gegeben, so erhält man 
jedesmal zwei Kegelschnitte B" und B^''] die 4 gemeinsamen Punkte 
sind die S und die zu ihnen nach B polaren gemeinsamen Tangenten 
die 8, welche Berührungspole und -sehnen deijenigen B sind, die durch 
A und Ai gehen^ durch A gehen und a^ berühren, a und o^ berühren. 

Die cx>^ Polarfelder, in denen ein gegebener Kegelschnitt B zu 
sich selbst polar ist, sind die (kommutatiyen) Produkte des Polar- 
feldes Ton B und der cx>' involutorischen Homologien, welche B in 
sich selbst überführen. 

Wir wenden uns zur Untersuchung von Polarfeldern, welche 331 
zwei gegebene Kegelschnitte K und K' oder ihre Polar- 
felder ineinander transformieren. 

Jedenfalls muß das gemeinsame Polardreieck UVWYonKxmd K' 
in sich selbst übergehen, fraglich ist jedoch noch, ob jede Ecke des- 
selben in die Gegenseite oder nicht. Im ersteren Falle ist es dann 
auch Polardreieck für das transformierende Polarfeld. 

Im andern Falle verwandle sich etwa V nicht in die Gegenseite v, 
sondern in die inzidente tO] daim geht die Basiskurve ß des trans- 
formierenden Polarfeldes durch V und berührt w in ihm. Wäre nun 
für die zweite Seite u durch V der auf ihr gelegene W der Pol, 
so würde sie ^ in TT berühren und in V schneiden, was nicht mög- 
lich ist. Also hat u die Gegenecke U zum Pole und t; den auf ihr 
gelegenen Punkt TT, so daß A die t; in TT berührt. 

Bei solchem Verhalten der Basiskurve A zum gemeinsamen Polar- 
dreiecke von K und K' müssen jedoch diese beiden Kegelschnitte sich 
in der besonderen Lage befinden, daß sie sich doppelt berühren mit 
U und u als Berührungspol und -sehne. 

Es sind nämUch die beiden Involutionen konjugierter Punkte auf u, 
welche zu K und $ gehören und {u)k, (u)st heißen mögen, sich 
stützende; denn die Doppelpunkte V, W der zweiten bilden ein Paar 
der ersten, und dasselbe gilt für die zu ihnen Perspektiven Involu- 
tionen konjugierter Strahlen ({7)jr, (C^)a- Die Polarisierung nach A 
führt (u)k über in die Involution konjugierter Strahlen (U)x' für K' 

Sturm, Oeometr. Verwandtoohaftan. IL 8 
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um U, den Pol von u nach. A; nnd diese schneidet in w, welche Po* 
lare von CT nach K' ist, die Involution konjugierter Punkte (u)f ^ fär JC 
ein. Die beiden Punkte eines Paares dieser Involution sind also sa 
denen von {u)xf aus denen sie entstehen^ bzw. konjugiert in bezug 
auf R, also ihnen gepaart in (ti)^. Mithin entsteht (u)jr' aus (t«)ir 
durch (u)tty ist daher mit (u)r identisch^ weil diese sich aaf {u)tt stützt; 
und demnach sind auch {ü)x' ^uid (Z7)r identisch, da U und u Pol 
und Polare für beide Kurven sind. Folglich haben K und K' in den 
polaren Elementen u und U die nämlichen Involutionen konjugierter 
Elemente; d. h. sie gehen die genannte doppelte Berührung ein. 

Wird also ein Kegelschnitt K in bezug auf einen andern 
A polarisiert, der von einem Polardreiecke UVW des JK 
die Seiten VÜ, WU in V, W tangiert, so hat der entstehende 
Polar-Kegelschnitt K^ mit K doppelte Berührung, wobei U 
und VW Berührungspol und -sehne sind. UVW ist eins der 
oo^ Polardreiecke, welche den K und K' in diesem Falle ge- 
meinsam sind. 

Sind umgekehrt K und K' sich doppelt berührende 
Kegelschnitte, so liefert jedes von den cx>^ gemeinsamen 
Polardreiecken UVW zwei die Seiten nach dem Berührungs- 
pole U in den Ecken F, W auf der Berührungssehne tangie- 
rende Kegelschnitte ß, in bezug auf welche K und K' polar 
sind. 

Denn die Polaren eines bestimmten Punktes X auf K in bezug auf 
die Büschel-Schar der VU, WU in F, W tangierenden Kegelschnitte Ä 
bilden einen Büschel um einen Punkt der Berührungssehne (welche 
Polare in bezug auf das Geradenpaar der Büschel-Schar ist, dessen 
Geraden sich in ihr vereinigen); zwei von ihnen tangieren den K\ 
In bezug auf die zugehörigen ^ sind K und K' polar. 
332 In dieser speziellen Lage befinden sich aber die ge- 

gebenen Kegelschnitte K und K' nicht; also tritt der erste Fall 
ein. Das einzige gemeinsame Polardreieck UVW^ das sie 
haben, ist dann Polardreieck eines sie ineinander über- 
führenden Polarfeldes. Weil dieses jeden gemeinsamen Punkt 
von K und K' in eine gemeinsame Tangente überführt, so kann es 
sich nur um die vier Polarfelder handeln, welche UVW auch 
zum Polardreiecke haben und in denen einem bestimmten 
von den vier gemeinsamen Punkten bzw. die vier gemein- 
samen Tangenten zugeordnet sind. Benutzen wir die Bezeich- 
nung von Nr. 326, so sei zunächst das Polarfeld Tl^ betrachtet, in 
welchem dem Ä die a zugeordnet ist, also: 

UV WA 



n, 



u V w a 
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Dem B, der von A durch TJ und u harmonisch getrennt ist^ ent- 
spricht h, die Yon a durch u und U so getrennt ist, und ebenso den 
C^ D die c^ d. Daher transformiert sich K^ weil er durch Ä, , . . D 
geht und a^. . ,d berührt, in einen Kegelschnitt, der dasselbe tut, 
also, da nur K nnd K' durch Ä^ B, Cy D gehen und a berühren, 
entweder in K' oder in sich selbst. Träte letzteres ein, so wäre K 
entweder die Basis selbst Ton TTj oder einer der oo' Kegelschnitte, 
welche in bezug auf diese Basis zu sich polar sind. 

Im ersten Falle würde dem A die eigene Tangente, nicht a kor- 
respondieren. Im zweiten Falle, wo jeder dieser Kegelschnitte die 
Basis doppelt berührt, müßte von dem gemeinsamen Polardreiecke 
WW eine Ecke xmd die Gegenseite Berührungspol und -sehne sein, 
und jeder Punkt des f , als eines zu sich polaren Kegelschnitts, xmd 
der Berührungspunkt der polaren Tangente müßten mit dem Berüh- 
nmgspole in gerader Linie liegen; aber A und der Berührungspunkt 
Yon a mit K liegen mit keinem der Punkte U, V, W in gerader Linie. 

Daher geht K durch TT^ tatsächlich in K' über. 

Es entspricht nimmehr auch dem Pole O von AB nach K die 
Polare g' von ab nach K'] so daß die Korrelation: 

A B C O 

a h c g' 

in welcher K und K' entsprechend sind (Nr. 268), mit TTi iden- 
tisch ist. 

Femer transformiert TTj jedes der drei Geradenpaare ZJ— {ABj CD), 
(F), (TT) des Büschels KK' in das gleichnamige Punktepaar (m) 
- (a6, cc[), (v\ (w) der Schar KK\ Daher gut, weil K in Z", K' 
in K übergeht, die Projektivitöt: 

1) KK\U)(r){W) A K'K(u)(v)(w). 

Demnach ist auch der Büschel der Tangenten in einem gemeinsamen 
Punkte an jene fünf Kurven projektiv der Pxmktreihe der Berührungs- 
punkte einer gemeinsamen Tangente mit diesen fünf. Sind also a, d' 
die Tangenten in J. an £, K'y S(, S(^ die Berührungspunkte mit a, 

so ist: 

A{a, a', B, C, D) A «(«', % h c, ei); 

denn z. B. AB ist Tangente von (27) in J. und ab ist Berührungs- 
punkt Yon (u) mit a. 

Begnügen wir uns mit: 

^(0,5, C, D) Aa(2l', 6, c, d); 

ersteres ist der Wurf der vier gemeinsamen Punkte, insofern 
sie auf K liegen, letzteres der der gemeinsamen Tangenten, 
insofern sie K' berühren; und wir haben so die Projektivität 
dieser beiden Würfe von neuem (Nr. 175) erkannt. 

8* 
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Nun fanden wir (Nr. 195), daß man jede Korrespondenz [2, 2] 
80 auf zwei Kegelschnitte überführen kann, daS die Korrespondenz 
der inzidenten Punkte des einen und Tangenten des andern entsteht. 
Verzweigungspunkte auf dem ersteren sind die gemeinsamen Punkte, 
Verzweigungsstrahlen um den zweiten die gemeinsamen Tangenten. 
Das ist ein weiterer Beweis der Projektivität der beiden Ver- 
zweigungswürfe einer [2, 2] (Nr. 173 — 175). 

333 Wenn b dem A entspricht, so erkennt man wie oben, daß dann 

a, d, c den jB, C, D entsprechen. 

Es sind also die vier Polarfelder, welche K und K' ineinander 
transformieren: 



Hx 



A B G D 
a b e d 


, n,- 


AB C D 


4^ 


c d a b 


, n^ = 



A B 


CD 


h a 


d c 


A B C D 


d c 


h a 



n,- 



In allen ist UVW^ uvw Polardreieck und entsprechen den Geraden- 
paaren (JJ)y (F), (TT) die Punktepaare (w), (t;), (w), so daß 1) sich 
aus allen ergibt. 

a h c d 

B AD C 

Jedes der vier Polarfelder führt jedes der drei andern in 
sich selbst über; jede zwei Basiskurven sind also harmo- 
nisch zugeordnet. Das (kommutative) Produkt von zweien 
ist eine involutorische Homologie; und von UVWy einem ge- 
meinsamen Polardreiecke, muß eine Ecke und die Gegenseite Berüh- 
rungspol und -sehne oder Zentrum und Axe dieser Homologie sein. 



Durch TTi geht TTj in 



über, d. h. in sich selber. 



334 



In TTj, TT, sind a, b die Polaren von A, Cj d iie von C, jene und 
diese entsprechend in der Homologie, also ist u = (a&, cd) die Axe 
und U das Zentrum für TTj, TT, und ebenso für TTj, TT^; t; und V 
sind es für TTj, TTj und TTj, TT^, w und W für TTi, TT^ und TT,, TT,. 

Die gemeinsame Involution konjugierter Punkte auf u für TT^ 
und TT, und die für TT, und TT^ sind diejenigen, welche die zu K ge- 
hörige Involution auf u in die zu K' gehörige überführen, und die 
Doppelpunkte der ersten sind die Berührungspunkte der Basiskurven 
von TTi, TT, und die der andern diejenigen von TT,, TT^; in Nr. 124 
wurde gelehrt, wie sie zu konstruieren sind. 

Was nun die Realität dieser Polarfelder anlangt, so ist un- 
mittelbar klar, daß sie imaginär sind, wenn mit vier reellen 
gemeinsamen Punkten vier imaginäre gemeinsame Tangenten 
verbunden sind oder umgekehrt; denn das Polardreieck UVW 
ist dann reeU und in TTj sind vier reellen Punkten U, V, W, A drei 
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reelle Geraden u, v, tv und eine imaginäre a zugeordnet (oder um- 
gekehrt). 

Sie sind ersiclitlicli reell, wenn alle gemeinsamen Ele- 
mente reell sind. 

Sie sind aber auch reell, wenn alle gemeinsamen Ele* 
mente imaginär sind; wofern K und K' gleichartig sind, 
beide reell oder beide reell-imaginär. Denn im andern Falle 
erhellt wiederum unmittelbar, daß eine reelle Überführung nicht 
möglich ist 

Für den Fall, daß beide Kurven reell sind, haben wir schon ge-< 
fanden (Nr. 269), daß den beiden reellen gemeinsamen Sekanten die 
einzigen reellen Umbilikalpunkte im Chasl es sehen Sinne korrespon- 
dieren; d. h. wenn A^ B und C, D konjugiert imaginär sind, so sind 
es auch a, h und Cy d. 

Nachdem wir nun gelernt haben, daß für zwei Polarfelder min- 
destens ein Paar reeller gemeinsamer Sekanten der Basiskuryen (die 
ein Geradenpaar des Büschels bilden) bestehen mit je einer Involution 
gemeinsam konjugierter Punkte, können wir auch in dem Falle, wo 
die beiden Basiskurven reeU-imaginär sind, nach Nr. 320 mit Hilfe 
dieser Involutionen den Büschel herstellen und darauf nach Nr. 269 
diesen Büschel in reelle Eollineation zu einem gleichartigen Büschel 
bringen, speziell zu einem solchen, der aus Kreisen besteht (zu dessen 
definierenden Involutionen also die absolute Involution gehört). Es 
entsprechen dann den reeU-imaginären Basiskurven, von denen wir aus- 
gingen, reell -imaginäre Kreise, d. h. mit reellen Mittelpunkten und 
negativen Badiusquadraten. Zwei solche Kreise haben wiederum reeUe 
Ahnlichkeitspunkte, und daher korrespondieren den reellen gemeinsamen 
Sekanten reelle Umbilikalpunkte, diese Ähnlichkeitspunkte auf der 
Zentrale, der Polare des unendlich fernen Schnitts jener Sekanten. 
Folglich gilt dasselbe auch für die Kurven, mit denen wir es zu tun 
haben; und wenn bei diesen, wie oben, A und By C und D konjugiert 
sind, so sind es auch a und b, c und d. 

Um nun die transformierenden Polarfelder reell festzu- 
legen und konjugiert imaginäre Elemente zu unterscheiden, müssen 
wir die Staudtsche Festsetzung (Nr. 78) heranziehen. In der die 
konjugiert imaginären Punkte Ay B darstellenden Involution (gemein- 
sam) konjugierter Punkte und in der die C, D darstellenden sei dem 
gemeinsamen Punkte {/gepaart {7j und U^. Wiederum sei das reelle 
Paar der ersteren, das zxi UUi harmonisch ist, H^Ii] so sei A durch 
den Sinn UH^UiI^y B durch den Sinn UI^U^H^ dargestellt, und, 
wenn H^I^ ebenso in der andern Involution hergestellt ist, C durch 
ÜH^U^I^y D durch ÜI^U^H^. Und dual seien a, b, c, d durch 
uh^t^ii, uiit^h^y ^^s^^^ ui^u^h^ dargestellt. 
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TT^ legen wir — zuiulchst als allgemeine Korrelation — fest durch: 

es entspricht dann dem {7»- (Silif S^Ii) die (c = Qh^hf ^h)» ^^7 
wegen der Harmoniadtat^ den U^y U^ die u^^ ti^^ daher den Sinnen 
UH^ Ulli, . . . von Aj B, Cy D die Sinne uhiU^iu . . . von a, 6, c, d\ 
d. h. den Ä, B, C, D die a, b, c, d, daher auch den V, W die v, w, 
denn z. B. V ist der reelle Punkt, aus welchem die beiden darstellen- 
den Involutionen von A, B und C> D durch die nämliche Involution 
projiziert werden und zwar so, daß die Sinne TJHi Uili und UH^ U^I^ 
sich in denselben Sinn im Büschel projizieren und ebenso die beiden 
andern Sinne; er ist der Sclmittpunkt (ÄC, BD). Nunmehr ist 
UVW^uvu? als Polardreieck und die Korrelation als Polarfeld 
erkannt. 



TTj, TTj, TT4 sind dann: 
HiIiB^I^ 



HiIiH^I^ 

KhKh 



HiIiH^I^ 

hKhK 



Für jede der vier TT sind die drei Seiten von uvw die Berührungs- 
sehnen ihrer Basiskurve mit denen der drei andern. Ist jene Basis- 
kurve reell; so schneidet sie nur eine der drei Seiten des Polardiei- 
ecks imaginär; also sind zwei von den andern Basiskurven reell, die 
dritte reell-imaginär, weil harmonisch zugeordnet einer reellen Kurve 
bei reeller doppelter Berührung eine reelle, bei imaginärer eine reell- 
imaginäre ist. öehen wir von einer reell-imaginären Basiskurve aus, 
der ja immer reelle harmonisch zugeordnet sind, so sind die drei 
andern reell. 

Wenn also alle vier Polarfelder reell sind, so sind drei 
Basiskurven reell, die vierte reell-imaginär, und, da zwei 
reelle harmonisch zugeordnete Kegelschnitte nicht zugleich Ellipsen 
sind, so sind von den reellen entweder alle drei Hyperbeln 
und nur zwei und die dritte Ellipse. 

Wenn nur zwei reelle gemeinsame Punkte und daher nur zwei 
reelle gemeinsame Tangenten vorliegen, was reelle K^elschnitte K 
und K' bedingt, so sind bloß zwei der Polarfelder reell, die 
andern imaginär. 

Den reellen gemeinsamen Sekanten korrespondieren reelle ümbi- 
likalpunkte (Nr. 269). Es seien A, B die reellen Schnittpunkte, deren 
Verbindungslinie durch U geht, so müssen die reellen gemeinsamen 
Tangenten sich auf u schneiden; sie seien a, h. Die imaginären C, D; 
Cj d seien wie oben in der Staudtschen Weise definiert und H^^ I^\ 
^2, is konstruiert. 
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Die beiden reellen Polarfelder sind: 



Hl 






, n,- 






Die einzige reelle Seite u des Polardreiecks ist Berührongssehne der 
Basiskurven; die TTj^ TTg gemeinsame Involntion konjugierter Pnnkte 
auf ihr ist^ wegen des reeU-imagin&ren Paars VWy hyperbolisch^ also 
die doppelte Berührong reell; die beiden Basiskurven sind auch 
reell und^ wegen des oben angeführten Grundes, entweder beide 
Hyperbeln oder nur eine und die andere Ellipse^). — 

Daß der Kreis als Basis der Polarisierung besondere Eigen- 
schaften aufweist, ist zu erwarten. Es ist wertvoll, daß der Durch- 
messer nach dem Pole und die Polare rechtwinklig sind; daraus 
ergeben sich gewisse konstante Winkel. Z. B. wenn ein Ereis K in 
bezug auf einen Ereis ft polarisiert wird, geht die absolute Involu- 
tion, die ihm als Involution konjugierter Punkte zugehört, in die 
rechtwinklige Involution um den Mittelpunkt des A über, welche für 
die neue Eurve C Involution konjugierter Geraden wird; so daß sie 
diesen Mittelpunkt zum einen Brennpunkte erhalt. Und umgekehrt, 
durch Polarisierung in bezug auf einen Ereis um einen Brennpunkt 
geht jeder Eegelschnitt C in einen Ereis über. Daraus nun, daß 
beim Ereise K zwei Tangenten mit der Berührongssehne gleiche 
Winkel bilden, folgt für C, daß der Winkel der Strahlen aus dem 
Brennpunkte nach zwei Punkten auf ihr durch den Strahl nach dem 
Schnittpunkt der Tangenten halbiert wird. Der Satz vom konstanten 
oder supplementären Peripherie winkel des K über einer Sehne führt 
zum Satz vom konstanten oder supplementären Winkel, unter dem 
aus einem Brennpunkte die Strecke auf einer beweglichen Tangente 
eines Eegelschnittes C zwischen zwei festen gesehen wird. 

Ferner ist die Eigenschaft;, daß die Entfernungen des Mittelpunktes 
des Ereises A von Pol und Polare konstantes Produkt haben, für Über- 
tragungen zu benutzen. Der Potenzsatz, angewandt auf K und den 
Mittelpunkt von A, lehrt, daß das Produkt der Entfernungen zweier 
parallelen Tangenten von C von einem Brennpunkte konstant ist. 

In der sechsfach unendlichen Mannigfaltigkeit der Dreiecke der 335 
Ebene zweier Polarfelder befinden sich die beiden dreifach unend- 
lichen Mannigfaltigkeiten der Polardreiecke des einen und des andern 
und greifen deshalb im allgemeinen mit einer endlichen Angabe in- 
einander, mit einem, wie in Nr. 326 erkannt wurde. Oder auch, es 
ist für ein Dreieck einer bestimmten Ebene eine (6 — 3)-fache Be- 
dingung, Polardreieck eines gegebenen Polarfeldes dieser Ebene zu 

1) Vgl. Steiner-Schröterg Vorlegungen (8. Aufl.), § 66, wo diege Ergeb- 
nigge anders gewonnen sind. 
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sein; unter den cx>* Dreiecken . befindet sich daher eine endliche An- 
zahl Yon Dreiecken^ welche zwei solche dreifachen Bedingungen erfüllen. 

Die sechsfach unendlichen Mannigfaltigkeiten von Polvierecken 
(Nr. 314) zweier Polarfelder derselben Ebene^ beide in der achtfach 
unendlichen Mannigfaltigkeit der Vierecke der Ebene enthalten, greifen 
mit einer (2 • 6 — 8)-fach unendlichen Mannigfaltigkeit ineinander. Oder 
es ist far ein Viereck einer Ebene eine (8 — 6)-fache Bedingung, Pol- 
yiereck eines in derselben gegebenen Polarfeldes zu sein, und es 
können oo®"*** Vierecke zwei solche doppelte Bedingungen erfüllen. 

Diese vierfach unendliche Mannigfaltigkeit und die sechsfach 
unendliche Mannigfaltigkeit der Polvierecke eines dritten Polarfeldes 
der Ebene greifen mit einer (4 + 6 — 8)-fach unendlichen Mannig- 
faltigkeit ineinander. Oder, drei doppelte Bedingungen der eben 
erwähnten Art werden von oo®**'* Vierecken der Ebene erfüllt, und 
endlich vier von einer endlichen Anzahl von Vierecken. Also: 

Zwei, drei, vier Polarfelder derselben Ebene haben cx>^, 
oo*, eine endliche Anzahl von Polvierecken oder Polvier- 
seiten gemeinsam. 

Diese endliche Anzahl scheint noch nicht ermittelt zu sein. 

§ 51. Übertragung auf Btadel. Orthogonale Polarbiindel. Die un- 
endlich ferne Ebene, das absolute Polarfeld. 

336 Projektive Eigenschaften können unmittelbar vom Felde in den 

Bündel übertragen werden, so die Bestimmung und Konstruktion der 
Eollineation und Korrelation aus vier Paaren entsprechender Elemente, 
das Koinzidenzdreieck einer ebenen KoUineation mit seinen Invarianten, 
die Bedingung für die Möglichkeit, einen Kegelschnitt in sich zu 
transformieren, die' Homologie und der besondere Fall der involuto- 
rischen Homologie, die Kemkurven einer ebenen Korrelation mit den 
ausgezeichneten Elementen ü, . . .w, das Polarfeld, usw. 

Erwähnen wir gleich den interessanten metrischen Fall der in- 
volutorischen Homologie im Bündel, bei welcher Axe und 
Ebene normal zueinander sind; er ist Symmetrie (im Bündel) 
in bezug auf die Ebene oder auf die Axe. Femer heben wir 
einen metrischen Spezialfall des Polarbündels hervor. Wir erkannten 
in Nr. 263, daß zwei verschiedene Bündel korrelativ werden, wenn 
jeder Ebene des einen der zu ihr normale Strahl des andern zuge- 
ordnet wird. Es stellte sich heraus, daß dann auch einer Ebene des 
zweiten Bündels der auf ihr senkrechte Strahl des ersten entspricht 

Liegen die beiden Bündel ineinander, so wird die Korrelation 
eine involutorische, weil eben jeder Ebene des Bündels in beider- 
lei Sinne der nämliche Strahl entspricht, der zu ihr senk- 
rechte; der so entstehende Polarbündel heißt orthogonal. 
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Jede zwei konjugierten Ebenen sind rechtwinklige weil jede 
drurch den auf der andern senkrechten Strahl geht; ebenso sind es 
jede zwei konjugierten Strahlen, weil jeder in der auf dem 
andern senkrechten Ebene liegt; daher sind alle Involutionen 
konjugierter Strahlen oder Ebenen rechtwinklig, alle Polar* 
dreikante dreirechtwinklig. Der orthogonale Polarbündel 
hat einen reell-imaginären Basiskegel. 

Zwei orthogonale Polarbündel mit verschiedenen Schei- 
teln sind parallel; d. h. zu jedem Paare entsprechender Elemente 
des einen gibt es ein paralleles Paar entsprechender Elemente im 
andern. 

Ein Bündel enthält, solange sein Scheitel endlich ist, keine un« 
endlich fernen Elemente; daher haben koUineare Bündel, im allge- 
meinen, keine Fluchtelemente. Mithin fallen die speziellen 
Fälle, die wir bei kollinearen Feldern zu besprechen hatten; 
Affinität, Ähnlichkei.t weg; kongruente (gleiche) Bündel 
natürlich sind möglich. 

Wir fanden, daß zwei kollineare Felder in perspektiver Lage 337 
sind, d. h. alle Verbindungslinien entsprechender Punkte in einen 
Punkt S zusammenlaufen, wenn alle Punkte der Schnittlinie der 
beiden Ebenen sich selbst entsprechen; auf ihr treffen sich dann alle 
entsprechenden Geraden und die verbindenden Ebenen gehen auch 
durch das Perspektivitätszentrum. 

Die räumlich duale Betrachtung führt zu folgendem Ergebnis: 

Wenn bei zwei kollinearen Bündeln alle Ebenen des 
ihnen gemeinsamen Ebenenbüschels sich selbst entsprechen, 
dann sind diese Bündel in perspektiver Lage, d. h. es existiert 
eine Ebene (T, in der alle Schnittlinien entsprechender Ebenen 
gelegen sind. 

Li der Tat, es seien aßt und a'ß'x' zwei entsprechende Drei- 
flache in den beiden Bündeln; die Kante aß liegt in einer Ebene 
jenes gemeinsamen Büschels; also fällt, weil diese sich selbst ent- 
spricht, die entsprechende Kante a'ß' ebenjEsdls in sie; und ebenso 
liegen at und af'f ßT und ß'y' je in derselben Ebene dieses Büschels. 
Da also bei diesen beiden Dreiflachen die entsprechenden Kanten in 
drei Ebenen liegen (welche dann notwendig durch die Verbindungs- 
linie der beiden Scheitel gehen), so liegen (Nr. 40) die Schnittlinien 
aa', ßß', tt' entsprechender Ebenen in einer Ebene (T. Dieselbe ist 
schon bestimmt durch aa' und ßß' und bleibt unverandert, wenn t 
und t' sich ändern; also aUe Schnittlinien II' entsprechender Ebenen 
der beiden kollinearen Bündel liegen in (T. Entsprechende Strahlen 
aß, a'ß' befinden sich, wie wir eben erkannten, je in derselben Ebene 
des gemeinsamen Büschels und schneiden sich; ihr Schnittpunkt, 
auf aa' und ßß' gelegen, muß sich also auch in a befinden. 
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Ein Feld nnd einen Bündel, die zueinander kollinear 
sind, kann man im allgemeinen nicht in perspektire Lage 
bringen, d. h. in solche Lage, daß jedes Element des Feldes mit dem 
entsprechenden des Bündels inzidiert. Denn dazu ist erforderlich, 
daß der Büschel des Bündels, welcher der unendlich fernen Punkt- 
reihe des Feldes entspricht, einem (und damit jedem) diese Punkt- 
reihe projizierenden Büschel gleich sei; was im allgemeinen nicht der 
FaU ist. 

Ordnen wir in zwei Bündeln die parallelen Strahlen einander zu, 
so hat man EoUineation; denn die Zuordnung ist eindeutig, und 
durchläuft ein Strahl in dem einen Bündel einen Büschel, so tut es 
auch der entsprechende, und zwar liegen die beiden Büschel in paral- 
lelen Ebenen, so daß auch entsprechende Ebenen parallel sind. Jede 
Ebene des gemeinsamen Ebenenbüschels, zum einen Bündel gerechnet, 
deckt sich mit der parallelen, entspricht sich also selbst. Daher sind 
die beiden Bündel in perspektirer Lage: es existiert eine Ebene, in 
der alle Schnittlinien entsprechender Ebenen und Schnittpunkte ent- 
sprechender Strahlen liegen. Das sind aber unendlich ferne Elemente, 
und zwar, weil in einem Bündel (mit endlichem Scheitel) eine Ebene 
von jeder Stellung und ein Strahl von jeder Richtung yorhanden ist, 
alle unendlich fernen Geraden und Punkte des Baumes. 

Wir haben den Inbegriff der sämtlichen unendlich fernen 
Punkte und Geraden des Raumes als in einer Ebene gelegen 
anzusehen, welche die unendlich ferne Ebene des Raumes 
heißt ^). Bei den Verwandtschaften der Gebilde 3. Stufe werden wir 
von neuem zur Notwendigkeit dieser Vorstellung geführt werden. 
338 Der Parallelismus zweier orthogonalen Polarbündel führt zu einem 

weiteren wichtigen Begriffe. Zwei entsprechende Elemente des einen 
Bündels und die zu ihnen parallelen ebenfalls entsprechenden Ele- 
mente des andern liefern dieselben unendlich fernen Elemente, ihre 
Schnittelemente, einen Punkt und eine Gerade, welche entsprechend sind 
sowohl in dem Polarfelde, welches durch den einen, als in demjenigen 
welches durch den andern der beiden orthogonalen Polarbündel in 
die unendlich ferne Ebene eingeschnitten wird. Beide Polarbündel 
und so alle oo^ orthogonalen Polarbündel schneiden in die 
unendlich ferne Ebene ein und dasselbe Polarfeld, welches 
wir das absolute Polarfeld nennen wollen. In ihm sind polar 
der unendlich ferne Punkt eines Parallelstrahlen-Bündels 
und die unendlich ferne Gerade desjenigen Parallelebenen- 
Büschels, dessen Ebenen zu den Strahlen des Bündels nor- 
mal sind; konjugiert sind die unendlich fernen Elemente 
von zwei rechtwinkligen Strahlen oder zwei rechtwinkligen 



1) Poncelet, Trait^ des propriet^s projectives (2. Ausgabe Bd. J) Nr. 580. 
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Ebenen; so daS sich die Bechtwinkligkeit durch eine Beziehung zu 
diesem absoluten Polarfelde ausdrücken und infolgedessen projektiv 
▼eraUgemeinem läßt. Man ersetzt das absolute Polarfeld durch 
ein beliebiges in endlicher Ebene; normal im yerallgemei« 
nerton Sinne, quasinormal, sind dann eine Qerade und eine 
Ebene, welche die Ebene dieses Polarfeldes in polaren Ele- 
menten, zwei Strahlen oder zwei Ebenen, welche sie in kon- 
jugierten Elementen treffen. 

Die unendlicb ferne Ebene schneidet die Gegenkanten eines 
Tetraeders in den Oegenecken eines Tollständigen Yierseits. Sind 
daher zweimal zwei aegenecken konjugiert in dem absoluten Polar- 
felde, so sind es auch die dritten ^r. 314), d. h. wenn bei einem 
Tetraeder zweimal zwei Gegenkanten rechtwinklig sind, so sind es 
auch die dritten (Nr. 101). 

Das absolute Polarfeld hat eine reell-imaginäre Basis; 
diese Basiskurve wird die absolute Kurve des Baums genannt: 
ihr reeller Repräsentant ist eben das absolute Polarfeld. 

Die absolute Involution einer Ebene (und jeder ParaUelebene) ist 
diejenige, in welcher die unendlich fernen Punkte rechtwinkliger Ge- 
raden der Ebene gepaart sind. Also ist sie eine Involution konju- 
gierter Elemente des absoluten Polarfeldes; ihre imaginären Doppel- 
punkte, also die absoluten Punkte der Ebene sind die Schnitte 
der unendlich fernen Gerade derselben mit der absoluten 
Kurve. Eine Involution konjugierter Strahlen des absoluten Polar- 
feldes ist der Schnitt einer rechtwinkligen Ebeneninvolution; die ima- 
ginären Doppelstrahlen jener sind die Tangenten aus dem Scheitel 
an die Basiskurve, folglich berühren auch die imaginären Doppel- 
ebenen der Ebeneninvolution diese Kurve. Die imaginären Doppel- 
strahlen jeder rechtwinkligen Strahleninvolution (isotrope 
Strahlen des Raumes) treffen, die imaginären Doppelebenen 
jeder rechtwinkligen Ebeneninvolution (isotrope Ebenen) 
berühren die absolute Kurve. 

Weil jedes Paar einer Involution zu den Doppelelementen har- 
monisch ist, so wandelt sich die Rechtwinkligkeit gleich- 
artiger Elemente in eine Harmonizität um, also in eine pro- 
jektiv verallgemeinbare Eigenschaft. 

Zwei Strahlen derselben Ebene, bzw. zwei Ebenen sind 
rechtwinklig, wenn sie zu den isotropen Strahlen oder 
Ebenen ihres Büschels harmonisch sind, oder verallgemeinert, 
nachdem die absolute Kurve durch die (reelle oder reell-imaginäre) 
Basiskurve eines beliebigen reellen Polarfeldes ersetzt ist: sie sind 
quasinormal, wenn sie zu denjenigen Elementen ihres Büschels har- 
monisch sind, welche diese Basiskurve treffen, bzw. berühren. 
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Zwei ineinander liegende projektive Strahlenbüschel sind gleich 
und gleichsinnig oder ungleichsinnig, wenn die isotropen Strahlen 
des Büschels sich selbst oder inyolutorisch einander entsprechen 
(Nr. 76). 

Sind diese Büschel Normalschnitte zweier ineinander li^ender 
Ebenenbüschel, so daß der unendlich ferne Punkt der Aze polar ist^ 
im absoluten Polarfelde, zur unendlich fernen Gerade der schneiden- 
den Ebene, so gehen die isotropen Strahlen in dieser nach den Schnitt- 
punkten dieser Polare mit der absoluten Kurve und liegen in den iso- 
tropen Ebenen des Ebenenbüschels, die in den zugehörigen Tangenten 
schneiden. 

Zwei ineinander liegende Ebenenbüschel sind ebenfalls 
gleich und gleichsinnig oder ungleichsinnig, wenn die iso- 
tropen Ebenen des Büschels sich selbst oder inyolutorisch 
einander entsprechen. 

Der Leser bilde den allgemeineren Satz für Büschel um parallele 
Axen. 

Wir setzen bei einer Eugel als bekannt voraus, daß die Polar- 
ebene eines unendlich fernen Punktes diejenige Ebene durch den 
Mittelpunkt ist, welche auf dem Durchmesser nach jenem Punkte 
senkrecht steht. Daraus folgt, daß das von einer Eugel in der un- 
endlich fernen Ebene induzierte Polarfeld (Nr. 323) das absolute ist. 

Alle Kugeln des Raums induzieren in der unendlich 
fernen Ebene das absolute Polarfeld und gehen durch dessen 
Basiskurve, die absolute Kurve, welche deshalb häufig, aber 
etwas umständlich der unendlich ferne imaginäre Kugelkreis 
genannt wird^). Poncelet verdanken wir diesen wichtigen Begriff, 
der für die Metrik fundamental geworden ist'). 

Wie die absoluten Punkte einer Ebene den Grund dafür liefern, 
daß zwei Kreise derselben Ebene im Endlichen nicht mehr als zwei 
gemeinsame Punkte haben, so lehrt die absolute Kurve, daß zwei 
Kugeln im Endlichen nur eine Kurve 2. Ordnung gemein 
haben: in der Potenzebene. 

Wir wollen sofort diesen Begriff zu einigen Folgerungen aus den 
Sätzen von § 28 verwerten. 

Es liege eine Raumkurve R vor von der Ordnung n, der 
Klasse n und dem Range r. Sie ist eindeutig bezogen auf den 
unendlich fernen Schnitt (£||, r**' Ordnung w'**' Klasse ihrer Tangenten- 



1) Bei Stau dt Nonnalkreis (Beitrage zur Geometrie der Lage, Nr. 194), in 
Frankreich: courbe ombilicale; the Absolute bei Cayley im Sixth Memoir 
upon Quantics (Philos. Trans., Bd. 149, 1869, 8. 61 ; Math. Papers, Bd. 2, S. 661), 
von Nr. 209 ab. 

2) Trait^ des propriät^s projectiTes (in der 2. Ausgabe, Bd. I), Nr. 630. 
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flache und auf die Polarkuire S|| desselben in bezug auf die abso- 
lute Kurve oder im absoluten Polarfelde. 

Die Binormalen Ton R verbinden entsprecliende Punkte von 
R und S^y erzeugen also eine Regelfläche vom Grade n + n. 
Die Normalebenen verbinden die Punkte von R mit den ent- 
sprechenden Tangenten der Kurve (ST! , die wir als ausgeartete Regel- 
fläche r^ Ghrades auffassen können; also umhüllen sie einen 
Torsus von der Klasse n + r. 

Die rektifizierenden Ebenen von R verbinden die Tangenten 
Ton R mit den entsprechenden Punkten von d*'^ also ist ihr Tor- 
sus von der Klasse r + n. 

In den Hauptnormalen schneiden sich entsprechende Schmie- 
gungsebenen und Normalebenen; daher ist der Grad ihrer Regel- 
fläche n + r + n. 

Die Binormalen sind Schnittlinien entsprechender Normalebenen 
und rektifizierender Ebenen; die Reduktion des Grades ihrer Regel- 
fläche von (w + r) + (r + n') auf n 4- w', also um 2r rührt davon 
her^ daß 2r-mal diese Ebenen sich vereinigen. Dies bewirkt, daß ein 
Krümmungs-Mittelpunkt von R sich mit dem Punkte der Kurve ver- 
einigt, zu dem er gehört; denn eiae mit der rektifizierenden Ebene 
vereinigte Normalebene schneidet sich mit der folgenden auf der 
Kurve. Ist x die Ordnung der Kurve der Krümmungs-Mittel- 
punkte, so muß, weil die Hauptnormalen entsprechende Punkte der 
R und dieser Kurve verbinden, 

sein, also ist die genannte Ordnung n'-f 3r. 

Die Krümmungsaxen verbinden wiederum die Krümmungs-Mittel- 
punkte mit den entsprechenden Punkten von (S|!; eine Vereinigung 
findet bei den 2n' Punkten der R statt, deren Schmiegungsebenen 
die absolute Kurve berühren. Folglich hat die abwickelbare 
Fläche der Krümmungsaxen (der Torsus der Normalebenen) die 
Ordnung (n -f- 3r) + n- 2w' - 3r. 

Bei der kubischen Raumkurve, wo «=»n'=»3, r = 4, gilt also: 

Die Regelflächen der Binormalen und Hauptnormalen haben den 
Chrad 6, 10, die Torsen der Normalebenen und der rektifizierenden 
Ebenen die Klasse 7; die abwickelbare Fläche der Krümmungsaxen 
ist 12. Ordnung und die Kurve der Krümmungs-Mittelpunkte 15. Ord- 
nung^). 

In bezug auf eine Fläche 2. Grades erhält man um jeden 339 
Punkt P einen Polarbündel, in welchem eine Ebene des 

1) Zeitfichrift für Mathem. und PhjB., Jahrg. 40, S. 1. 
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Bündels und der nach ihrem Pole in bezug auf die Fläche 
gehende Strahl polar sind. Sein Basiskegel ist der Tangen- 
tialkegel aus P an die Fläche. 

Der Beweis ist räumlich dual zu dem von Nr. 323 zu f&hren. 

Sind der Punkt P und die dort zugrunde gelegte Ebene TT polar 
in bezug auf die Fläche, so liegt der Pol X jeder Ebene i durch P 
in TT. Daraus folgt, daß zwei polare Elemente des zu P gehörigen 
Polarbündels immer durch zwei polare Elemente des zu TT gehörigen 
Polarfeldes gehen, denn in diesem sind X und der Schnitt mit E 
polar. Der Polarbündel und das Polarfeld sind also perspektiv zu- 
einander, die eine Basis zur andern: die Basiskurve ist Berührupgs- 
kurve des Basiskegels. Sind beide imaginär, so liegen in den Polar- 
korrelationen die darstellenden reellen Gebilde vor. 

Diese Perspektive Lage gibt also einen einfacheren Beweis für den 
um einen Punkt P induzierten Polarbündel, als ihn die duale Be- 
trachtung liefert. 

Insbesondere sind die zum Mittelpunkte der Fläche und die zur 
unendlich fernen Ebene gehörigen Polarkorrelationen perspektiv: der 
Basiskegel der ersteren ist der Asymptotenkegel, die Basiskurve des 
letzteren der unendlich ferne Schnitt der Fläche. In bezug auf eine 
Eugel ist der zxun Mittelpunkte gehörige Polarbündel der orthogonale, 
das zur unendlich fernen Ebene gehörige Polarfeld das absolute. Der 
imaginäre Asymptotenkegel ist der isotrope, der aus dem Mittelpunkte 
die absolute Kurve projiziert. Sein reeller Repräsentant ist jener 
orthogonale Polarbündel. 

§ 52. Metrische Eigenschaften kollinearer und korrelativer Bündel, 
Axen, Hauptebenen derselben. Fokalaxen und zyklische Ebenen eines 

Polarbündels. 

340 Eine wichtige metrische Eigenschaft für kollineare und korrela- 

tive Bündel ist folgende. 

Zwei kollineare sowohl wie zwei korrelative Bündel mit 
endlichen Scheiteln besitzen stets zwei vollständig reelle 
Dreikante oder Dreiflache, welche dreirechtwinklig sind 
und einander entsprechen. 

Dies ist analog zu dem Satze von den zwei reellen entsprechen- 
den rechten Winkeln projektiver Büschel 

Zunächst seien kollineare Bündel betrachtet. Zu einem Strahle x 
des ersten sei af der entsprechende im zweiten, i' die zu ihm normale 
Ebene in diesem, i die ihr entsprechende Ebene im ersten und Xi 
der auf dieser normale Strahl ebenfalls im ersten BündeL Durch- 
läuft X diesen Bündel, so bewegen sich x und x' kollinear, x' und £' 
korrelativ (einen orthogonalen Polarbündel erzeugend), i' und i kolli- 
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near, £ und x^ korrelativ, also x und x^ kollinear in demselben 
BfLndel. Es existiert miihin mindestens ein reeller Eoinzidenzstrahl r; 
gehen dann r, p\ p, r^ aus ihm in der obigen Weise hervor, so ist 
r^ ^ r; r steht als r^ auf p senkrecht, und die beiden ihnen ent- 
sprechenden Elemente /, p' sind auch normaL 

Wir haben drei Paare entsprechender Strahlen, deren normale 
Ebenen auch entsprechend sind, davon mindestens eins, r, /, reell. 

Aber die projektiven Strahlenbüschel in p und p' enthalten, nach 
dem oben zitierten analogen Satze, zwei reelle entsprechenden rechten 
Winkel sty sY; bezeichnen wir nun die entsprechenden Ebenen tr 
und fr' mit a, a' und die sr, sV mit t, t', so sind auch a und </ 
bzw. auf s und s'y t und r' auf t und f normal; so daß tatsächlich 
drei reelle (und im allgemeinen nur drei) Paare entsprechender 
Strahlen r und /, s und s', t und f vorhanden sind, deren 
normale Ebenen p und p\ a und (s\ t und t' auch entspre- 
chend sind. 

Diese Strahlen und Ebenen sind in jedem der Bündel die Kanten 
nnd Ebenen desselben Dreikants, und wir haben in: 

rst = par und rs'i= p'a'r' 

die beiden entsprechenden dreirechtwinkligen Dreikante unseres Satzes. 
Diese Kanten und Ebenen mögen die Axen^) und Hauptebenen 
der kollinearen Bündel heißen. 

Die obige HilfskoUineation im ersten Bündel hat also drei reelle 
Koinzidenzstrahlen. 

Ähnlich wird bei der Korrelation verfahren; dem x aus dem 
ersten Bündel entspreche i' im zweiten, auf der x senkrecht stehe; 
diesem entspreche i und darauf stehe Xy^ normal. Sei r der zweifellos 
vorhandene reelle Koinzidenzstrahl der Kollineation im ersten Bündel, 
in welcher x und x^ entsprechend sind, und seien p', /, p, r^ aus ihm 
abgeleitet, so daß r^ mit r identisch ist; so sind die zu r und p^ nor- 
malen Elemente p und / wiederum entsprechend. In den entspre- 
chenden und projektiven Büscheln von Strahlen in p und Ebenen um 
r gibt es zwei reelle entsprechenden rechten Winkel st und (5't\ 
Ist wiederum tr «- a, 5r =» t, t'p' « s', a'p' =» t'y so haben wir drei 
reelle Paare entsprechender Elemente r und p', s und (5\ t und t", 
deren normale Elemente p und /, a und s', t und t' wiederum kor- 
respondieren; sie bilden die beiden entsprechenden dreirechtwinkligen 
Dreikante oder Dreiflache: 

rst = par und p'a'r' = rst\ 

Vereinigt man die beiden Bündel mit ihren Scheiteln und laßt die 
beiden kongruenten Dreikante sich decken und zwar so, daß /, s\ f 

1) Oft Hanptaxen genannt, doch meistens bloß Axen, was anch wohl genügt. 
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auf r, 5, t und daher p', &, t auf p, (T, t fallen^ — was auf acht 
Weisen möglich ist — , so ist ein Polardreikant entstanden^ und die 
Bündel sind involutorisch geworden, bilden einen PolarbündeL 

Zwei korrelative Bündel lassen sich so in einander legen, 
daß sie einen Polarbündel bilden. 

Den Beweis für die entsprechenden dreirechtwinkligen Dreikante 
kann man auch dadurch führen^ daß man zeigt, daß die beiden koUi- 
nearen oder korrelativen Bündel in der unendlich fernen Ebene koUi- 
neare oder korrelative Felder hervorrufen, in denen zwei Polardrei- 
ecke des absoluten Polarfeldes entsprechend sind. 

In der Tat besitzt jede ebene Eollineation oder Korre- 
lation ein Paar entsprechender Dreiecke, welche gleich- 
zeitig Polardreiecke eines gegebenen Polarfeldes TT sind; 
denn sie verwandelt dasselbe in ein anderes Polarfeld, das mit TT ein 
Polardreieck gemein hat. Dies als Dreieck des zweiten der ineinander 
liegenden koUinearen oder korrelativen Felder und sein entsprechendes 
im ersten sind die fraglichen Dreiecke. Sie sind sicher vollständig 
reell, wenn das Polarfeld eine reell - imaginäre Basis hat, wie in 
unserm Falle. 
341 Zwei ineinander liegende Polarbündel haben (Nr. 326) ein 

Polardreikant gemein; es ist vollständig reell, wenn mindestens 
einer von ihnen einen reell-imaginären Basiskegel besitzt. 

Das ist der Fall, wenn der zweite Polarbündel ein orthogonaler 
ist; das gemeinsame Polardreikant ist dann, weil zu diesem gehörig, 
dreirechtwinklig. 

Jeder Polarbündel hat ein dreirechtwinkliges Polar- 
dreikant, das immer vollständig reell ist. 

Und wenn zwei korrelative Bündel so ineinander gelegt sind, daß 
sie involutorisch werden, so müssen sich in diesem dreirechtwinkligen 
Polardreikant, von welchem ja jede Kante in beiderlei Sinne der 
gegenüberliegenden Ebene polar ist, die beiden entsprechenden drei- 
rechtwinkligen Dreikante vereinigt haben; so daß die Herstellung der 
involutorischen Lage nur auf obige Weise möglich ist 

Die Kanten und Ebenen dieses dreirechtwinkligen Polardreikants 
eines Polarbündels nennt man die Axen^) und Hauptebenen des- 
selben und des zugehörigen Basiskegels. 

In der involutorischen Homologie, welche zwei Gegenelemente 
dieses Dreikants zur Axe und zur Ebene hat, entspricht der Polarbündel 
und der Kegel sich selbst; jede zwei Elemente des Bündels, die in 



1) Wenn die elementare Stereometrie Tielfach beim schiefen Ejreiskegel die 
Gerade yom Mittelpunkte des Kreises nach der Spitze Axe nennt, so ist das 
nicht richtig. 
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bezQg auf die Axe symmetrisch sind^ sind es auch in bezog auf die 
gegenüberliegende Hauptebene. 

In einer Ebene^ die senkrecht zn einer Axe und daher parallel 
zur polaren Hanptebene ist, ist der Fußponkt jener der Mittelpunkt 
des ausgeschnittenen (reellen oder reell-imi^^ären) E^elsohnitts. 

Ein reeller Basiskegel hat^ wie bei jedem Polardrdkanty so auch 
bei diesem Axendreikant mit zwei Hauptebenen reellen, mit der dritten 
imaginären Schnitt, so daß die dieser gegenüberliegende Axe 
ein innerer Strahl, die beiden andern äußere Strahlen sind. 
•Die von der inneren Axe halbiei*ten Winkel der Kanten in den reell 
schneidenden Hauptebenen heißen die Öffnungen des Kegels. 

Die Axen und gegenüberliegenden Hauptebenen sind im allge- 
meinen die einzigen polaren and rechtwinkligen Elemente des Polar- 
bündels. 

Aber ein Polarbündel TT kann (Nr. 328) oo^ dreirecht- 342 
winklige Polardreikante besitzen, d. h. oo^ Polardreikante mit 
dem konzentrischen orthogonalen Polarbündel gemeinsam haben, wenn 
ihr Produkt eine Homologie ist, die dann die rechtwinkligen und 
polaren Elemente, welche allen jenen Polardreikanten als Qegenele- 
mente gemeinsam sind, zur Axe 8 und zur Ebene a hat. Die gemein- 
samen Involutionen konjugierter Ebenen bzw. Strahlen um s und in 
a sind rechtwinklig, und die beiden Basiskegel berühren sich doppelt. 

Für jede Ebene senkrecht zu 5, deren ausgeschnittenes Polarfeld 
ja den Fußpunkt ziun Mittelpunkt hat, ist die Inyolution in bezug 
auf dies Polarfeld konjugierter Strahlen um denselben, ausgeschnitten 
aus der rechtwinkligen Involution um s, ebenfftlls rechtwinklig; also 
ist der Schnitt ein Kreis, und der Kegel ein (reeller oder reell-ima- 
ginärer) gerader Kreiskegel oder Rotationskegel. Die oo^ gemein- 
samen Polardreikante führen zu der ausgezeichneten Axe s, der Dreh- 
axe, und oo^ Axen in a, und der ausgezeichneten Haupt- oder Sym- 
metrieebene a und (x>^ andern durch s. umgekehrt leuchtet unmittel- 
bar ein, daß ein Botationskegel cx>^ derartige dreirechtwinklige Polar- 
dreikante besitzt. So ergibt sich als charakteristische Eigen- 
schaft des Rotationskegels, daß er den konzentrischen isotropen 
Kegel oder einfacher die absolute Kurve doppelt berührt. 

Und da eine Fläche 2. Ghrades Rotationsfläche ist, wenn das für 
ihren Asymptotenkegel gilt, so besteht das Kennzeichen in der letzteren 
Form für jede Rotationsfläche 2. Grades. 

Ist TT der Polarbündel eines Rotationskegels aus und TT^ der 
konzentrische orthogonale Polarbündel, so ist ihr Produkt eine Homo- 
logie r mit Axe s und Ebene a, welche normal sind. Aus TTTT^ =- f 
folgt: rTTo>->TT. Die oo' derartigen Homologien führen, mit dem 
festen orthogonalen Polarbündel multipliziert, zu allen „Rotations- 
Polarbündeln^^ aus 0. Diejenigen mit derselben Invariante geben 

S t n T m , Ottomefer. Verwandtsohaften. IL 9 
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offenbar kongmente Polarbündel und EegeL Von der Inyariante wird 
es daher abhängen^ ob der Kegel reeU oder reell-imagii^ ist Die 
InvolutioD konjugierter Strahlen in a ist f&r TT und TT^ dieselbe, also 
auch für TT rechtwinklig, und die Schnitte von a mit dem Eegel 
sind imaginär; folglich muß jede Ebene n durch s reell oder iTna-ginar 
schneiden je nach der Art des Kegels. Seien also in jii die Strahlen x 
und Xj^ entsprechend in f, so ist die Invariante: 

(saxXi) =» cotg sXj^ : cotg 5x — X5 

wenn dann x' die Spur der zu x^ normalen Ebene H in ^, also 
normal zu x^ ist, so sind x und x' konjugiert in TT, und die Potenz 
der Involution konjugierter Strahlen von TT in jii, bezogen auf den 

Zentralstrahl Sy ist cotg sx - cotg sx\ ako "" — Y' ^^^ 

cotg sXj^ • cotg sx' — — 1. 

Danach führen negative Invarianten der Homologie zu 
reellen, positive zu reell-imaginären Rotationskegeln. 

Ist für einen Polarbündel zunacht das dreirechtwinklige Polar- 
dreikant rat ^p CT gegeben, so hat man, wenn man durch polare 
Elemente jp, tt die endgültige Bestimmung so treffen will, daß ein 
Rotationskegel sich ergibt, dessen Axe 8 ist, dafür zu sorgen, daß in 
p und T die Involutionen konjugierter Strahlen kongruent ausfallen. 
Den Schnitten (rp, p), (tp, t) sind die irp, itt konjugiert. Hat man 
daher p in die eine Halbierungsebene von pr gelegt, so ist der Drei- 
strahl s, ty (rp, p) in p dem Dreistrahle Sy r, (tpy t) in t kongruent; 
damit dieser Kongruenz sich noch up und ttt einfügen, muß tt zu 
jener Halbierungsebene normal sein. Es hat keine Schwierigkeit, 
hyperbolische, bzw. elliptische Involution zu erzielen, d. h. einen reellen, 
bzw. reell-imaginaren Rotationskegel. 
343 Die vier gemeinsamen Kanten eines Kegels 2. Grades und des 

konzentrischen isotropen Kegels liefern sechs Yerbindungsebenen, 
welche je dieselbe Involution konjugierter Strahlen tragen, eine recht- 
winklige wegen des letzteren Kegels. Weil die Axen das Diagonal- 
dreikant dieses Vierkants bilden, so haben wir: 

Jeder Kegel 2. Grades oder jeder Polarbündel besitzt 
sechs Ebenen, welche rechtwinklige Involutionen konju- 
gierter Strahlen tragen; durch jede Axe gehen zwei, und 
nur bei einer sind sie reell (Nr. 326). 

Sie heißen die zyklischen Ebenen des Kegels oder Polar- 
bündels. 

Eine Parallelebene zu einer solchen Ebene l schneidet nämlich 
aus dem Kegel einen Kreis aus. Die zur rechtwinkligen Involution 
konjugierter Strahlen in t Perspektive Involation konjugierter Ebenen 
um den Polarstrahl von l wird durch die Parallelebene in einer 
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ebenfalls rechtwinkligen Inyolution geschnitten^ welche f&r den Schnitt; 
der die Spur des Polarstrahls znm Mittelpunkte hat; die Involution 
konjugierter Durchmesser ist. 

Die sämtlichen Eegel 2. Grades^ welche durch jene vier imagi- 
nären Kanten gehen oder denen die rechtwiakligen Involutionen kon- 
jugierter Strahlen in den beiden reellen zyklischen Ebenen gemein- 
-sam sind; bilden einen Büschel konzyklischer Eegel 2. Grades. 

Die gemeinsamen Tangentialebenen des g^ebenen Eegeb 2. Gra- 
des und des konzentrischen isotropen Kegels führen in ihren Schnitt- 
linien zu den Strahlen; welche in bezug auf den Kegel rechtwinklige 
Involutionen konjugierter Ebenen tragen. 

Jeder Kegel 2. Grades oder jeder Polarbündel besitzt 
sechs Strahlen; welche rechtwinklige Involutionen konju- 
gierter Ebenen tragen; in jeder Hauptebene liegen zwei und 
nur in einer sind sie reell. 

Sie heißen die Fokalaxen^) des Kegels oder Polarbündels. 

Eine Ebene ; die zu einer Fokalaxe normal ist; schneidet einen 
Kegelschnitt auS; der im Spurpunkt derselben einen Brennpunkt hat; 
die andern Fokalaxen gehen nicht durch Brennpunkte. 

Alle Kegel 2. Grades ; denen jene vier imaginären Berührungs- 
ebenen oder die rechtwinkligen Involutionen um die beiden reellen 
Fokalaxen als Involutionen konjugierter Ebenen gemeinsam sind, bilden 
eine Schar konfokaler KegeL 

Wir haben gelernt (Nr. 269; 334); daß bei zwei reeU-imaginären 
Kegelschnitten den reellen gemeinsamen Sekanten reelle ümbilikal- 
punkte korrespondieren; also jene und diese mit Gegenelementen des 
gemeinsamen Polardreiecks in^idiereu; hingegen; wenn der eine Kegel- 
schnitt reell; der andere reell-imaginär ist; die reellen gemeinsamen 
Sekanten und reellen Umbilikalpunkte nicht korrespondieren; nicht 
mit Gegenelementen des Polardreiecks inzidieren. Übertragen wir 
das auf die Kegel; so folgt; weil der isotrope Kegel reell-imaginär ist: 

Bei einem Polarbündel mit reell-imaginärem Basiskegel 
liegen die AxC; durch welche die reellen zyklischen Ebenen 
geheU; und die HauptebenC; in der die reellen Fokalaxen 
sich befinden; gegenüber; hingegen nicht; wenn der Basis- 
kegel reell ist. 

Es sollen jedoch diese ausgezeichneten Elemente eines Polar- 
bündelS; ähnlich wie in Nr. 317; abgeleitet werden; ohne daß die 
absolute Kurve herangezogen wird. Wir konstruieren reeU die sie 
darstellenden Involutionen; zunächst in den Hauptebenen die Fokal- 
involutionen. Es sei a irgend eine der drei Hauptebenen, q ein 



1) Es ist wohl zn nnteischeiden zwischen Fokalaxen und Axen schlechthin 
oder Hanptaxen. 

9* 
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Strahl des Bündels in ihr; s&u jeder Ebene ir durch ihn werde die 
rechtwinklige und konjugierte Ebene tt' konstruiert. Die Polar- 
strahlen der ir sowohl als die zu ihnen normalen Strahlen dee 
Bündels beschreiben zwei zum Büschel der ir projektive Strahlen- 
büschel in der Polarebene von q und in der zu q senkrechten Ebene. 
In a, der zu a senkrechten Axe, vereinigen sieh die zu a, einer 
von den ir^ gehörigen Strahlen^ die Strahlenbüschel werden also per- 
spektiv, und das Erzeugnis der Verbindungsebenen tt' ist ein Ebenen- 
büschel; dessen Axe q' in a liegt^ denn zu der in q anf a senkreehten 
Ebene gehört a als tt'. Dieser Ebenenbüscbel der tt' wird dadurch 
dem der ir projektiv. Also gehen die den Ebenen ir durch q kon- 
jugierten und rechtwinkligen Ebenen ir' durch einen festen Strahl q' 
von Oy der dem q involutorisch zugeordnet wird; die involutorischen 
Büschel der q und q' werden nämlich in a eingeschnitten durch die 
projektiven Ebenenbüschel um zwei analog beschaffene Geraden r, r 
in einer zweiten Hauptebene, etwa ß. Da die Bechtwinkligkeit und 
die Konjugiertheit gegenseitig stattfindet, so muß involutorisehes Ent- 
sprechen stattfinden; andererseits entsprechen in den Büscheln r, / 
der gemeinsamen Ebene ß die zu ihr in r, r senkrechten Ebenen, 
und ihre Schnittlinie b ist die involutorische Axe. Mithin schneidet 
die durch sie gehende a die Büschel involutorisch. 

So ergeben sich die drei Fokalinvolutionen in den Haupt- 
ebenen; jede zwei rechtwinkligen und konjugierten Ebenen gehen durch 
gepaarte Geraden einer jeden. 

Daraus folgt, daß diese Involutionen verbunden sind, denn 
den drei Strahlen in einer Ebene tt sind die Strahlen in der recht- 
winkligen und konjugierten Ebene tt' gepaart. 

Eine von ihnen ist daher notwendig hyperbolisch; ist f 
ein Doppelstrahl derselben, so geht fär jede Ebene durch ihn auch 
die rechtwinklige und konjugierte Ebene durch ihn; d. L er tragt 
eine rechtwinklige Involution konjugierter Strahlen, ist Fokalaxe. Diese 
Involution schneidet dann in die beiden andern Hauptebenen die Fokal- 
involutionen ein, also sind die andern Fokalinvolutionen ellip- 
tisch und repräsentieren die imaginären Fokalaxen. In jeder von den 
Fokalinvolutionen bilden die beiden Axen das rechtwinklige Paar. 

Durch die beiden reellen Fokalaxen ist die ganze Figur der drei 
Involutionen bestimmt. 

Zwei den Eegel erzeugende projektive Strahlenbüschel 
werden aus einer Fokalaxe durch projektive Ebenenbüschel 
projiziert, deren Eoinzidenzebenen die Tangentialebenen durch sie 
sind, d. h. die isotropen Doppelebenen der rechtwinkligen Involution 
konjugierter Ebenen; daher sind diese Büschel gleich und gleich- 
laufend. 

Das rechtwinklige Paar irgend einer Involution konjugierter 
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Ebenen geht durch gepaarte Strahlen jeder der Fokalinvolutionen und 
halbiert die Winkel der Ebenen aus dem Trägerstrahl nach den Fokal- 
azen, welche die Doppelstrahlen sind, insbesondere die Winkel der 
Ebenen nach den reellen Fokalaxen. Dieses rechtwinklige Paar besteht 
bei einer Kante des Kegels aus der Tangentialebene nnd der Normal- 
ebene. Daraus folgt^ daß konfokale Kegel sich in jeder gemeinsamen 
Kante rechtwinklig schneiden. 

Wie dann hieraus weitere metrische Sätze abgeleitet werden, ins- 
besondere der Satz über die konstante Summe oder Differenz^) der 
Winkel der Kegelkanten mit den reellen Fokalaxen^ sehe man z. B. 
in Reyes Geometrie der Lage, 4. Aufl., 1. Abt., 18. Vortrag. 

Wir stellen analog für jede Axe die Involation her, 
deren Doppelebenen die zyklischen Ebenen sind. In einer 
Ebene k durch die Axe a sei p ein Strahl des Bündels; der recht- 
winklige und konjugierte Strahl p', die Schnittlinie der Polarebene 
TOn p mit der zu p senkrechten Ebene im Bündel, erzeugt einen 
Strahlenbüschely da diese Ebenen projektive Büschel beschreiben in 
perspektiver Lage, denn kommt p nach a, so vereinigen sie sich in a 
Die Ebene k des Strahlenbüschels geht ebenfalls durch a, denn a ist 
rechtwinklig und konjugiert zu xa Dieser Büschel in k' ist projektiv 
zu den beiden ihn erzeugenden Ebenenbüscheln und daher zu dem in k; 
es sind in ihnen zwei Strahlen homolog, die rechtwinklig und kon- 
jugiert sind. Seien X, X' zwei ebenso einander zugeordnete Ebenen 
durch eine zweite Axe b, so projizieren die einander zugeordneten 
Ebenen k, k durch a entsprechende Strahlen der Büschel in X, X', 
also bewegen sie sich projektiv und überdies involutorisch, weil a in 
der involutorischen Ebene ß der Büschel in X, X' liegt. 

Das ist die gesuchte Involution um a; jede ihrer Doppelebenen 
enthält für jeden ihrer Strahlen aus dem Bündel auch den recht- 
winkligen und konjugierten Strahl, trägt also eine rechtwinklige In- 
volution konjugierter Strahlen und ist eine zyklische Ebene. 

Die drei Involutionen sind wiederum verbunden; denn 
drei Ebenen aus ihnen, die in einen Strahl zusammenlaufen, sind die 
drei gepaarrt, die sich im rechtwinkligen und konjugierten Strahle 
schneiden. Daß nur eine hyperbolisch ist, ergibt sich ähnlich wie 
vorhin. 

Die beiden Hauptebenen bilden stets das rechtwinklige Paar. Und 
durch die beiden reellen zyklischen Ebenen ist wieder die ganze Figur 
der drei Involutionen bestimmt. 



1) Samme, wenn Halbkanten k desselben Halbmantels und Halbstrahlen 
/*, f^ der Fokalaxen genommen werden, die von diesem eingeschlossen werden, 
Differenz^ wenn von der einen Fokalaze der andere Halbstrahl f^' genommen 
wird; die Eonstanten kf+kf^ nnd kf^' — kf sind snpplement&r. 



134 m. § 52. Zyklische Ebenen. Fokalazen eines PolftrbOndelB. 

Zwei den Kegel erzeugende projektive Ebenenbüsckel 
schneiden in eine zyklische Ebene gleiche und gleichlaufende 
Strahlenbüschel ein; denn die isotropen Kanten, in denen sie den 
Kegel schneidet, sind die Koinzidenzstrahlen dieser BüscheL 

Mit den Tangentialebenen des Kegels bilden die (reellen) zykli- 
schen Ebenen Winkel von konstanter Summe oder Differenz^). 

Der einem Polarbündel konzentrische orthogonale Polarbündel 
führt das Dreikant der Axen und Hauptebenen in sich selbst über, 
den Basiskegel in den Normal- (oder Supplementar-)Kegel, von dem 
jede Kante und zugehörige Berührungsebene normal ist zu einer 
Berührungsebene und der zugehörigen Berührungskante jenes Kegels, 
die Fokalaxen und zyklischen Ebenen des einen in die zyklischen 
Ebenen und die Fokidazen des andern. 

Beim reellen Kegel 2. Grades liegen die reellen Fokal- 
axen in derjenigen den Kegel reell schneidenden Hauptebene, 
welche den größeren inneren Winkel zwischen den Schnitt- 
kanten (Öffnung) hat, oder, was dasselbe, die größere Potenz der 
Involution konjugierter Strahlen, bezogen auf die innere Axe als 
Zentralstrahl, hat, und die reellen zyklischen Ebenen gehen 
durch die in ihr liegende äußere Axe. 

Schneidet man nämlich den Kegel mit einer zu der inneren Axe 
normalen Ebene, so geht jene Hauptebene durch die größere Axe der 
Schnittellipse. Freilich gehen die (reellen) Fokalaxen nicht durch 
deren (reelle) Brennpimkte^ die Spuren jener liegen vielmehr naher 
am Mittelpunkte als diese. Stellen wir aber über die Ellipse einen 
normalen Zylinder, so gehen dessen Fokalaxen durch die Brennpunkte, 
und sie bleiben in derselben Hauptebene, wenn die Ellipse fest- 
gehalten und die Spitze auf der Axe in die frühere Lage gebracht 
wird, da eine Vereinigung der Fokalaxen nur beim Rotationskegel 
eintreten kann, dieser hier nicht vorkommt. 

Die reellen zyklischen Ebenen müssen durch eine der äußeren 
Axen gehen, weU sie den Kegel imaginär schneiden; nach dem obigen 
Ergebnisse ist das nicht die der eben besprochenen Hauptebene mit 
der größeren Öffnung gegenüberliegende, sondern die in ihr liegende. 
Dies folgt auch daraus, daß zwei Normalkegel in derselben Haupt- 
ebene supplementäre Öffnungen haben; also liegen fQr den Normal- 
kegel des gegebenen die reellen Fokalaxen in der andern reell 
schneidenden Hauptebene, welche für ihn die mit der größeren Öffiiung 
ist, und die reellen zyklischen Ebenen des gegebenen gehen durch 
die Gegenaxe. 

Für den Polarbündel mit reell-imaginärem Basiskegel 



1) Vgl. Reye a. a. 0. 
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fahren wir den Begriff der homogenen (negativen) Halbaxen- 
Quadrate ein; die Axen seien mit 0; i, c bezeichnet. Wir schneiden 
mit einer Ebene, welche anf c in der Entfernung c vom Scheitel 
normal ist; das ausgeschnittene Polarfeld habe auf Parallelen zu a, h 
die Halbaxen- Quadrate — a*, — 6* (Potenzen der Involutionen kon- 
jugierter Punkte); also sind die Potenzen der Involutionen konjugierter 
Strahlen in den Hauptebenen ca, cb, in Tangenten und bezogen auf c, 

f, 1; demnach j, — p; wenn sie auf a, bzw. b bezogen 

werden. Die Potenz der Durchmesser - Involution jenes Polarfeldes 
( — a*, — 6*) ist, in Tangenten geschrieben und bezogen auf die zu a 

parallele Aze, 1 (Nr. 317). Zu ihr parallel ist die Involution 

konjugierter Strahlen in der Hauptebene ab; ihre auf o, bzw. 6 
bezogenen Potenzen sind j, — -rs. Indem so die Potenzen der In- 
volutionen konjugierter Strahlen in oc, ab, bezogen auf a, gleich 
1, 1 sind, ergeben sich als Halbaxen- Quadrate des Schnittes 

der Ebene, die auf a in der Entfernung a normal ist, — c^, ^6'; und 
ebenso hat das Polarfeld in der Ebene, die auf b in der Entfernung 
h senkrecht steht, die Halbaxen -Quadrate — c*, — b\ 

Diese ■— a*, — 6*, — c* nennen wir die homogenen Halbaxen- 
Quadrate des Kegels^). 

Es sei — a* > — 6*> — c*, also c>b> a. 

Das Polarfeld (— a*, — 6*) hat (Nr. 317) dann seine reellen Brenn- 
punkte auf der a-Axe, also liegen die reellen Fokalaxen des über i>ini 
stehenden geraden Zylinders (bzw. seines Polarbündels) in der Ebene 
ac; und dabei bleibt es, wenn die Kegelhöhe von cx> bis c herabgeht 

Der gerade Zylinder über (— a*, — c*) hat seine Fokalaxen in 
der Ebene ba; sie bleiben darin, wenn die Höhe herabgeht von 00 
bis e^^ dann liegt ein Rotationskegel lun die Axe a vor, bei ihm haben 
sich die Fokalaxen in dieser vereinigt, und sie gehen nun über in 
die Ebene ca, worin sie bleiben, bis die Höhe b erreicht ist; und 
ähnliches gilt für die Kegel über (— b\ — (^)f die reellen Fokalaxen 
liegen für die Höhen von oo bis c in ba, für diejenigen von c bis 2» 
in bc, und für diejenigen von b bis a (und. weiter) in ca. 

Die reellen Fokalaxen befinden sich daher in derjenigen 
Hauptebene, welche die Axen mit dem algebraisch größten 
und dem algebraisch kleinsten Halbaxen-Quadrate verbindet, 
und die reellen zyklischen Ebenen gehen durch die gegen- 
überliegende Axe. 



1) Der reelle Kegel hat zwei pontive und ein negatives (oder umgekehrt). 
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344 Wenn der Scheitel eines Polarbündels auf einer Fläche 

2. Orades F^ liegt, so gehen die Ebenen, welche je die zweiten 
Schnittpunkte der F^ mit den Kanten eines Polardreikants 
des Polarbflndels verbinden, durch einen festen Punkt, 
welcher auf dem Polarstrahl t der Berührungsebene t der F* 
in liegt. 

Es sei a ein Strahl des Bündels, a seine Polarebene im Polar- 
bündel, so schneidet die Involution konjugierter Strahlen in a in den 
Kegelschnitt (F% a) eine Involution ein; wenn 9 deren Zentrum ist, 
so gehen die Yerbindungsebenen aller Schnittpunkte -Tripel, zu denen 
der Schnittpunkt A von a gehört, durch die Qerade AH. Die Schnitt- 
kante ^ * Ta, eine Tangente von F^ in 0, ist zu a konjugiert; die 
dritte Kante s' des zugehörigen Polardreikants ist der Schnittstrahl 
der zu s polaren Ebene ta mit a; die Verbindungslinie der zweiten 
Schnitte von $ und s' geht durch 3(; diese Oerade ist aber, weil der 
zweite Schnitt von ^ in fillt, die Gerade 5'; folglich geht die Ebene 
ta durch 9 und nimmt die Gerade AH in sich auf. Demnach trifft 
der feste Strahl t alle derartigen Geraden AH. 

Jetzt sei b ein dem a konjugierter Strahl des Bündels, und c die 
dritte Kante des zugehörigen Polardreikants; sind dann A, B, C die 
die drei Schnitte und S9 ebenso zu B gehörig, wie % zxx A, so geht 
BC durch 9, CA durch 89, und beide Geraden AH und B9 liegen 
in der Ebene ABC, welche im allgemeinen nicht durch geht, und 
treffen sich. Wenn also der Strahl ^, der durch geht, beide trifft, 
so muß es im Schnittpunkte geschehen; folglich begegnen AH und 
Bfd beide dem t in demselben Paukte. 

Nun seien o, h beliebige Strahlen des Bündels, e der Schnittstrahl 
der Polarebenen, also beiden ko]qi:^ert, und C und (£ die zugehörigen 
Punkte, so treffen AH und £93 die Gerade t in dem Punkte, wo sie 
von CS getroffen wird, also in demselben; und durch diesen Punkt 
gehen aUe Yerbindungsebenen^). 

Da od' Polardreikante vorhanden sind und nur 00' Ebenen durch 
diesen Punkt gehen, so enthält jede Ebene, welche ein solches Schnitt- 
punkte-Tripel enthalt, deren oo\ und indem wir ihren Schnitt mit F^ 
aus projizieren, sehen wir, daß, wenn ein Kegel 2. Grades ein 
Polardreikant eines Polarbündels enthalt, sofort 00^ auf ihm 
gelegen sind. 

Aber dieser Satz folgt aus dem entsprechenden ebenen Satz in 
Nr. 118. 

i) ffin^uchÜich dei ««lai Teik dm Beweises sehe maa: Schröter, Joamal 
t Ma4h^ Bd. 6i> S. 79^ Kr« S; dort wird jedoch ^oigugiert^ im Siiuie von 
^^MUai^ gehiMicht. 
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Wenn der Polarbüadel ein orthogonaler ist^ so haben wir: 
Alle drei rechtwinkligen Dreikante eines Bündels 
Bchneiden eine dnrch den Scheitel gehende Fläche 2. Grades 
in Panktetripeln, deren Ebenen in einen Punkt der Normale 
des Scheitels zusammenlaufen. 

Ist einem Kegel 2. Grades ein dreirechtwinkliges Drei- 
kant ein- oder umgeschrieben^ so sind ihm c3o^ ein- oder 
umgeschrieben. 

§ 53. Zyklische Ebenen und Fokalaxen von kollinearen Bfindeln. 

Zwei koUineare Felder (mit endlichen Fluchtgeraden) besitzen 345 
zwei reelle Paare entsprechender gleichen Punktreihen (Nr. 275) und 
zwei reeUe Paare entsprechender gleichen Strahlenbüschel (Nr. 277). 

Ebenso haben zwei kollineare Bündel (mit endlichen Schei- 
teln) zwei reelle Paare entsprechender gleicher Strahlen- 
büschel und zwei reelle Paare entsprechender gleicher 
EbenenbüscheL 

Die Ebenen solcher entsprechender gleichen Strahlen- 
büschel, etwa by b', müssen durch entsprechende Axen der 
Bündel gehen. Es seien l, V die entsprechenden Strahlen^ in denen 
sie p und p' schneiden^ und nicht selbst schon Axen^ und m^ ni die 
wiederum entsprechenden Strahlen, die in den gleichen Strahlenbüscheln 
zu ihnen senkrecht stehen. Wären diese von r, bzw. / verschieden, 
so würde die Ebene mr zm l und m'r tpol V normal sein; und wir 
hätten ein viertes Paar entsprechender Strahlen Z, Vy deren normale 
Ebenen auch entsprechend sind; ein solches ist im allgemeinen nicht 
Torhanden. 

Also müssen entweder ly V selbst schon in entsprechende in p, 
bzw. p' gelegene Axen fallen, oder m, m müssen mit r, r identisch 
sein. Jedenfalls müssen b, h' entsprechende Axen enthalten. 

Wir wollen also jetzt unter den entsprechenden durch r und / 
gehenden Ebenen nach solchen suchen, welche gleiche Strahlenbüschel 
tragen. Dazu schneiden wir die beiden Bündel mit Ebenen, welche 
bzw. auf r, / senkrecht stehen in gleichen Entfernungen von den 
Scheiteln. Weil die unendlich fernen Schnitte mit p, p' entsprechend 
sind, so entstehen afüne Felder. Die Schnitte f, t mit a, t, bzw. f, t' 
mit </, -x geben die beiden rechtwinkligen Richtungen des einen und 
und des andern Feldes, die einander entsprechen. 

Wenn durch die Spuren SR, 81' von r, r entsprechende Geraden 
mit gleichen Punktreihen gehen, so stehen, wegen der gleichen Ent- 
fernung von den Scheiteln, über diesen in den Bündeln gleiche Strahlen- 
büschel, und umgekehrt, solche werden in gleichen Punktreihen ge- 
schnitten. In den affinen Feldern sind aber, nach Nr. 284, reelle gleiche 
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Pnnktreilien nur dann Torhanden und dann in zwei Richtungen, wenn 
von den beiden Verhältnissen der entsprechenden Strecken auf f und 
f und auf t und t' das eine echt^ das andere unecht ist 

Das Verhältnis auf f und f ist seinem absoluten Werte nach, 
auf den es hier allein ankommt, gleich 

tang/y': tangry = cotgry • cotg^'y'» 

wo y, y^ irgendwelche entsprechenden Strahlen der entsprechenden 
Büschel in a, a' sind, welche die entsprechenden rechten Winkel rt, 
rt haben. Ebenso ist das andere Verhältnis auf t', t gleich 

tang//: tangrj? — cotgrif • cotg«'/, 

wo Zy z irgendwelche entsprechenden Strahlen in t, t sind. 

Die Produkte cotg ry • cotg ty und cotg ra • cotg s'/ sind Po- 
tenzen der Projektiyitaten der Strahlenbüschel in (T, (/ und in t, x'. 
Setzen wir: 

Ä^- cotg ry. cotg ry; \^ cotg j?^ > ^*g^'^^" cotg r^.^cotg 5-5- > 

i = cotg ix • cotg dx\ 

gleich auch die dritte dieser zyklisch gebildeten Großen einf&hrend, 
so müssen also \ und A;^ gleichartig sein, beide echt oder beide 
unecht, wenn die afßnen Felder reelle gleiche entsprechende Punkt- 
reihen und die über ihnen stehenden koUinearen Bündel gleiche ent- 
sprechende Strahlenbüschel enthalten, deren Ebenen durch r, / gehen. 
Und ebenso müssen \ und h gleichartig sein, wenn solche durch s 
und s' gehen, und h und 'k^ wenn durch t und (, 

Es seien nun Xj y, z die Schnitte einer beliebigen Ebene £ mit 
p, (T, T und x\ y\ z diejenigen der entsprechenden Ebene ^ mit p', 
(/, t', so gibt der Satz Ton Menelaus für das Dreiflach paT (Nr. 53): 

vasiBX sin^y sinrjr ^ 



oder: 

Und für p'ct't': 

Daher (absolut): 



sinto; sinry sin «5 
cotg tx • cotg ry • cotg sz — 1, 
cotg s'x ' cotg fy • cotg r'z' = 1. 



\'K'K'^'^' 



Schreiben wir k , k^, k^ in der Form: 

\ - cotg {t, pH) . cotg (s\ p'EO. 
*<T= cotg (r, ai) • cotg (t\ (T'r), 
K^ cotg (8, t5) • cotg (/, t'EO; 
so sehen wir, daß der Satz von Geva zu: 

K'k^'kf^l 
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fQhrt^ wo: 

*, — cotg (p, sx) ' cotg (t', 8x), 

JCf =» cotg ((T, tx) • cotg (p', fx') 

und X, x' beliebige entsprechenden Strahlen sind. 

Natürlich kann man auch die drei reziproken Gtrößen nehmen: 

cotg (s, pE) • cotg (^, p'g'), . . .; cotg ((X, ra;) • cotg (t', r'a?'), . . . 

Bei der Korrelation ergeben sich^ indem in dem einen Bündel der 
Satz Ton Menelans, in dem andern der von Geya benatzt wird, 
folgende zwei (oder vier) Tripel^ deren Produkt 1 ist: 

^*g(^*P^)'Cö*8(^';^'^0y cotg(r,(TE)cotg(T',s'n?'), cotg (5,1 2)- cotg (p'/a?'); 
cotg (T,r a?) • cotg (s', p' i\ cotg (p, s£) - cotg (f, & l')^ cotg ((X, ix) • cotg (r, t i). 

Kehren wir zu unserer Formel: 

Tc »Je - k =1 

zurück^ so lehrt dieselbe, daß von diesen drei Größen nur einmal 
zwei gleichartig sein können. Nehmen wir an: k„y k^. Es gehen 
also allein durch r, r' reelle Ebenen, welche gleiche ent- 
sprechende Strahlenbüschel tragen, und zwar zwei Paare^); 
im ganzen gibt es sechs Paare, zwei reelle und vier imaginäre. 
Wir wollen diese Ebenen die zyklischen Ebenen der beiden 
kollinearen Bündel nennen, insbesondere die reellen: 

Wir wissen, daß in den affinen Feldern die Winkel der beiden durch 
den Spurpunkt 91 von r gehenden Punktreihen g, denen gleiche Punkt- 
reihen g^ entsprechen, durch f, t, die Spuren von (T, t, und die der 
g' durch f, t', die von a', t halbiert werden. Also sind auch <T, t 
die Halbierungsebenen von b und b^, a', t diejenigen von h\ b/. 
In den affinen Feldern hatten wir (Nr. 284): 

1-1 

WO ^, V die Verhältnisse sind, die a. a. 0. mit (T, t bezeichnet worden 
sind. Nun ist ^ fg — (Tb, f g'— (/b', und: 



1) Die voiangehende Darstellang ist — etwas Tereinfacht — diejenige von 
Schröter, Oberflächen 2. Ordnung und Banmkorven 3. Ordnung, § 45. Dieselbe 
ist auch noch im folgenden verwertet; feiner aber sind vor allem die in Nr. 276 
zitierten Abhandlungen von Smith und B eye zu erw&hnen. 
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also ergibt sich für die Winkel der reellen zyklischen 
Ebenen: 

tang <TÖ* = cotg Tb* =— -r , tang o'b'* -= cotg i'b'^ — , , ; 

die einen Vorzeichen der ersten Potenzen gehören zu b^ b', die andezn 

zn h^f bj . 

Nennen wir die andern, imaginären, zyklischen Ebenen durch 
Sf s'] ty t' bzw. 6; €'; <P; <p'; so ergibt sich: 

tangxe* — cotgpc*— -: , tang x'e'* — cotg p'e'* — . _jl i ; 

J— 1 

tang p<p*=" cotg <j<p*=« -y — ^-y tang p'<p'*= cotg cy'q)'*— v^^, -, ; 



1- 


ÄJt« 


1 


— 1 


1- 


t^« 


1 


— 1 



wir erhalten also: 

tang T€* = — cos (Tb*, tang x'e'* «■ — cos a'b'*; 
tang p<p* =» — cosec <Tb*, tang p'<p'* -= — cosec <Tb'*; 

woraus die Tmaginariet&t noch deutlicher hervortritt. 
Daher: 

tang (Tb*- tang t€*- tang P9*"- 1, tang <T'b'*-tangT'€'*-tang p'<p'*«-l. 

Die drei Involutionen um r, Sy ty von denen b, b|; €, e^; 
9, <Pi die Doppelebenen sind, eine hyperbolische und zwei 
elliptische, sind drei verbundene. Die Ebenen (T, t; t, p; p, (T 
bilden die rechtwinkligen Paare; daher sind tang (Tb*, tangre*, tangpq)* 
die Potenzen, und wenn E, y\y t drei Ebenen aus ihnen sind, welche 
in einen Strahl zusammenkufen, so laufen die drei gepaarten Ebenen 
£^, T]^, t^ ebenfalls in einen Strahl zusammen; denn es ist: 

tang ai - tang <tEj -= tang (Tb*, tang tt] • tang t% — tang t€*, 

tang pl • tang pl^ « tang p<p*; 
daher: 

tang (TS • tang tt] • tang pZ x tang (TS^ • tang t% • tang pl^ » 1; 

wegen des Satzes von Geva ist (wofern 8inT(T-sinpT*sin(Tp = 1): 

tang (TE • tang rt) • tang pl » 1, 



1 — )kt* 
1) Die Formel: tang t' 5'' = -^ ißt gleichmäßiger zu deijenigen für 

tang ab*. 
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daher auch: 

tang aii • tang ttIi • tang pZ!^ »• 1. 

Daraus folgt, daß die sechs Doppelebenen viermal je drei 
(ans versohiedenen Involutionen) in einen Strahl zusammenlaufen, 
sdso die Paare der Gegenebenen eines Vierkants sind. 

Ferner in jede von den Doppelebenen schneiden die 
"beiden andern Involutionen die nämliche Involution ein; 
insbesondere gilt dies für b, b^. 

Analoges besteht im andern Bändel. 

Zu den entsprechenden gleichen Ebenenbüscheln der beiden kolli- 346 
nearen Bündel 0, 0' kann man nicht in gleicher Weise gelangen; die 
affinen Felder^ die wir oben heranzogen, besitzen keine entsprechenden 
gleichen Büschel. Es ist besser, die nun schon gewonnenen gleichen 
Strahlenbüschel zu benützen. Zunächst aber haben wir uns klar zu 
machen, daß die Axen d, d solcher entsprechenden gleichen 
Ebenenbüschel nur in Hauptebenen gelegen sein können. 
Wenn die Ebenen X » rd, W » r'd' von Hauptebenen verschieden sind, 
Bo seien |i, \x die zu ihnen rechtwinkligen Ebenen in. den Büscheln 
d, d\ also auch entsprechend; diese sind mit p und p identisch; denn 
im andern FaUe wäre X zur Schnittlinie ^p, ebenso X' zu ^'p' normal; 
es gäbe also ein viertes Paar entsprechender Ebenen in den Bündeln, 
deren senkrechte Strahlen auch entsprechend sind; was nicht der Fall 
ist. Jedenfalls liegen d, d' in Hauptebenen. 

Nehmen wir nun zwei solche Axen d, d' in p, p' an; so seien 
d\i^d'V zwei gleiche entsprechende Winkel in den projektiven Büscheln 
dieser Ebenen (aus einem der beiden Systeme), die beiden entsprechen- 
den Ebenen br, Vt\ welche zu p, p' normal sind, schneiden wir mit 
entsprechenden Ebenen S, i aus den gleichen Büscheln dj d' in x^ Xy 
wodurch zwei kongruente Dreikante d^Xj d'Vx' sich ergeben, denn 

^ rfb - d'V, ^ pE - p'5'') und (p, ba?) - (p', Vx') « -J; daher 

<^ brc = b'a:'; E, l' waren beliebige entsprechende Ebenen von d, d', 
daher sind x^ x' auch beliebige entsprechende Strahlen in den Büscheln 
von br, Vr'y so daß diese gleich sind. 

Sobald wir also in zwei entsprechendenden Hauptebenen Axen 
reeller entsprechender gleicher Ebenenbüschel annehmen, ergeben sich 
für die gegenüberliegenden Hauptaxen durchgehende reelle zyklische 
Ebenen. Da nur durch r, r reelle zyklische Ebenen gehen, so können 
nur in p, p' reelle Axen entsprechender gleicher Ebenenbüschel sich 
befinden. Umgekehrt, wenn die b, b' durch r, / die p, p' in b, b' 
schneiden, so konstruiere man in den Büscheln in p, p' zwei gleiche 



1) Von den verschiedenen möglichen dreiseitigen Ecken nimmt man solche, 
welche diese Winkel gleich haben (nicht snpplementilr). 



n 
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entsprechende Winkel bd, Vd'] werden wieder b, b' von beliebigen 
entsprechenden Ebenen der Büschel d, d' m Xy cf geschnitten, so sind 
nunmehr die Dreikante dbx und d'Vx' deshalb kongment, weil 

bd — bd\ bx =- Vx\ pb — p'b'— yI; also pE =- p'5', die Büschel um 

d und d' sind gleicL 

Man kann an b, b' auf zwei Weisen entsprechende gleiche Winkel 
anlegen (Nr. 60), nämlich, da sty s'f die entsprechenden rechten Winkel 
sind, indem man ^b an f nach beiden Seiten anlegt als t'd' und (d^' 
und dann die entsprechenden Strahlen d, d^ aufsucht. 

Wir erhalten also aus b, b' zwei Axenpaare d, d'] (2^, d^', deren 
Ebenenbüschel gleich sind. 

Wir fanden t » r« als die eine Halbierungsebene der Winkel 
von b und b^; daher ist, weil r senkrecht zu p, $ die eine Halbierungs- 
linie der Winkel der Schnitte b, b^ von b, b^ mit p; d. h. ^b » sbf, 
folglich können d, d^] (T, d^' ebenso aus b^, b/ wie aus b, b' her- 
gestellt werden. 

Wir nennen solche Axen entsprechender gleicher Ebenenbüschel 
Fokalaxen der beiden kollinearen Bündel und haben sechs 
Paare: zwei reelle Paare, welche vorzugsweise so heißen und mit 
df d'] df^, dl' bezeichnet werden mögen, gelegen in den Haupt- 
ebenen p, p', durch deren gegenüberliegende Hauptaxen r, / die 
reellen zyklischen Ebenen gehen, und vier imaginäre: e, 6'; e^, e^ 
in CT, <;' und /) f\ f^, f^ in t, t. 

Wir machten eben t'd', t'd^ mit sby sb^ gleich; diese sind aber 
die Neigungswinkel der Flächenwinkel Tb, rb^; daher ist der Winkel 
der zyklischen Ebenen in dem einen Bündel gleich dem 
Winkel der zugehörigen Fokalaxen im andern, insbesondere: 

bbj «— d'd^^ ddi*^ b'bi'. 

Diejenigen Axen, durch welche die reellen zyklischen Ebenen 
gehen, also die r, r , nennt Smith die mittlereh. In p bilden dd^, bb^ 
eine gleichseitig-hyperbolische luTolution, von welcher s, t die Dopp^l- 
strahlen sind, ebenso in p' die d'd^y b^b^' mit s, t' als Doppelstrahlen; 

da nun: 

b bj — b bj — d'di und ddi — b'b^' — b' b^', 

wobei 8 und t' die einen gleichen Winkel halbieren und t und s' die 

Nebenwinkel, so läßt sich die eine Involution so auf die andere 

legen, daß 

t'sd'di'b'bi auf stbb^ddi 

fäUt; und dasselbe gilt für die zu ihnen Perspektiven Ebeneninvolu- 
tionen um r, r . 

Legt man aber ts' auf ts und zwar so, daß der Winkel i's', 
welcher ^V enthalt, sich mit demjenigen ts deckt, welcher d^b^ ent- 
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hält^ so stellen sich dlj d^^ Vy b^' senkrecht auf b; ^^ d^ d^ und daher 
<r, d^\ h\ bi' senkrecht auf ^y ^u dy d^. 

Weil srf + ^d + «b + ^b =- TT (worin die Winkel spitz und absolut 
sind)^ so ist von den Summen sd + ^b oder sd + sh und td + th ein^ 

<-^7 die andere > •^, Wenn ^d + sb < -g, so nennt Smith die Axe 

s die größere und t die kleinere. Nun ist t'd^shy t%' ^ sd'^ 

mm 

daher t'ä +fh' <i-^\ im andern Bündel ist also t' die größere und 

s* die kleinere Axe. 

Ferner f&hrt Smith auch hier Parameter der Bündel ein, 
nämlich die spitzen Winkel sd und s'd' als Parameter c und 
c' des ersten und zweiten Bündels, obwohl sie als Winkel i'h' 
oder <fh\ bzw. th oder (Tb auch Beziehung zum andern Bündel haben; 
es werden bei dieser Zuordnung die Fokalaxen bevorzugt. 

Da nun «b =- -5- — c\ so ist: 

5d + sb — 7--((;'— c); 

also ist c'> Cy wenn 8 und i die größeren Axen sind. 

Die Potenzen der drei Inyolutionen um r, Sy tj welche die zykli- 
sehen Ebenen zu Doppelebenen haben, lassen sich durch die Parameter 
ausdrücken und zwar im ersten Bündel: 

tauge'*, — cosc'*, — cosecc'*, 
im zweiten: 

taug (?y — cos <?y — cosec c* 

Bringt man zwei entsprechende gleichen Ebenenbüschel, 347 
etwa d und (T, so zur Deckung, daß entsprechende Ebenen sich 
decken, so werden die beiden Bündel perspektiv. 

Bringt man aber zwei entsprechende gleichen Strahlen- 
büBchel, etwa b und h\ mit den entsprechenden Strahlen zur 
Deckung, so ergeben sich konzentrische kollineare Bündel, 
die sich in Homologie befinden; die Ebene dieser beiden 
Büschel ist die Ebene der Homologie; in den Büschel um 
die Axe der Homologie vereinigen sich zwei entsprechende 
gleiche Ebenenbüschel. Vereinigt man jene Strahlenbüschel durch 
Drehung um 180^ in ihrer Ebene auf die zweite Weise, so decken 
sich nunmehr die andern entsprechenden gleichen Ebenenbüschel. 

Liegen die beiden kollinearen Bündel 0, 0' perspektiv, 
so sind die entsprechenden gleichen Gebilde leicht zu er- 
kennen. Der gemeinsame Büschel gibt das eine Paar entsprechender 
gleicher Ebenenbüschel df, d!. Die beiden andern Fokalaxen d^, d^ 
gehen je nach dem Spiegelbilde des andern Scheitels in der Perspek- 
tivitatsebene Z. Die einen zyklischen Ebenen b, b' sind die Parallel- 
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ebenen zu Z und die andern b^^ \' gehen nach dem Schnitte von Z 
mit der Ebene^ welche auf 00' in der Mitte senkrecht steht 

Die Ebenen p, p' vereinigen sich in der Ebene, welche du«h Off 
senkrecht zu Z geht, r, / sind also senkrecht zu dieser Ebene; B, t] 
s'j t' sind die Schenkel der entsprechenden rechten Winkel in den 
projektiven Büscheln in p, p''. Die vier Ebenen h stehen auf p = p' 
senkrecht und gehen daher durch r, r\ alle vier Fokalazen d liegen 
in p ^ p', woraus ein einfacher Beweis f&r: dd^ » b^b/ sich ergibt; 
und die Winkel der h und der d werden durch die (T, t; s, t halbiert 

Um zu erkennen, daß auch die drei Involutionen in p, a, t, deren 
Doppelstrahlen die Fokalaxen sind, verbundene sind, d. h. daß drei 
Strahlen aus ihnen, die in einer Ebene liegen, drei gepaart sind, die 
wiederum in einer Ebene liegen, wird besser eine bald vorzunehmende 
allgemeine Betrachtung herangezogen. 

Weü h\^id^ und dd^^h'h^y so hat jede der beiden Gleich- 
heiten: 

ddi = cfdi , bbi ^ h'hi 

die andere zur Folge; es sind dann aUe vier Winkel einander gleich. 
Das läßt sich auch leicht direkt einsehen. Wenn dd^ = d'd^ ist, so 
sind die Figuren, gebildet durch d^ und die in d auf der Ebene 
ddy — p senkrecht stehende Ebene und durch d^ und die in (f auf 
d'd^ °- p senkrechte Ebene, kongruent; also schneiden die gleichen 
Ebenenbüschel um d^y d^' m diese Ebenen, welche entsprechend sind; 
gleiche Strahlenbüschel ein: wir haben das eine von den beiden Paaren 
hh\ \h^y etwa bb', und die Ebenen, welche in d^ auf p und in d^ 
auf p' senkrecht stehen, bilden das andere Paar \h^. Daraus erhellt^ 
daß b, b| den Winkel dd^ und h\ \' den Winkel dd^ bilden, also 
jene denselben Winkel bilden wie diese. 

Es inzidieren b, b^, h\ b^' bzw. mit ä, (Z^, d'y ä^', welche also 
mit b, bj, b', b^' identisch werden. Und wenn eine von diesen 
Inzidenzen eintritt, so treten alle ein, sowie die Winkel- 
gleichheit. 

Gleichheit der Winkel kann auch dadurch eintreten, daß beide 
sind, also d und df^, b und b^ sich vereinigen und ebenso im andern 
Bündel. 
348 Wir kehren zum allgemeinen Falle zurück und machen die 

beiden kollinearen Bündel so konzentrisch, daß die ent- 
sprechenden Axen und Hauptebenen sich decken: 

r = r, s = s', ^ = ^'; p = p', <T = o', t = t'; 

was auf acht Weisen möglich ist. Wir haben dann ein dreirecht- 
winkliges Eoinzidenzdreikant. 

Wir wollen dartun, daß bei dieser Eollineation ineinander 
liegender Bündel, welche mit V bezeichnet werde, Elemente, 
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welche zu entsprechenden Elementen normal sind^ wiederum 
entsprechend sind, aber umgekehrt^ d« h. so, daß das zu einem 
Elemente des ersten, zweiten Bündels normale Element dem 
zweiten^ ersten Bündel angehört^). Wenn also x und x auf 
den in der Eollineation f entsprechenden Ebenen £, i normal sind: 
a:' _L H, a; J_ 2'; so sei zimächst die Verwandtschaft zwischen oi und H' 
untersucht^ von denen x zu £ normal ist und i der £ in der Eolli- 
neation entspricht; sie ist offenbar Eorrelation^ und zwar ein Polar- 
bündel. Wir können leicht ein Polardreikant nachweisen; es sind r 
und p' entsprechend; denn r ^ r ist zu p senkrecht und p' = p 
entspricht p^ ebenso sind s und a'j t' und t entsprechend; das Eoin- 
zidenzdreikant Ton V ist Polardreikant für diese Eorrelation. Nennen 
wir diesen Polarbündel TT'. Er ist ersichtlich das Produkt des ortho- 
gonalen Polarbündels TTq und der Eollineation f. Lassen wir x' eine 
Ebene r\ durchlaufen , so dreht sich E um den Strahl y, der auf ti' 
senkrecht steht, und i um den dem y in f entsprechenden Strahl j^'; 
es sind daher in TT' auch r\ und y entsprechend, von denen v[ auf 
y senkrecht ist und y dem y in f korrespondiert. 

Zwei in TT' entsprechende Elemente gehören beide zum zweiten 
Bündel, und jedes hat das zum andern senkrechte zum entsprechenden 
in r. Und es gibt auch einen Poiarbündel TT, in welchem Elemente 
aus dem ersten Bündel zugeordnet sind. 

Gehen wir also Ton x' aus, konstruieren dazu senkrecht E, dann 
die E in r entsprechende Ebene E', darauf senkrecht Xy dazu in der 
Eollineation V den entsprechenden Strahl x^\ so sind sowohl x und 
E' in TT' entsprechend, als auch E' und rCi'; das bedeutet, weil TT' in- 
Tolutorisch ist, daß x^^x' ist. Also entspricht x dem x mV] durch 
die Akzentuierung ist dabei immer gekennzeichnet^ zu welchem Bünde] 
jedes Element in f gerechnet wird. Es ist also erkannt, daß die zu 
E, E' normalen Strahlen x, x mV korrespondieren, aber umgekehrt*). 
Bewegt sich x in y\\ so dreht sich E um y, der auf ti' senkrecht steht, 
mithin E' um den in V entsprechenden Strahl y\ und x in der Ebene t], 
die auf y senkrecht ist, sie wird zu ti' in f entsprechend; es sind 
also auch die Ebenen r\ und t] in f entsprechend, die auf den ent- 
sprechenden Strahlen y und y' senkrecht stehen. 

Mit Hilfe dieser Beziehung kann man aus jeder der beiden 
Figuren b, \\^ b', b/ und rf, rf^; d', d^ die andere ableiten. 

Es sei die erste Figur bekannt und x^ x'\ y, y seien zwei Paare 
entsprechender Strahlen in den gleichen Büscheln b und b'; so sind 
die zu ihnen senkrechten Ebenen E', E; v[y x\ ebenfalls entsprechend. 



1) Smith, a. a. 0. 

2) Daraus folgt, daß, wenn £ nnd x' normal sind, dies anch für die ent- 
sprechenden Elemente S' nnd x gilt. 

Starm, Geometr. VerwandtBOhaften. IL 10 
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Nun ist: 

daber: 

^ 2n » i'r\\ 

Wir seheDy wie um die auf den Ebenen by b' senkrechten Strahlen 
<r, d gleiche Ebenenbüschel entstehen, und ebenso um die auf \, h^' 
normalen Strahlen d^\ ä^*, und wir erkennen auch: 

«^ bbi =» d^d^'f "^ b'bi' =» dd^. 

Da d, dl auf b', bj' normal sind, so hat auch die d, (2^ darstellende 
Involution in p ihre Elementenpaare bzw. normal zu den Element^i- 
paaren der Involution um r, welche b', \' darstellt, insbesondere ist 
das rechtwinklige Paar st jener normal zu dem rechtwinkligen Paare 
(fj dieser, und daher sind die Potenzen der Involutionen, welche sich 
auf die zueinander rechtwinkligen Zentralelemente s, o' beziehen, 
gleich : 

taug sd* = tang a'b' * -= tang c*, tang s'rf' * — tang <Tb* = tang e *. 

In gleicher Weise ergeben sich dann zu den die e', e^'; 9', 9^' 
darstellenden Involutionen normal die Involutionen, welche e^ e^] f, fi 
darstellen, und von gleichen Potenzen: 

tang^c*=» tangi'e'*« — cosc*, tangr/^-= tangp'q)'^= — cosecc*, 

und ebenso: 

tang^'e *=» tangxe*« — cosc *, tangr'/^*=» tangpq)'» — cosecc*. 

Zu drei Ebenen des Bündels, die durch eine Gerade gehen, 
sind drei Strahlen des Bündels normal, die in einer Ebene liegen, 
und umgekehrt. Also schließen wir, bei dieser Lage der Bündel, wo 
die entsprechenden dreirechtwinkligen Dreikante vereinigt sind, daraus, 
daß die drei Involutionen (b'^iO? (^'t/), (<p'9i') so liegen, daß drei 
Ebenen, welche in eine Gerade zusammenlaufen, drei Ebenen gepaart 
sind, für welche das ebenfalls gilt, oder daß sie verbundene Involu- 
tionen sind, für die Involutionen (rfdj), (ee^\ iff\\ ^^^ ^^ei Strahlen, 
die in einer Ebene liegen, drei Strahlen gepaart sind, für welche das 
ebenfalls gilt oder, daß sie ebenfalls verbundene Involutionen 
sind. Daraus folgt, daß die sechs Fokalaxen, also die Doppel- 
strahlen dieser Involutionen, die Paare der Gegenkanten eines voll- 
ständigen Vierflachs sind, und daß je zwei der drei Involu- 
tionen aus jedem der Doppelstrahlen der dritten durch die 
nämliche Ebeneninvolution projiziert werden, insbesondere 
die beiden elliptischen aus ä, d^. 

Dasselbe gilt natürlich auch für die Involutionen (d'd^'\ . . ., und 
die Aufhebung der Vereinigung der Bündel läßt diese Eigenschaften 
bestehen. 
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Die eben erhaltene InTolution, welche aus d (oder d^) 349 
die beiden elliptischen Involutioneli in a und t projiziert^ 
deren Doppelstrahlen die imaginären Fokalaxen e, e^] f, f^ 
sind, ist rechtwinklig. Denn schneiden wir die Ebene (5 ^tr mit 
der rechtwinkligen Involution um dy so ist tr das rechtwinklige Paar 
der eingeschnittenen Involution; yy^ sei ein zweites Paar. Die beiden 
Dreikante diy^ dty^^ bei t rechtwinklig, geben: 

also, da (yd, dt) + {diy y^d) = ^ , 

tang ty • tang ty^ = — sin^d* =» — cos c?. 

Von der in t *— rs eingeschnittenen Involution ist rs das rechtwinklige 
Paar und zb^ sei ein anderes, so ergibt sich ebenso: 

tang sz ' tang sz^ = — sin c*, 
daher: 

tangrjgr • tangrjer^ = — cosecc*. 

Diese beiden Involutionen stimmen also mit (ee^)^ {ff^ in den recht- 
winkligen Paaren tr und rs und den zu t und r gehörigen Potenzen 
überein, sind also mit ihnen identisch. 

Und in gleicher Weise ist die Involution, in welcher 
die reelle zyklische Ebene h (oder bj von den beiden ellip- 
tischen Involutionen geschnitten wird, deren Doppelebenen 
die imaginären zyklischen Ebenen €, e^; 9, 9^ sind, recht- 
winklig. Deim h und irgendein einschneidendes Paar, etwa y\x\^ von 
der Involution (ee^), stehen, wenn wieder die Vereinigung statt hat, 
auf d' und einem Paar yy^ der Involution {ee^') normal. Wie wir 
eben erkannt haben, ist der Flächenwinkel d' (y', y^) ein rechter, 
und da hx\ auf dy'y hr\^ auf d'y^ senkrecht steht, so sind auch die 
Strahlen hx\ und hx\^ zu einander normal. 

Stellen wir, ebenfalls die Vereinigung annehmend, auf die ent- 
sprechenden Strahlen Xj x\ welche in 

i^ = cotg (t, rx) ' cotg (a\ rx') 
(Nr. 344) vorkommen, die Ebenen E', H normal, so geht k^^ über in 
cotg(^, p'EO • cotg(5, pE), weü ^ (t, rx) - (t\ p'E^, (^, rx") - (5, pE), 
also in 7-. Daher ist: 

Ä _ 1 jfc _ i jfc - i- 

Das war zu erwarten, weil diese Gröfien die lurarianten der in- 
einander liegenden Bündel sind. Lassen wir namUch bei der Invariante 

10» 
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li' (s, t, ly i') die beiden entsprechenden Ebenen i, l' durch r = r 
gehen, so wird sie (T; a^ H, £') oder, durch Schnitt mit p = p', 

(s, t, pE, pEO - cotg (t, pE) . cotg (5; p'E') « Ä^. 

Und ebenso wird xx (c, t, x, x\ wenn x^ rc' in p = p' liegen, 

(^, s, ic, a?') =» (a, T, TXy rx') =- coig (t, rx) • cotg ((/, rx) = i^- 

Wird die Vereinigung aufgegeben, so bleiben diese Werte bestehen. 
350 Wenn für eine EoUineation zweier Bündel die mittleren Axen 

r, r'y die größeren Sy t\ die kleineren f, s und die Parameter c, c 
gegeben sind, so sind die Fokalaxen und die zyklischen Ebenen ge- 
geben, aber noch nicht die Zuordnung und die Sinne, in denen zu- 
geordnete Gebilde durchlaufen werden. Werden etwa d und d! ab 
entsprechend angenommen und die Gleichheit der Büschel um diese 
Strahlen, in denen schon die entsprechenden rechten Winkel (p, dr) 
und (p', dV) gegeben sind, noch durch die gleichen Winkel (p, E) 
und (p', E') endgültig festgelegt (Nr. 64), so ist durch: 

p, a, T, E 
P,a,T,E 

die EoUineation bestimmt, und mit ihr die weiteren ausgezeichneten 
Elemente. 

Jedem Paar von Scheiteloktanten des einen Bündels entspricht 
ein solches Paar im andern und benachbarten benachbarte. Seien auf 
der einen Seite von p, sich an einander schließend, die Oktanten I, U, 
in, IV gelegen, 1, 11 von IV, lU durch a, I, IV von 11, III durch t ge- 
trennt, Ii, . . . IVj die Scheiteloktanten und T . . . IV^' im andern Bündel 
entsprechend, so wollen wir die beiden Bündel mit zwei Ebenen Z, I' 
schneiden, von denen die eine zu s senkrecht ist und I, U, IV^, IQ^ 
durchschneidet, die andere zu i senkrecht ist und T, O^', 11^', IV 
durchschneidet; wir erhalten dann jedes der beiden Felder in die in 
Nr. 278 betrachteten Viertelfelder, jedes aus einem Oktanten aus- 
geschnitten, zerlegt. Die Spuren von t und o" sind die Fluchtgeraden 
und diejenigen von p und p' die Hauptgeraden (Nr. 277); und die 
einen Viertelfelder und ihre entsprechenden sind so angeordnet, wie 
es a. a. 0. gefunden wurde. Es laßt sich erreichen, daß die gleichen 
Strahlenbüschel b, b' und, wegen der Symmetrie in bezug auf t, 
resp. a', auch die \^ b^' in gleichen Punktreihen geschnitten werden; 
man hat nur die Transversalebenen Z, Z' so zu legen, daß ihre 
Spuren in b, b' von den Scheitebi der Bündel gleichweit entfernt 
sind. Entsprechende Strahlen Xy x' liegen in solchen Flächenwinkeln 
h\y '^"^ly die von (T und d oder von t und t' halbiert werden. 
Daraus folgt, daß Punkten des einen Feldes, welche zwischen den 
gleichstreckigen Geraden liegen oder außerhalb, Punkte im andern Felde 
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entsprechen, welche außerhalb der gleichstreckigen Geraden desselben 
li^en oder zwischen ihnen; wie es a. a. 0. gefanden wurde. 

Die Ebenen Z, Z' schneiden nicht die Fokalaxen der Bündel 
in Brennpunkten der Felder; denn die Spuren von d und d' haben 
nicht gleiche Entfernung von denen der b und b\ 

Bei der involutorischen Homologie tritt die in Nr. 347 
erwähnte Winkelgleichheit in folgender Weise ein; b und b' vereinigen 
sich, in der Ebene a der Homologie und tragen identische Büsche], 
\ und \' in der Ebene durch die Axe s und die Gerade, welche in 
a zn ihr durch den Bündelscheitel rechtwinklig gezogen ist, und die 
Büschel bilden eine hyperbolisch-gleichseitige Involution. In der Axe 
fallen d^, d^ zusammen und in ihrer Orthogonalprojektion auf <7 
die dj d\ 

Nur kollineare Bündel mit dieser Winkelgleichheit lassen sich 
involutorisch machen. 



§ 54 Fortsetzung. Feld und Bündel in Kollineation. 

Zu den ausgezeichneten Elementen kollinearer Bündel gelangt 351 
man schneller, wenn man die absolute Kurve benutzt^). Es seien S^ 
und £'* die nach der absoluten Kurve gehenden isotropen 
Kegel der beiden Bündel und ^\ S^ die ihnen durch die 
Kollineation entsprechenden Kegel, bzw. deren PolarbündeL 
Das gemeinsame Polardreikant von $' und S' ist, als Polardreikant 
von Ä* dreirechtwinklig, daher das Dreikant der Axen von fi', wixd 
ebenso ist das gemeinsame Polardreikant von ^' und fi'' das Dreikaut 
der Axen von ^'^ Weil Ä^, fi* den Ä'*, S'* entsprechen, so ent- 
spricht das eine gemeinsame Polardreikant dem andern. Diese beiden 
gemeinsamen Polardreikante, die Axendreikante von S^ und fi'^, 
sind unsere Dreikante rst^pcj und /s'^'= p'o't'; und ähnlich 
ergeben sich rst^pci und p'^'x' = r'sY bei der Korrelation. 

Im FaUe der Vereinigung: rst = rs't' sind S* und St'* Supple- 
mentarkegel, d. h. jede Kante des einen ist senkrecht auf einer Be- 
rührungsebene des andern. In der Tat, es sei i und x' polar in bezug 
auf den isotropen Kegel ^'=fi'', also senkrecht zueinander, so sind 
auch die beiden entsprechenden Elemente E' und x senkrecht zuein- 
ander. Werden S und x' Berührungsebene und zugehörige Kante des 
isotropen Kegels, so wird i' Berührungsebene von ^*, x Kante von S*. 

Kehren wir wieder zum allgemeinen Falle zurück. Die vier 
gemeinsamen Berührungsebenen von ^' und fi' entsprechen 
denen von Ä'* und ß'*, die sechs Schnittkanten jener denen 
dieser und den zwei reellen unter jenen die zwei reellen unter diesen. 



1) Smith^ a. a. 0. 
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Immer zwei Gegenkanten (darunter auch die beiden reellen) liegen in 
einer Ebene des gemeinsamen Polardreikants. Die Ebenenbüscbel um 
zwei entsprechende Schnittkanten enthalten je zwei isotrope Ebenen 
(Berührungsebenen von ^^ und 2'*\ und die einen entsprechen den 
andern; also sind die Ebenenbüschel gleich. Wir haben die sechs 
Paare Fokalaxen^ darunter zwei Paare reeller, und in jedem Bündel 
das Vierflach, Ton welchem die Fokalaxen die Gegenkanten sind. 

In gleicher Weise f&hren die Schnittkanten von ^ und S' 
und die ihnen entsprechenden von ^'^ und S'^ zu sechs 
Paaren entsprechenderVerbindungsebenen^ darunter zwei reellen. 
In den projektiven Strahlenbüsch^ln solcher entsprechenden Ebenen 
sind die isotropen Strahlen, in denen ji' und 2'* geschnitten werden, 
entsprechend, daher die Büschel gleich. Wir haben die sechs Paare 
zyklischer Ebenen und das Vierkant eines jeden der beiden Bündel, 
von welchem diese Ebenen die Gegenebenen sind. Wir wissen aus 
Nr. 334, daß die reellen Geraden d, d^ und reellen Ebenen b, \ mit 
gegenüberliegenden Elementen p, r des Polardreikants inzidieren, und 
ebenso d', d^ und b', h^ mit p' und r'. 

Wenn die absolute Kurve mit der unendlich fernen Kurve von 
S^ sich doppelt berührt, so gibt es oo^ Paare entsprechender drei- 
rechtwinkliger Dreikante, in jedem Bündel mit zwei festen (}egen- 
elementen, in diesen vereinigen sich b und b^, d und d^j und ebenso 
im andern Bündel, und Gleichheit der Winkel dd^y bb^ tritt dadurch 
ein, daß sie beide null sind, so daß der am Ende von Nr. 347 erwähnte 
Fall vorliegt. 

Wir wollen den Kegel S* noch genauer festlegen, indem wir für 

jede der drei Hauptebenen die Potenz der Involution der konjugierten 

Strahlen, je für die eine Axe als Zentralstrahl, bestimmen. Diesen 

Involutionen entsprechen rechtwinklige Involutionen in bezug auf den 

isotropen Kegel £'^. Es seien x\ y zwei rechtwinklige Strahlen in 

p', ihnen entsprechend und in bezug auf fi' konjugiert seien Xy y. 

Wir haben: 

stdxy 7\ s'id'xy\ 

die Potenz in bezug auf s und ^ ist: 

tang sd ' taug fd' = tang c • cotg o'; 
daher auch: 

tang sx ' tang t'x' =» tang sy • tang fy = tang c • coig C] 

nun ist: 

tang t'x' • tang fy' =» — 1; 
also: 

tang sx • tang sy ^ — tang c* • cotg c'*; 

das ist die Potenz der Involution der in bezug auf S' konjugierten 
Strahlen in p für s als ZentraLstrahl. 
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Für die Projektivität zwischen den Büscheln in a und & ist die 
Potenz, in bezug auf i und /: 

tang te • tang re = cos c • * • sec c -i*^ — cos c • sec c. 

Aber einer Projektivitats-Potenz (bei getrennten Gebilden) kann man 

beliebiges Vorzeichen geben, wenn es nur festgehalten wird (Nr. 56); 

nelunen wir lieber: 

cos c ' sec C] 

so ergibt sich als Potenz der Involution der konjugierten Strahlen 
in c, fQr t als Zentralstrahl, — cos {^* sec c*, und ebenso in t, für r 
als Zentralstrahl, — cosec c*« sin c^}) 

Aus den Sätzen von Nr. 343 schließen wir: 352 

Der Schar konfokaler Kegel 2. Grades mit den Fokal- 
axen d, d^ in dem einen Bündel entspricht die Schar kon- 
fokaler Kegel mit den Fokalaxen d\ d^ im andern; jene wie 
diese haben dann auch die weiteren Fokalaxen des betreffenden Bündels 
zu den ihrigen. 

Und dem Büschel konzyklischer Kegel, welche die 
Ebenen b, \ zu zyklischen Ebenen haben, entspricht der 
Büschel konzyklischer Kegel, für welche h\ b/ zyklische 
Ebenen sind; jene wie diese haben dann auch die weiteren zyklischen 
Ebenen ihres Bündels zu den ihrigen. 

Denn wegen der Gleichheit der Büschel um die entsprechenden 
Fokalaxen J, d^ oder in den entsprechenden zyklischen Ebenen b, b^ 
geht die rechtwinklige Involution konjugierter Elemente in eine eben- 
solche um d\ d^y bzw. in b', b/ über, und diese rechtwinkligen Invo- 
lutionen bestimmen dann die InTolutionen, welche die übrigen Fokal- 
axen bzw. zyklischen Ebenen darstellen. 

Auf die entsprechenden Dreikante dd^x und d'd^afy welche bei 
d und d\ d^ und d^ gleiche Flächenwinkel haben und in denen die 
Kantenwinkel dd^j d'd^ gleich 2c, 2c' sind, wenden wir die soge- 
nannten Napierschen Analogien der sphärischen Trigonometrie in 
der Form I an^ und dividieren die entsprechenden Gleichungeu, 
wodurch sich ergibt: 

\Ai[ig\(ßx-\-d^x) tang^(cla; — d^x) tangc 

tang ^ (d' «' + dl ' x) tang \(d' x — d^' x) tang c' 



1) Daraus folgt, wenn 8, r, t als Koordinatenaxen genommen werden, als 
Gleichung des Kegels £': 

sin c* • cosec c ■«* + y' + ^^^ c' * ^oc c' ' • if* « 0; 
vgl. Smith. 

2) Napi ersehe Analogien (a, 5, c Eantenwinkel, a, ß, t Flächenwinkel): 

TT X i / I «X cos4(a — h) . , . ,, «, sin4(a — b) . . 
n tangi(« + ß)-^-ti^-^jcotgiT. tang i(a - ß) - _-*i^ cotg^T- 
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Aus der Konstanz von dx + d^x oder dx — d^x folgt diejenige yon 
d'x' + d^x oder von d'x — d^'x'^ was von neuem aussagt^ daß einem 
Kegel aus der Schar {d, d^ ein Kegel aus der Schar {c(y d^^ ent- 
spricht. 

Weil konfokale Kegel sich rechtwinklig schneiden, so entsprechen 
sich auch die Normalebenen entsprechender Kegel der heiden Scharen 
in entsprechenden Kanten, da sie Tangentialebenen je des zweiten 
durchgehenden konfokalen Kegels sind, daher auch die Evolutenkegel 
entsprechender Kegel. 

Werden die BQndel wieder in der obigen Weise konzentrisch 
gemacht, daß rst und rs'f sich decken und d', d(y b', b^' auf h^\y d, d^ 
und cdj X auf S, t senkrecht stehen, so führt, weil deren Winkeln 
dXy dj^Xf d'x\ d(x' die Winkel b'E', h^i^ h^, t^ sich gleich — oder, 
wenn man will, supplementär — erweisen, die obige Formel zu: 

tang^(6S + 6 iS) tang^(6g — 6^S ) tangc^ 

tangi(ö'r + öVE') ^ tang^(6'r — öi'SÖ ^ tangc ' 

Diese Formel ergibt sich direkt, wenn man auf die Dreiflache 
bbjH, ö^^i'S'; in denen die Kantenwinkel in b und b'. \ und b/ gleich 
und die FULchenwinkel h\^ \h^ gleich 2(;', 2c sind, die Napier- 
sehen Analogien U anwendet. 

Aus ihr folgt, daß mit bE + \l, bzw. hl-\l auch h't + h^ll, 
bzw. \H—h(i konstant bleibt, d. h. daß die Ebenen S, t ent- 
sprechende konzyklische Kegel aus den beiden Büscheln umhüllen. 
353 Ein Rotationskegel im Bündel um die Fokalaxe d als Dreh- 

axe geht über in einen Kegel, für welchen d' Fokalaxe ist. Jener 
berührt den isotropen Kegel £' doppelt in der zu d senkrechten Ebene, 
welche zu d polar ist nach ihm; daher berührt dieser den Kegel ^' 
doppelt in der zu d' nach ihm polaren Ebene, welche jener Ebene 
entspricht. 

Wenn aber des ersteren Drehaxe zu b normal ist, so entspricht 
ihm ein Kegel, welcher b' zur zyklischen Ebene hat. Die doppelte 
Berührung mit ^^ findet in b' statt. 

Damit der einem Rotationskegel entsprechende Kegel 
ebenfalls Rotationskegel sei, muß der erstere auch fi' doppelt 
berühren, und wir haben uns also mit den Kegeln 2. Grades zu 
beschäftigen, welche ^ und fi^ doppelt berühren. Es gibt drei 
Systeme von Kegeln, die das tun ^). Zu jeder Kante des gemeinsamen 
Polardreikants rst jener Kegel gehört eins; aus ihr haben wir ein 
zum Büschel ^^ gehöriges Ebenenpaar, in unserem Falle bb^, €€^,991. 
Mit zwei Ebenen, welche zu den Ebenen eines dieser Paare harmonisch 



1) Vgl. für doppelt berührende Kegelschnitte: Poncelet, Trait^ des pro- 
pri^t^s projectiyes, Nr. 427 (Bandl der 2. Auflage); Steiner, Gesammelte Werke, 
Bd. II, S. 471; Chasles, Trait^ des sections coniques, Nr. 482, 497. 
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sind, haben wir bzw. den einen und den andern Kegel ^'^ fi^ zu 
schneiden, und erhalten die Eantenpaare, längs denen sie von einem 
doppelt berührenden Kegel tangiert werden. 

Nehmen wir etwa r und das reelle Paar bb^; die harmonischen 
Eibenen (ein Paar der darstellenden Involution) seien X, fi; wenn wir 
X mit fi^ schneiden, so wird die Polare von X in bezag auf diesen 
Kegel, also die Senkrechte zu X die Drehaxe des Rotationskegels sein, 
welcher längs der Schnittkanten den ß^ berührt; sie liegt, weil X 
dorch r geht, in p, der Polarebene von r in bezug auf Ä*. Folglich 
können nur Strahlen des Büschels in p Drehazen von Rotationskegeln 
des ersten Systems sein. Es sei nun a ein Strahl dieses Büschels 
und q> der Winkel sa, die Öffiiung eines Rotationskegels um die 
Axe a sei 2i|i; senkrecht zu a sei X, und zu dieser Ebene sei ^ har- 
monisch in bezug auf b, b^; wenn der Rotationskegel den Kegel fi' 
doppelt berührt, so muß die Polare m^ von )i nach S^ identisch sein 
mit der Polare von \i nach dem Rotationskegel oder, wenn m der 
Schnitt von ^ mit p ist^ muß m^ zu m nach beiden Kegeln konju- 
giert sein. Der Schnitt pX sei Z; b, b^ sind die Schnitte von b, \ 
(Nr. 346). Wir haben, weil Z zu a senkrecht ist, tang sl ^ — cotg q); 
l und m sind zu b, b^ harmonisch, also: 

tang sl ' tang sm = tang sb*= cotg c'*; 
mithin: 

tang sm ^ — cotg c'^ • tang 9. 

Die Potenzen der Involutionen konjugierter Strahlen in p, in 
bezug auf s und a ab Zentralstrahlen, sind für die beiden Kegel: 

— tang c*- cotg c* (Nr. 351) und tang ip*. 

Daher ist: 

tang sm • tang sm^ =» — tang c - cotg c'*; 
also: 

ferner: 

also: 



tang i|i' 



tang sm^^' tang c' • cotg 9; 

tang am - tang am^ » tang 9^; 

tang sm — tang 9 tang sm^ — tang 9 



1 -|- tang sm • tang 9 1 -|- tang sm^ • tang 9 

— cotg c * • tang 9 — tang 9 cotg 9 tang c* — tang 9 

1 — cotg c' * tang 9* 1 -|- tang c" 

1 + cotg c' * tang c* — tang 9* 
1 + tangc" 1 — cotg c' ' tang 9' 
cos c' (tang c 4- tang 9) (tang e — tang q>) 



Bin c' * (1 + cotg c tang 9) (1 — cotg c' tang 9) 
sin (9 + c) sin (9 — c) *) 



sin (9 -|- cO • Bin (9 — c) 



1) Vgl. Smith a. a. 0. 
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Aus dieser Relation zwischen der Öffnung 2i|i des Bota- 
tionskegels und dem Winkel (p seiner in p gelegenen Axe 
mit ^ ergibt sich, daß nur für Winkel (p zwischen c und c' reelle 
Rotationskegel um die Axe a möglich sind, welche 2' doppelt tan- 
gieren und denen deshalb im andern Bündel wiederum Rotations- 
kegel entsprechen. 

In der Ebene a haben wir s, tangsb* = cotgc ^, —tangc^-cotgc'* 

zu ersetzen durch t, tang^c*« — secc'*, — eosc^-secc'* und in t 

durch r, tang rf*=» — sin c'*, — cosec c*- sin c'* und erhalten im ersten 

FaUe: 

, 2 tang c' * cos c' + tang <p' 

o ^ ^ ßin c* 1 + flöc <^' ' tang q)' ' 

im zweiten Falle: 

. « 008 c' • cosec c* 4- tang ©• 

TAT! er n|' SBB . • 

^ ^ cotg c* 1 + flui c* • tang <p' ' 

i|i ist in beiden Fällen imaginär. 

Folglich führt nur der Strahlenbüschel in p zu reellen 
Rotationskegeln, denen ebenfalls Rotationskegel emt- 
sprechen, und in ihm auch nur die beiden in bezug auf s 
symmetrischen Winkel zwischen den Strahlen, die mit s die 
spitzen Winkel c und c bilden. 

Smith hat dies Ergebnis für mit den Bünde]^ konzentrische 
Engeln und die auf ihnen durch die Kollineation hervorgerufene Kor- 
respondenz ausgesprochen. Die Smithsche Abhandlung enthält noch 
zahlreiche metrische Ergebnisse, auf die wir hier nicht weiter ein- 
gehen können. 

364 Den einen von zwei korrelativen Bündeln 0, C, etwa (/, 

transformiere man durch den konzentrischen orthogonalen Polarbündel 
in den Bündel 0", der dann zu kollinear ist. Jeder Winkel von 
zwei Strahlen oder Ebenen des 0' geht in einen ebenso großen Winkel 
von Ebenen oder Strahlen des 0" über. Seien rst, r's'i" die ent- 
sprechenden dreirechtwinkligen Dreikante von und 0'\ so geht 
r's"f' durch jenen Polarbündel in das identische dreirechtwinklige 
Dreiflach p'cr'x' über, wo p' die Kanten s\ i\ . . . verbindet, und wir 
haben rsi und p'cT'x' entsprechend in und 0'. Seien d und rf", 
d^ und d^' die entsprechenden gleichen Ebenenbüschel (es genüge, die 
reellen zu betrachten), so sind, wenn d" und d^' durch den Polar- 
bündel in die ihnen bzw. gleichen Strahlenbüschel b', h^ übergehen, 
diese den d und d^ in der gegebenen Korrelation entsprechend. Ebenso 
entsprechen, wenn b und h'\ \ und h(' die entsprechenden gleichen 
Strahlenbüschel in und 0" sind, von denen b" und b/' durch die 
Polarkorrelation in die gleichen Ebenenbüschel d' und d( übergehen, 
diese den b und \ in der Korrelation. Man kann ersichtlich noch 
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weitere Ergebnisse der Yorangehenden Betrachtungen in dieser Weise 
für die Korrelation umwandeln. 

Ein Bändel O und ein Feld lü' seien koUinear. Dem isotropen 355 
Kegel Yon und dem ihn repräsentierenden orthogonalen Polarbündel 
entspricht in ui' ein Kegelschnitt /' und das ihn darstellende Polar- 
feld 0'^. Die Tangenten desselben aus den absoluten Punkten von 
uj' liefern vier Schnittpunkte, die vier Brennpunkte von /*. Den iso- 
tropen Tangenten aus einem von ihnen an /' entsprechen isotrope 
Ebenen in (Berührungsebenen des isotropen Kegels); und deren 
Schnittlinie, welche dem Punkte entspricht, ist Axe eines Ebenen- 
büschels im Bündel, der dem entsprechenden Strahlenbüschel im Felde 
gleich ist. 

Wenn ein Bündel und ein Feld kollinear sind, so ent- 
hält jener vier Ebenenbüschel, zwei reelle und zwei imagi- 
näre, welche den entsprechenden Strahlenbüscheln in diesem 
gleich sind. 

Transformiert man den Bündel durch den konzentrischen ortho- 
gonalen Polarbündel, so ergibt sich der entsprechende Satz über gleiche 
entsprechende Strahlenbüschel in Bündel und Feld, welche korre- 
lativ sind. 

Es seien nun Bündel und Feld durch Perspektive Lage kollinear. 
Dann ist ersichtlich derjenige Ebenenbüschel im Bündel, dessen Axe 
zur Ebene des Feldes normal ist, seinem entsprechenden Strahlen- 
büschel gleich. Er ist der einzige. Der Kegelschnitt/', der Schnitt 
des isotropen Kegels in mit lu' in diesem FaUe, geht, wegen dessen 
in der Parallelebene durch zu ui' gelegenen Kanten, durch die abso- 
luten Punkte von u)', ist also ein reell-imaginärer Kreis. Die Tan- 
genten aus ihnen vereinigen sich zu je zwei in die Asymptoten, und 
die vier Schnitte in den Schnittpunkt derselben, den Mittelpunkt, den 
FuBpunkt jener Büschelaxe, welche ja im orthogonalen Polarbündel 
der zu kjj parallelen Ebene des Bündels korrespondiert. 

Bei einem Bündel und einem Felde, die in perspektiver 
Lage sind, vereinigen sich die vier Ebenenbüschel des 
ersteren, welche den entsprechenden Strahlenbüscheln gleich 
sind, in demjenigen, dessen Axe auf der Ebene des Feldes 
senkrecht steht. 

Wir sehen von neuem (Nr. 337), daß ein Bündel und ein Feld, 
welche kollinear sind, im allgemeinen nicht in Perspektive 
Lage gebracht werden können; es ist dazu erforderlich, daß 
die beiden reellen Ebenenbüschel des Bündels, welche den entsprechen- 
den Strahlenbüscheln des Feldes gleich sind, sich vereinigt haben (was 
dann zur Folge hat, daß die imaginären auch an der Vereinigung 
teilnehmen), oder daß dem isotropen Kegel des Bündels ein (reell- 
imaginärer) Kreis entspricht, oder reell ausgesprochen, daß durch die 
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Eollineation zwischen dem Bündel und Felde dem mit jenem konzen- 
trischen orthogonalen Polarbündel ein Polarfeld in diesem korrespon- 
diert, zu welchem dessen absolute Involution als Involution konju- 
gierter Punkte gehört; oder noch einfacher, daß der absoluten In- 
volution des Feldes eine rechtwinklige Strahleninvolution 
im Bündel entspricht. Das bedeutet aber, daß, wenn {0, t) der 
Büschel im Bündel ist, welcher der unendlich fernen Punkt- 
reihe des Feldes korrespondiert, und (P, u)') ein beliebiger 
diese Punktreihe projizierender Büschel ist, der dadurch zu 
jenem projektiv wird, daß jedem rechten Winkel in (0, t) 
ein rechter Winkel in (P, uu') entspricht, d. h. daß diese beiden 
Büschel gleich sind. Das wpx die Bedingung für die Möglichkeit 
der Perspektiven Lage, die wir schon a. a. 0. erwähnten, und sie 
ist hinreichend. 

Wir benutzen dazu den Ebenenbüschel von 0, dessen Axe m zur 
Ebene t senkrecht ist, und den dieser Axe entsprechenden Punkt M' 
im Felde. Aus ihm projizieren wir die unendlich ferne Punktreihe 
desselben und erhalten einen Strahlenbüschel, der nach Voraussetzung 
mit (0, t) gleich ist und daher auch mit dem Ebenenbüschel m. 
Letzteren legen wir, mit zur Ebene des Feldes senkrechter Axe, durch 
den Büschel (M', u)'), jede Ebene durch den entsprechenden Strahl. 
Die Ebene t ist parallel zu w' geworden, und jeder Strahl von (0, t) 
geht nach dem entsprechenden unendlich fernen Punkt von \jj\ Sind 
femer a und A' entsprechende Elemente in Bündel und Feld, so 
trifft a den Strahl M'Ä\ durch den die a enthaltende Ebene von m 
geht. Schieben wir also den Bündel parallel, so daß der Scheitel 
die Gerade m durchläuft, so werden wir erreichen, daß der an M'Ä' 
gleitende Strahl a durch A' geht; dann sind vier Strahlen des Bündels 
mit den entsprechenden Punkten zur Inzidenz gebracht, nämlich m, a 
und irgend zwei Strahlen von (0, t), und infolgedessen alle; denn 
das vom Bündel (in dieser Lage) in u)' eingeschnittene Feld ist mit 
dem gegebenen, wegen vier sich selbst entsprechender Punkte, von 
denen nicht drei in gerader Linie liegen, identiscL Die Perspektive 
Lage ist erreicht. 

§ 55. Kongruente Bündel. 

356 Zwei Bündel, in denen die parallelen Strahlen einander zugeordnet 

sind, befinden sich in perspektiver Lage; die Perspektivitätsebene ist 
die unendlich ferne. Sie sind deshalb kollinear. Auch die entspre- 
chenden Ebenen sind parallel, und alle entsprechenden Winkel von 
Strahlen oder Ebenen sind gleich; deshalb nennt man solche Bündel 
kongruent (bisweilen auch gleich). Diese Kongruenz bleibt bestehen,, 
wenn durch Verlegung, unter Festhaltung der Beziehung, die Perspek- 
tive Lage aufgehoben wird. 



Entsprechen der isotropen Kegel; Eoinzidenzelemente. 157 

Man erhält kongraente Bündel^ wenn zwei älinliche Felder aus 
Punkten projiziert werden^ deren Orthogonalprojektionen anf die Felder 
entsprechende Punkte sind und deren Entfernungen von den Feldern 
das Ahnlichkeitsyerhältnis haben. 

In kongruenten Bündeln sind alle entsprechenden Büschel von 
Strahlen und Ebenen gleich; daraus folgt, daß die in ihnen ent- 
haltenen isotropen Eegel (und die sie darstellenden orthogonalen 
Polarbündel) einander entsprechen, und umgekehrt, jede Eolli- 
neation zweier Bündel, bei welcher die beiden isotropen 
Kegel oder deren darstellende orthogonalen Polarbündel entspre- 
chend sind, also rechtwinkligen Elementen stets wieder rechtwinklige 
Elemente korrespondieren, ist Kongruenz; weil ja dann in jeden 
zwei entsprechenden Büscheln (von Strahlen oder Ebenen) die isotropen 
Elemente homolog sind. 

Zwei konzentrische kongruente Bündel befinden sich in Hermite- 
scher KoUineation (§ 46), weil der isotrope Kegel sich selbst ent- 
spricht; zwei Koinzidenzstrahlen t?, w liegen daher auf ihm und sind 
imaginär; ihre Yerbindungsebene ist reell, und ebenso der dritte 
Koinzidenzstrahl m, der zu ihr nach dem Kegel polar, also senkrecht 
zu ihr ist. 

Zwei ineinanderliegende kongruente Bündel haben nur 
zwei reelle Koinzidenzelemente, einen Strahl u und die zu 
ihm senkrechte Ebene. 

Die Büschel-Schar der sich selbst entsprechenden Kegel 2. Grades 
dieser Hermiteschen KoUineation besteht aus den Rotationskegeln 
(des Bündels) um die Axe u. 

Zwei nicht konzentrische kongruente Bündel (mit nicht durchweg 
parallelen entsprechenden Elementen) haben in jedem nur einen reellen 
Strahl und eine reelle Ebene, zu ihm senkrecht, welche zu den ent- 
sprechenden Elementen parallel sind. 

Es seien aus zwei Punkten 0, 0' zwei Paare von Halbstrahlen 
gezogen: Oj, \\ o^', 6/, welche gleiche Winkel bilden: a^h^^a^h^''^ 
die ergänzenden Halbstrahlen seien a^, b^) ^\ Wf ^^rend a, b, a, V 
die Namen der vollen Strahlen sein mögen. Zu einem dritten Halb- 
strahl c^ kann man in zwei Weisen einen dritten Halbstrahl (\' im 
andern Bündel fügen, so daß die dreikantigen Ecken aib^c^ und a^h^c^ 
kongruent sind: einmal in der Weise, daß diese Ecken zur Deckung 
gebracht werden können, also gleichsinnig sind, das andere Mal so, daß 
sie nicht zur Deckung gebracht werden können, ungleichsinnig sind; in 
diesem Falle kann man aber die Scheitelecke a^h^c^ mit a^\c^ und 
c^'h^c^ mit CL^h^c^ zur Deckung bringen. Man wird kongruente Bündel 
erhalten, wenn man die Konstruktion entsprechender Halbstrahlen x^, x^ 
in gleicher Weise fortsetzt, immer gleichsinnige oder immer ungleich- 
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sinnige Ecken herstellend. Arbeitet man mit a^h^x^ statt mit a/b/xj', 
so führt man den einen Fall auf den andern zurück. 

Kongruente Bündel sind daher immer deckbar; man muß 
nur die richtigen H^lbstrafalen vereinigen. 

Die Bündel z. B.^ welche ans zwei in bezug auf eine Ebene 
symmetrischen Punkten 0, O' deren Feld projizieren, sind kongruent; 
es lassen sich aber nicht diejenigen Halbstrahlen zur Deckung bringen, 
welche die projizierten Punkte enthalten. Die Deckung wird erzielt^ 
wenn man den einen Bündel um die Gerade OGf um 180^ dreht nnd 
dann durch Parallelverschiebung die Scheitel vereinigt. 

Man kann also die Bezeichnung so einrichten, daß mit o^ und \, 
a^' und h^ von x^ und x^' gleichsinnige kongruente Ecken gebildet 
werden. 
357 Wir suchen zwei kongruente Bündel durch vier Paare 

entsprechender Strahlen zu bestimmen. Es würde nicht genügen, 
wenn man etwa zweimal gleiche Strahlenbüschel so in den Ebenen 
€ und €', <p und <p' herstellte, daß beidemal i = €<p und r=« e'qp' ent- 
sprechend sind, und daim aus ihnen die Strahlen a, h und a, Vy Cj d 
und c\ et zur Festlegung nähme. Denn beliebige zwei kollineare 
Bündel enthalten zwei Paare entsprechender gleicher Strahlenbüschel. 
Sind aber sowohl e und (p, als e' und q>' rechtwinklig, so wird die 
Kongruenz erreicht Denn die durch: abl A ab'l' und cdl 7\ cd'X 
festgelegten Projektivitäten sind die Gleichheiten, aus denen wir diese 
entsprechenden Elemente genommen haben. Infolge dieser Gleichheiten 
sind dann in der Kollineation 

ab cA 
aVcd 

die orthogonalen Involutionen in (0, e) imd (0', e') entsprechend, 
sowie die in (0, <p) und (0', cp'); das sind Involutionen konjugierter 
Elemente in den orthogonalen Polarbündeln 0, 0'; da nun auch e 
und (p in dem einen, e' und 9' in dem andern konjugiert sind, so 
geht der orthogonale Polarbündel in durch die Kollineation in 
einen Polarbündel über, in welchem die orthogonalen Involutionen in 
(0', e'), (0\ <p') Involutionen konjugierter Strahlen und die Trägerebenen 
e', (p' konjugiert sind, also in den orthogonalen Polarbündel in 0' 
über, denn dadurch ist ein Polarbündel eindeutig bestimmt. Daraus 
folgt die Kongruenz der Bündel. 

Schneiden wir 6 und e', (p und cp' mit entsprechenden Ebenen 
H, £', so ergeben sich entsprechende Strahlen der gleichen Strahlen- 
büschel; es entstehen die kongrueuten rechtwinkligen Ecken ecp^, 
e'cp'E'; also sind auch die Flächenwinkel eS und e'S' gleich; ebenso 
€11, e'r)'. Nun sind auch die Ecken eSr), ^iv( (je aus den acht Ecken 
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geeignet gewählt) kongruent, denn auch die Eantenwinkel in € und 
e' sind gleich. Daher sind die Winkel ir] und l'r\ gleich. 

Formt man beide Bündel orthogonal uin, wodurch die Kongruenz 
in sich übergeht, so erhält man die Bestimmung durch vier Paare 
entsprechender Ebenen. Formt man bloß den einen um, so ergeben 
sich korrelative Bündel mit durchweg gleichen^ entsprechenden Winkeln 
(ungleicher Art). 

Zwei ineinander liegende kongruente Bündel seien aus 35^ 
den gleichen Winkeln c^b^ und a^'b^ so konstruiert, daß entsprechende 
Halbstrahlen x^ und x^' mit a^ und b^y a( und b^ gleichsinnige kon- 
gruente Ecken bilden. Sie bilden dann auch mit a^ und b^^ a^ und 
h^j usw. gleichsinnige kongruente Ecken, und umgekehrt. Es seien 
Q^, 6| die Halbstrahlen, welche die Winkel a^a^y b^b^ halbieren, a, ß 
die Ebenen, welche in diesen Strahlen a, b auf den Winkelebenen 
senkrecht stehen, u die Schnittebene aß, die durch geht, und u^^ 
u^ ihre Halbstrahlen. Weil die Ecken a^a^tt^ und a^'a^ti^ kongruent 
sind, so ist <^ a^Ui =- a^'u^ und ebenso ^ &i«*i=* W^- ^^® Ebene Z, 
welche auf u in U, der etwa zu u^ gehöre, normal ist, schneide a,..,,b' 
in A, B, A', B\ Weil ^o^w^^a/ui, so liegen A und A' auf a^ 
und a^' oder auf a^ und o^'. Die rechtwinkligen Dreiecke OUA und 
OÜA' sind kongruent, also 0-4=0-4', ebenso OB ^ 0B\ Die 
Winkel AOB und AOB' sind entweder a^b^ und a^b^y oder a^b^ 
und a^'b^'f oder usw., also jedenfalls gleich; demnach AB » A'B\ 

Die Ebene a geht durch die Mitte von AA\ steht senkrecht auf 
aa und Z, daher auf der Schnittlinie AA'] folglich ist aZ die Mittel- 
senkrechte von AA'y ßZ die von BB' in Z, der Schnittpunkt U dieser 
Mittelsenkrechten also das Zentrum der Drehung (in Z), welche AB 
in A'B* überführt (Nr. 293). Demnach führt die Drehung um u die 
a, 6 in a', b\ 

Nehmen wir an, A und A' liegen auf a^, a^\ B und B' aber 
auf 6,, b^y so kommt durch die Drehung die Ecke (o^, 6j, Oü) zur 
Deckung mit (o^', b^', 0U)\ also sind sie (schon in der ursprünglichen 
Lage) kongruent und gleichsinnig; mithin gilt das auch für {oLi,\, OU) 
und(a/, &/, OU). Daher ist aß = OU^u die reelle Koinzidenz- 
gerade der ineinander liegenden Bündel. 

Die Halbstrahlen x^ und x^'y welche nach Konstruktion mit a^ 
und b^y a^ und b( gleichsinnige kongruente Bündel bilden und daher 
auch mit a^ und b^y a^ und 6/, kommen bei der obigen Drehung,, 
welche o^, b^ nach a^', b^ bringt, zur Deckung, also jeder Strahl mit 
seinem entsprechenden. 

und ähnliches gilt bei den andern Lagen von J., . . . auf a, . . . 
Die reelle Koinzidenzgerade, welche zwei in einander 
liegende kongruente Bündel besitzen, ist Axe einer Drehung,, 
welche sie zur Deckung bringt. 
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Im Anschluß an diese Betrachtang kongraenter Bündel will ich 
eine Aufgabe erwähnen, auf welche mich Gayley vor längerer Zeit 
brieflich aufmerksam gemacht hat^): Zwei Tetraeder ABCD und 
AB'G'D'y deren Ecken homolog zugeordnet sind, in Perspek- 
tive Lage zu bringen oder zunächst ihre homologen Ecken 
durch entsprechende Strahlen kongruenter Bündel zu pro- 
jizieren. Wenn bloß ABC, Ä'B'C gegeben sind, so ist jedem 
Punkte eine endliche Anzahl Ton Punkten 0' (vielleicht acht) zu- 
geordnet, so daß die Bündel {Ä, B, C) und 0' {A\ B\ C") kon- 
gruent sind; womit nicht gesagt ist, daß diejenigen Ecken, deren 
Kanten die Punkte enthalten, die zur Deckung zu bringenden sind. 

Bei den Tetraedern muß es dann zwei Kurven von Punkten 
und (y geben, aus denen die Ecken durch kongruente Bündel 
projiziert werden. 

Jedenfalls liegt nicht ein konstruierbares Problem vor (§ 20). 

§ 56. Zyklisclie Eolllneationen, EoUineation in eingeschriebener 

Dreieckslage. 

359 Weil die Ergebnisse projektiv sind, so genügt es, Felder zu be- 

trachten. Zu einem Punkt A^ des ersten Feldes sei A^ im zweiten, 
das mit dem ersten in derselben Ebene Uegend angenommen wird, 
dem A^, wenn er zum ersten Felde gerechnet wird, A^ im zweiten 
entsprechend, usw.; wir nehmen an, die KoUineation sei so beschaffen, 
daß ^^1 mit A^ identisch ist, daß sie also einen n-elementigen 
Zyklus von Punkten enthält, der dann unmittelbar mit einem 
Zyklus von Geraden A^A^y A^A^, . , , A^A^ verbunden ist. Und um- 
gekehrt, ein solcher Zyklus a^, ,.. a^ führt zu einem Punkte-Zyklus o^o,; 
0,03, ... a„a^. Wir setzen voraus: n > 2, weil wir den Fall involu- 
torischer kollinearer Felder: n » 2 schon behandelt haben. 

Ist U ein reeller Koinzidenzpunkt, so entsteht durch unsem 
Zyklus in dem Büschel U eine zyklische Projektivität, die aber 
möglicherweise einen niedrigeren Grad n' hat, wobei n' ein Teiler 

von n ist und der n'- strahlige Zyklus —-mal durchlaufen wird. Ist 

auch noch n' > 2, so sind die Koinzidenzstrahleu t;, w dieser Projek- 
tivität imaginär (Nr. 141), und demnach auch die Punkte Wy V von w, 
durch die sie gehen. Daher müssen, wenn alle drei Koinzidenzpunkte U, 
Vy W reell sind, sämtliche Punkte des Zyklus sowohl auf zwei Strahlen 
durch ü abwechselnd liegen, als auch auf zwei Strahlen durch V 
(oder W)y wobei jene wie diese Strahlen gepaart sind in einer Involution, 



1) Vgl. Proceed. London Math. Society, Bd. 4, S. 896; Mathematical Papen, 
Bd. 8, S. 200. 
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welche U (V, W), V {ü, W) zu Doppelstrahlen hat. Es kann sich 
dann nur um die yier Punkte handeln, in denen jene von diesen ge- 
schnitten werden. 

Aber auch, wenn der vorausgesetzte Zyklus aus vier Punkten 
A^, A^, A^y A^ besteht, wo dann die KoUineation gerade durch ihn 
bestininit ist: 

A^A^A^A.^ 

A^A^A^A^ 

ist nur ein Eoinzidenzpunkt und die ihm gegenüberliegende Koinzidenz- 
gerade reeU. Ersichtlich entsprechen die beiden Geraden A^^A^, ^s^4 
sich involutorisch und ebenso die beiden Punkte 8 ^ {A^A^, ^8^4) 
und T= (AiA^, -^-^)) daher ist J7«=- {A^A^y ^^J ^^^ reeller Koin- 
zidenzpunkt und u ^ ST eine reelle Koinzidenzgerade; auf ihr sind 
die konjektiven Punktreihen entsprechender Punkte involutorisch 
wegen des involutorischen Paars ST] auch für die Schnitte K, L von 
A^A^, A^A^ mit u erkennt man dies sofort. Aber diese liegen zu 
jenen harmonisch, also elliptisch; daher sind die sich selbst ent- 
sprechenden Punkte V, W auf u imaginär und durch diese elliptische 
Involution (ST, KL) dargesteUt. 

Wenn also eine ebene KoUineation einen n-elementigen 
Zyklus besitzt, wo n>2, so sind nur ein Koinzidenzpunkt 
U und die gegenüberliegende Koinzidenzgerade u reelL 

Über die elliptische Involution auf u, welche die imaginären 
Koinzidenzpunkte V, W definiert, stellen wir nun (Nr. 79) eine recht- 
winklige Involution in einer andern Ebene t und projizieren unsere 
ebene KoUineation mit einem n- elementigen Zyklus A^A^ . . , A^ aus 
dem Scheitel dieser Involution auf eine Ebene, welche zur Ebene t 
parallel ist. Wir erhalten dann eine ebene KoUineation mit einem 
endlichen Koinzidenzpunkte U und zwei unendlich fernen 93, SB, die 
in den absoluten Punkten liegen. Daher ist sie eine gleichsinnige 
Ähnlichkeit mit U als Ähnlichkeitszentrum (Nr. 292). Sie enthält 
einen Zyklus Sl^ St, . . . 3l„, die Projektion des gegebenen Zyklus. 
Nehmen wir an, daß S^, ^ nicht auf demselben S[reise um U liegen, 
so daß U«! ^ U«,, so folgt, weil: 

U% U«, "'^ 

daß die Punkte % sich immer weiter von U entfernen oder immer mehr 
sich ihm nahem. Das widerspricht der Voraussetzung, daß Sl^^^ in S^ 
f äUt. Folglich Uegen aUe n Punkte des Zyklus der St auf demselben Kreise 
um U, und es handelt sich sogar um Kongruenz. Die entsprechenden 

Winkel «lU«,, %U%,,..MJ1%^ sind gleich, also jeder gleich ^-, wo 

V zu M teUerfremd ist, weil sonst schon früher Bückkehr zum Anfangs- 

Sturm, Geometr. Verwandttohafton. II. 11 
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ptmkte statt^Lnde. Die Kollineation in der Projektionsebene ist durch 

Drehung um U um den Winkel entstanden^); und jeder Punkt 

der Ebene fÜhit zu einem n- elementigen Zyklus (einem regelmäßigen 
»-Ecke V*" Art), der auf einem Kreise um U liegt und dessen Seiten 
einen zweiten konzentrischen Kreis berühren. 

Den konzentrischen Kreisen um U, welche aUe U und die un- 
endlich ferne Gerade zu Pol und Polare haben und daher sich in den 
absoluten Punkten berühren, entsprechen in der ursprünglichen Figur 
Kegelschnitte einer Büschel- Schar, welche sich in den imaginären 
Koinzidenzpunkten V, W berühren mit w, v sAa zugehörigen Tangenten, 
also mit u als Berührungssehne und U als Berührungspol. Wie 
solche Kegelschnitte reell konstruiert werden können, sobald die de- 
finierenden Involutionen für F, W; w, v gegeben sind, ist in Nr. 304 
besprochen werden. Somit ergibt sich: 

Wenn eine ebene Kollineation einen Zyklus von nPunkten 
oder Geraden, wo n>2, besitzt, so liegt derselbe vollständig 
auf einem Kegelschnitt, welcher in den imaginären Koin- 
zidenzpunkten F, W die Koinzidenzgeraden w, v berührt, 
bzw. tangiert einen solchen. Auf diesem Kegelschnitte (und 
um ihn) erhalten wir dann (Nr. 139) eine zyklische Projek- 
tivität. Aber auch jeder andere Kegelschnitt der durch jene 
Berührungen definierten Büschel-Schar trägt zwei solche 
Projektivitäten. Die ganze Kollineation ist zyklisch; jedes 
Element gehört zu einem Zyklus. Wir nennen sie zyklisch 
vom w*^ Grade, weil das (n -f !)*• Element (und kein früheres) mit 
dem Ausgangselemente sich vereinigt. Man sagt wohl auch: Kolli- 
neation in n-Eckslage. 

Die Kollineation ist eine Hermitesche, weil alle Kegel- 
schnitte jener Büschel-Schar sich selbst entsprechen (§ 46). Jedem 
ist ein zweiter so zugeordnet, daß die beiden Kurven Ponceletsche 
n-Ecke zulassen (Nr. 198). Jeder der beiden Kegelschnitte ist Direk- 
tionskurve der zyklischen Projektivität auf bzw. um den andern. 

Wenn aus einem Zyklus auf vollständige Zyklizität geschlossen 
werden soll, so darf kein Element desselben mit einem Koinzidenz- 
elemente inzidieren; weil dann der ganze Zyklus sich auf diesem be- 
findet und nur die konjektiven Gebilde, welche von ihm getragen 
werden, zyklisch projektiv werden. 

Man erkennt leicht, daß eine Homologie nicht zyklisch von 
höherem Grade als 2 sein kann. 



1) Im Büschel mn U entsteht nur zyklische Projektivität vom Grade -^^ 
wenn n gerade ist (Nr. 861). 
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In dem Falle n»3^) sind zwei zyklische Dreiecke ^^^^3 360 
und B^B^B^ stets in perspektiver Lage und zwar dreifach. 
Denn aus: 

folgt, daß (Äj^Bi, Ä^B^)y A^, B^ in gerader Linie liegen oder daß: 

A^u A^if AS% 

durch denselben Punkt C^ gehen. 

Dieser Figur, im ersten Felde, entspricht im zweiten, daß: 

A^B^f A^B^j A^B^ 

durch einen Punkt C^ gehen, und die nochmalige Wiederholung gibt, 
daß auch: 

A^B„ A^B,, A^B, 

durch einen Punkt C^ gehen. 

Die drei Zentren (7^, C^f C^ bilden also ebenfalls ein zy- 
klisches Dreieck Aber je zwei von drei so zusammen- 
gehörigen Dreiecken sind dreifach perspektiv mit den Ecken 
des dritten Dreiecks als Zentren; denn z. B. C^A^f ^s^s; ^s-^ 
gehen durch B^^ usw. 

Die Perspektivitatsaxen sind auch zyklisch. 

Bei zwei beliebigen koUinearen Feldern seien wieder r, ^ die 
Fluchtgeraden; femer seien p und p zwei entsprechende Strahlen 
zweier entsprechender gleicher Strahlenbüschel der Felder; dann ist 
-^PT ^^p'q (Nr. 277). Daher kaun man das zweite Feld mit p' 
und q auf r und p legen und hat in p^r = gfr'^p' ein zyklisches 
Dreiseit. Folglich ist die Eollineation zyklisch Yom dritten Grade 
geworden. 

Beliebige zwei kollineare (nicht affine) Felder kann man 
so ineinander legen, daß sie zyklisch vom 3. Grade werden. 

Bei n » 4 wollen wir in dem Büschel von Kegelschnitten durch 
den Zyklus A^A^A^A^ denjenigen aufsuchen, der zur Büschel-Schar 
der sich in den imaginären Koinzidenzpunkten doppelt berührenden 
Kegelschnitte gehört. Für alle Kegelschnitte jenes Büschels sind die 
in Nr. 359 erwähnten U und u Pol und Polare und die Punkte S und T 
konjugiert; für den verlangten müssen auch K und L konjugiert sein. 
Er ist also derjenige, aus dessen Punkten A^y A^\ Al^, A^ durch har- 
monische Würfe projiziert werden; seine Tangente in A^ ist der vierte 
harmonische Strahl zu Aj^A^ in bezug auf A^^A^, AJ, geht also 
durch Z; dasselbe tut die Tangente in A^, so daß A^A^K Polare von 
L ist und A^A^L Polare von K. 



1) Für ihn gebraucht Schröter (Oberflächen 2. Ordnung, § 47) die Be- 
nennung: Eollineation in trilinearer Lage, welche sich jedoch nicht empfiehlt. 

11* 
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Es sei auf dem Kegelschnitt aus der Büschel-Schar, welcher den 

Zyklus Xi X^ trägt, Y^ ein beliebiger anderer Punkt, T^ Fj Y^ Y^ 

der Zyklus, zu dem er gehört; so ist: 

^i(^i> ^99 ^f ^4) A ^4(^1; ^; ^97 ^4) A Y^i^, X^f ^97 ^1) 

A Ti(X^f ^, X^, X,); 
also ist dieser Wurf harmonisch. 

361 Wiederholt man eine ebene Eollineation S als Transformation, 

die vom ersten zum zweiten Felde führt, mehrmals, so ergibt sich, 
da die Eindeutigkeit und Linearitat erhalten bleibt, eine Kollineation, 
welche ersichtlich das nämliche Eoinzidenzdreieck hat; wir bezeichnen 
diese Eollineation wiederum als Potenz £^ (Nr. 143), wo k die Zahl 
ist, wie oft die Transformation vorgenommen wird. Besitzt die ge- 
gebene Kollineation einen n- elementigen Zyklus, so sind bei /^ alle 
n Elemente desselben sich selbst entsprechend; dazu kommt das Eoin- 
zidenzdreieck. Die Büschel um dessen Ecken sind identisch geworden; 
daraus folgt, daß jeder Punkt mit seinem entsprechenden sich deckt 
Die Projektivitat auf (um) jeden Eegelschnitt der Büschel-Schar ist 
IdentiiSt geworden. Jedes Element kehrt durch die n-malige Eolli- 
neation in sich zurück; d. h. es gehört in S einem Zyklus an. 

Für die Eollineation S^ ergibt sich durch dieselben Überlegungen, 
wie in Nr. 143^ daß sie vom Grade --,- ist, wenn n und k den größten 
gemeinsamen Teiler d haben, indem jeder Zyklus von S in d Zyklen 
von -j Elementen zerlegt wird. Ist n gerade und Ä = -g- > ^^ erhält 

man eiue involutorische Eollineation, also (Nr. 297) involutorische 
Homologie mit U als Zentrum und u als Axe. Es sind in ihr ent- 
sprechend der t*® und der /y + ij*® Punkt des Zyklus von /S, also 

zwei gegenüberliegende Punkte und liegen je auf einem Strahle durch U 
und ebenso schneiden gegenüberliegende Seiten des Zyklus sich auf u. 
Wir sehen, daß, bei geradem w, die zyklischen Projektivitäten 

um U und auf u nicht vom n**", sondern nur vom -^**^ Grade 

sind. 

Zwei Zahlen k, die sich zu n erganzen, führen zu denselben 
Zyklen, nur in entgegengesetztem Sinne umlaufen. In dem aus Ä^ 

sich ergebenden Zyklus (von -j Elementen) von 1^ hat das a*® Element 

hiater A^ den Zeiger i + ak, in dem Zyklus aber von S*~* das 

\J ~~ V^ Element den Zeiger i + (^ — a\(n — k). Diese beiden 

Zeiger sind nach dem Modul n kongruent; also handelt es sich um 
den nämlichen Punkt. 
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Wird aber beim zweiten Zyklus der Sinn umgekehrt^ so wird 
das (-^ — a)** Element das a** Hinter A^, Z. B.: 

n » 6 i =• 1 A^Ä^A^Ä^A^A^ 

t = 5 J.i-4i^.5-4.i^2. 5-4^^.3. 5-4^^.4. 5-4.1^.5. 5 

^ AiAqA^A^A^A^. 

Die beiden Kollineationen /S* und S**"* sind also Um- 
kehrnngen voneinander: sie sind dieselbe KoUineation, die eine 
als Transformation vom ersten ins zweite Feld, die andere als Trans- 
formation vom zweiten ins erste. Bezeichnet man wieder^ wie in 
Nr. 86 und 143, S^, die Identität mit 1, so kann man S""^ auch 
mit S~*, also S^"^, die ümkehrung von S, mit S"^ bezeichnen. 

Weil jeder Zyklus von einem Kegelschnitt der Büschel-Schar ge- 
tragen wird, und fQr die zyklische Projektivitat auf ihm u, welche 
die sich selbst entsprechenden Punkte F, W verbindet, die Projek- 
tivitätsaze ist, so laufen (Nr. 139) alle Verbindungslinien zweier Punkte 
eines Zyklus, deren Zeigersumme einer bestimmten Zahl 21 nach dem 
Modul n kongruent ist, durch denselben Punkt der u, und die den 
n Werten von l entsprechenden Punkte bilden auf u einen Zyklus 
der zyklischen Projektivitat, welche diese Gerade tragt. Für die obige 
Projektionsfigur mit ihren regelmäßigen Polygonen ist dies unmittel- 
bar zu erkennen. 

Es sei £0 ein bestimmter Kegelschnitt der Büschel-Schar. Alle 
^, deren Je denselben größten gemeinsamen Teiler d mit n hat, führen 

zu ihm eingeschriebenen zyklischen -j- Ecken, die aUe demselben 

zweiten Kegelschnitt K^' der Büschel-Schar umgeschrieben sind, und 
alle jenem umgeschriebenen sind einem dritten K^^'' eingeschrieben. 

Ist, bei geradem », d « y , so ist K^' der doppelte Büschel U, K^' 

die doppelte Gerade u. 

Weil F, W imagiiulr sind, so sind die Invarianten (Nr. 290) von 362 
der Form: 

Da eine zyklische Kollineation eine Hermitesche ist, so ist 
X^^=X„,; daher a* + ß* «=» 1, und aUe drei Invarianten haben den 
absoluten Betrag 1. Ihr Produkt ist 1. Bezeichnen wir sie, bzw. 
ihre ümkehrungen, einfacher: 

so ist: 
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Nun ist: 

folglich: 

X»-l. 
Ebenso: 

Xi* « 1. 

Also sind beide Invarianten X, X^ imaginäre n^ Wurzeln der 
positiven Einheit. Zugleich erkennt man X*, X^* als Invarianten 
von /S*; die von S* =» 1 müssen ja 1 sein. 

Es fragt sich, ob X, X^ primitive Wurzeln sind, d. h. ob die n^^ 
Potenzen die niedrigsten der Einheit gleichen Potenzen sind. Nehmen 
wir an, X", X^** seien die niedrigsten Potenzen, wo dann v, v^ Teiler 
von n sein müssen; denn der Exponent einer Potenz, die gleichfalls 1 
ist^ ist ein Vielfaches des niedrigsten Exponenten. Nun ist 1 « X* =« X^*'; 
daher ist 2v ein Vielfaches von v^. Femer, wenn 2 p ein Vielfaches 
von Vj ist, so ist X^— \*^ = 1; also p ^ v. Daher ist 2v die kleinste 

gerade Zahl, die ein Vielfaches von Vj ist Also ist v« y oder v = Vi, 

je nachdem v^ gerade oder ungerade ist. Wir haben, aus A^ , . . Ä^ 
hervorgehend, in beiden Büscheln U und V (oder W) einen v^-ele- 
mentigen Zyklus, der im Falle eines geraden v^ im Büschel U ein 

zweimal durchlaufener —-elementiger ist; es sind sowohl die Strahlen 

UAy und CLly^^i, als die Strahlen VÄ^ und VA^^^^ identisch, dem- 
nach auch -4j =^y^^|. Folglich muß Vj =» n sein, weil sonst die Kolli- 
neation nicht zyklisch vom n*^" Grade wäre; X^ ist also primitive 
Wurzel. Ist n ungerade, so ist auch v»n, daher auch X primi- 
tiv, und wir haben im Büschel U eine zyklische Projektivitat n^ 

Ghrades, und ebenso auf u. Ist aber n gerade, so ist v » -^ und 

X nicht primitiv. Die Projektivitat um U und auf u ist nur 

zyklisch vom Grade ^- 

Bei n =- 3 ist Xiu« 1; daher: X^^ = r,- = X^„; es sind alle drei 

Invarianten gleich: X^^ = X^„ = X„^; und die Kollineation ist eine 
dreifach Hermitesche. Daß, umgekehrt, eine dreifach Hermite- 
sche Kollineation zyklisch vom 3. Grade ist, haben wir schon in 
Nr. 306 erkannt. Wir haben daher auf dem Kegelschnitte UVWA^A^ 
(der nicht A^ enthält) drei Involutionen (Nr. 304): 

A^A^, VW, UU] A,A^, WU, VV, A^A^, UV, WW, 

von denen je zwei durch die dritte ineinander übergeführt werden 
(Nr. 85). A^ A^ ist die Gerade, auf der die Seiten des eingeschriebenen 
Dreiecks UVW sich mit den Tangenten in den Gegenecken treffen. 
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Wenn zwei ebene KoUineationen 8, T (als Transformationen 363 
Yom ersten ins zweite Feld) dasselbe Koinzidenzdreieck UVW 
haben, so sind sie yertanschbar; d. h. die Eollineation, die sich 
durcli sie, hintereinander Torgenommen, ergibt, ist bei beiden Reihen- 
folgen dieselbe. Man bezeichnet diese EolÜDeation (vgl. Nr. 86) als 
ein Produkt ST^ und die Vertausch barkeit der Faktoren (Kommuta- 
tivitat) gut im aUgemeiaen nicht; im vorliegenden Falle gilt sie, und 
dann nennt man die Transformationen vertauschbar. 

In der Tat, X gehe durch S in X' und dieser durch T in X" 
über, hiagegen X durch T m X^ und dieser durch S in X^, Wegen 
S ist dann: 

U{X, X„ F, TT) - U(X', X,, F, TT), 
TNregen T: 

UiX, X', F, TT) = UiX,, X", V, W), 
also auch: 

u{x, x„ V, w) - u{X', X", F, wy, 

daher: 

U{X\ X,, F, wo« tr(X; X", F, TF); 

also UX^= UT\ ebenso VX^=VT'', folgHch X,= X". 

Die KoUineation S enthalte einen Zyklus A^A^ . . , Ä^'^ wir legen, 
indem X^ ein beliebiger Punkt der Ebene ist, aus dem, durch Wieder- 
holung von 8y Xj, X3, X4, . . . sich ergeben, eine KoUineation T fest, 
in der den Punkten A^^ U, F, W die Punkte Xj, U, F, W entsprechen. 
Durch die Reihenfolge T, S geht ji^ in X^, dieser in X^ über; also 
geht durch die Reihenfolge S, T A^ in A^ und A^ in 2C^ über. 
T fahrt also A^ in X^, A^ in X,, ebenso A^ in Xj, . . ., A^^^^A^ 
in X^^i= Xj über; auch die X bilden in 8 einen Zyklus^). 

Aus zwei involutorischen Homologien §1 = (S^, s^), 364 
^2^(^27 ^s) ^^^ einer gewissen Spezialität läßt sich eine 
zyklische KoUineation 3. Grades ableiten, welche für die 
Theorie der ebenen Kurven 3. Ordnung wertvoU ist. Die Spezialität 
besteht darin, daß, wenn @i, €, die Schnitte der Axen s^, s^ mit der 
Verbindungslinie f == Sj S, der Zentren sind, derselbe Punkt 8^ zu S^ 
in bezug auf S^, @i und zu 8^ in bezug auf 8^, ©^ harmonisch ist. 

Wir bilden das Produkt $s$i der beiden Homologien und er- 
kennen sofort den Zyklus 8^828^ und damit einfach unendlich viele 
auf f. 

Jetzt liege X^ auf der Gerade von 8^ nach dem Schnitt ©«»^i^; 
ihm entspricht durch §2 ^^^ Punkt (iSjXj, ®8^) = Fj, diesem durch 
$j der Punkt (S^ Y^, ©Äg) = X,, so daß Xj dem Xj in $2$, korre- 
spondiert. X2 geht wieder durch ^2 i^ ^^^ vierten harmonischen 
Punkt Y^ zu ihm in bezug auf 8^ und @ über, und dieser durch ^^ 

1) Mir von 0. Tö plitz mitgeteilt. 
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in {S^Y^, @£>,) » X3; dem X3 ist in $, entsprechend der Punkt 
{S^X^y ®^i) "^ ^1 ^^d diesem in ^^ der vierte harmonische Punkt 
X4 zu ihm in bezug auf S^ und @. 

Der Punkt X^ deckt sich aber mit X^, denn zum harmonischen 
Wurfe SjSZjFj ist S^^Y^X^ und zu diesem S^QX^Y^ perspekidr. 
Der Zyklus X^X^X^y der so entstanden ist; lehrt, daß die EoUineatioQ 
^i^i ganz zyklisch ist-, ® und f sind die reellen Eoinzidenzelemente; 
Yij Y,, 1^3 bilden auch einen Zyklus der KoUineation. 

Der Gerade X^Y^ korrespondiert X^Y^] da jene durch S^ geht, 
geht diese durch S^, ebenso tut es X^Y^. 

Ist @8 zu S^ harmonisch in bezug auf S^, S^, s^^ ®®^y und 
^3 die inyolutorische Homologie (S^, $^\ so ergibt sich das lS*odukt 
§,§1 identisch mit $j§, und ^j^,; 4& = ^s^s = ^sl^i is* die 
Umkehrung der Eollineation. Femer kann man S^S^S^f ©^S^^s 
durch zwei andere in derselben Weise (Nr. 144) zueinander gehörige 
Zyklen der Projektivitat auf f ersetzen. 

Die beiden Zyklen X^X^X, und Y^Y^Y^ liegen auf demselben 
Trager-Eegelschnitte K der Büschel-Schar , da X^ und Y^,. . . durch 
@ und f; die in bezug auf alle diese Trägerkurven polar sind, har- 
monisch getrennt werden. 

Die drei Zyklen jS>i 5^53; X^X^X,^ Y^Y^Y^ sind neun assoziierte 
Punkte; denn sie sind die Schnittpunkte der beiden Kurven 3. Ordnung 
@(Si, Sj, S3) und (f, X). Der Büschel 3. Ordnung, für den sie 
Grundpunkte sind, geht durch die KoUineation in sich selber über. 
365 Die zyklische KoUineation 3. Gfrades läßt sich einer andern spe- 

zieUen KoUineation unterordnen. 

Wir setzen voraus, eine ebene KoUineation habe die Eigen- 
schaft, daß einmal einem Dreiecke ABC des Feldes Z das 
entsprechende AB'C eingeschrieben ist, und zwar so, daß A' 
auf BCy B' auf CA, C auf AB Uegt. Wir woUen noch eine andere 
Bezeichnung einführen: in der Reihe ... A"*, A~\ A, A\ A\ A'" . . . 
entspreche jedem Punkt, als Punkt von X, der folgende in X'. Die 
projektiven Büschel um die entsprechenden Punkte A"^ und A von 
X und Z' schneiden in BC konjektive Punktreihen; in ihnen ent- 
sprechen sich B und C involutorisch, denn sie sind sowohl Schnitte 
von A^^B und AB\ als von AC und A^^C. Folglich haben wir 
eine Involution, und wenn F, Z in ihr gepaart und F', Z' die ent- 
sprechenden Punkte sind, so geht AY' durch Z und AZ' durch Y, 
und dem Dreieck AYZ ist in gleicher Weise das Dreieck A'Y'Z' 
eingeschrieben. 

Weil BC von den beiden projektiven Büscheln A'^ und A in 
involutorischen Punktreihen geschnitten wird, so muß sie durch das 
involutorische Zentrum derselben (Nr. 90) gehen, d. i. den Schnitt- 
punkt der beiden Strahlen jener Büschel, die dem gemeinsamen Strahle 
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A.^^A entsprechen; insofern er als Strahl von Ä"^ durch Ä geht, 
muß der entsprechende in Ä durch Ä' gehen. Dieser Punkt ist also 
das involntorische Zentrum^ und jede Gerade durch ihn wird ebenfalls 
Ton den Büscheln involutorisch geschnitten. Ist also Y ein beliebiger 
Punkt der Ebene und Z^ ihm gepaart in der auf Ä'Y entstehenden 
lüTolution, so bedeutet dies, wenn Y\ Z^ die entsprechenden Punkte 
sind, daß der entsprechende Strahl in J. zu ^~^F, welcher Y' ent- 
halt, durch Z^ geht, und derjenige zu A~'^Z^y welcher Z( enthält, 
durch Yy so daß AYZ^ wieder ein Dreieck ist^ dem das entsprechende 
ÄY'Z\ eingeschrieben ist. Damit haben wir zwei solche Dreiecke 
erhalten mit zwei beliebigen entsprechenden Punkten F, Y* als Ecken, 
die aber noch zwei entsprechende Ecken A^ Ä mit den ursprüng- 
lichen gemeinsam haben. Halten wir nunmehr Y, Y' fest, so können 
wir jetzt zwei entsprechende Dreiecke YXZ, X'Y'Z' erreichen, bei 
denen F, Y' die vorigen Punkte sind, X und X' wiederum beliebige 
entsprechenden Punkte; das dritte Eckenpaar Z, Z' ist bestimmt, denn Z 
ist (XY\YX') und Z' der entsprechende Punkt. 

Wenn also bei einer ebenen Koilineation einmal ein 
Dreieck ABC vorhanden ist, dem das entsprechende A'B'C 
eingeschrieben ist und zwar so, daß ^' auf BC liegt usw., so 
sind solcher Dreiecke oo^ vorhanden; beliebige zwei Punkte 
X, Y können als Ecken genommen werden; die dritte Z ist 
dann jedesmal bestimmt als Schnitt (XZ', YXy 

Für diese Lage von Z ist allein zu sorgen; ist daher in einer 
derartigen Koilineation bei zwei Dreiecken XYZj X'Y'Z' erreicht, 
daß X' auf YZ, Y' auf ZX liegt, so liegt von selbst Z' auf XF; 
denn wegen jener Lage von X' und F' ist Z — (X F', FX'). 

Weil eine solche Koilineation, als Transformation vom ersten ins 
zweite Feld, Dreiecke in letzterem liefert, welche je ihrem ent- 
sprechenden im ersten eingeschrieben sind, wird sie Koilineation 
in eingeschriebener Dreieckslage genannt, und die inverse 
Transformation, die vom zweiten ins erste Feld führt, Koilineation 
in umgeschriebener Dreieckslage^). 

Natürlich können auch X', F' in Z' beliebig gegeben werden. 
Indem wir die obige Bezeichnung benutzen, haben wir in XX' X" 
und X'X"X'" zwei entsprechende Dreiecke; da die Ecken X', X" 
des zweiten Dreiecks auf den den entsprechenden Ecken gegenüber- 
liegenden Seiten X'X", XX" des ersten liegen, so liegt nach dem 
eben erhaltenen Satze auch X'" auf XX'. 

Und umgekehrt, wenn diese drei Punkte X, X', X'" in gerader 
Linie liegen, so ist X'X"X'" dem XX'X" eingeschrieben, und wir 
haben Koilineation in eingeschriebener Dreieckslage vor uns, 



t) Pasch, Mathem. Annalen, Bd. 28, S. 426; Bd. 26, S. 211. 
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und für sie ein anderes Kennzeichen, welches darin besteht, daB 
einmal in der Folge entsprechender Punkte X, X', X", X'" 
der erste, zweite und vierte in gerader Linie liegen^). 

Für die Kollineation in umgeschriebener Dreieckslage, 
wo die Reihenfolge den umgekehrten Sinn (von Z' nach Z) hat, ist 
daher Kennzeichen, daß X, X", X'" in gerader Linie liegen. 

Dualisieren wir, so ergibt sich als Kennzeichen für um-, bzw. 
eingeschriebene Dreieckslage, daß x, x', x'", bzw. x, x\ x" in einen 
Punkt zusammenlaufen. 
366 Bei einer zyklischen Kollineation 3. Grades ist jedes der 

zyklischen Dreiecke A^A^A^ dem entsprechenden A^A^Al^ sowohl um- 
als eingeschrieben; folglich liegt gleichzeitig ein- und umge- 
schriebene Lage vor, und es gibt in jedem der beiden Felder 
cx>^ Dreiecke, welche dem entsprechenden je umgeschrieben 
sind. Lassen wir X, F in die Punkte A^y B^ fallen, mit denen die 
Zyklen J-i^ -4,, B^B^B^ beginnen, so fallen X', Y' nach A^, B^ und 
Z ist {A^B^y ^i^)f d- i- ^8,s obige Perspektivitatszentrum Cg (Nr. 360), 
Z' ist also C, = (A^B^, B^A^. Dieses liegt, wie wir dort fanden, 
auf A^B^ und so ist A^B^C^ dem A^B^C^ umgeschrieben. 

FaUen aber X', Y' in A^, B^, so faUen X, Y in Jl^, Bj, Z' in 
{A^B^y Bj^i) = Cj, Z in C/j =» (-4i-Bj, -Bi^j), und A^B^C^ ist dem 
A^B^C^ umgeschrieben. 

Umgekehrt, wenn gleichzeitig um- und eingeschriebene 
Dreieckslage statt hat, handelt es sich um zyklische Kolli- 
neation 3. Grades (oder in Dreieckslage). Es Bei XYZ dem X'Y'Z' 
amgeschrieben, so daß YZ durch X', ZX durch F', XF durch Z' 
geht, und gleichzeitig X FZj dem X'Y'Z^ eingeschrieben, so daß X 
auf F'Z/, F auf Z/X; Z^ auf X'F' Hegt; die Ausgangsecken X, F 
können ja beliebig sein, wir haben also beidemal dieselben ge- 
wählt. Sofort ist ersichtlich, daß Z und Z^ identisch sind, denn sie 
sind beide (XF', FX'). Es entsprechen sich also Z^ im ersten 
Felde und Z im zweiten, und Z^ wird besser Z" ^ genannt. Folglich 
hat das Dreieck Z~^ZZ' zum entsprechenden im zweiten Felde 
ZZ'Z". Dessen Ecken Z und Z' liegen bzw. auf ZZ\ Z'^Z', daher 
liegt Z" auf Z-^Z; weil aber Z' auf XF liegt, muß Z" auf X'Y' 
liegen und ist daher identisch mit Z"^, der auch auf Z~^Z und 
X'Y' liegt. Es geht also durch die KoUineation Z~* in Z, Z in 
Z', Z' in Z"* über, die drei Punkte bilden einen Zyklus. 

Entsprechen noch X"\ F~^ im ersten Felde den X, F als 
Punkten des zweiten, so sind X"*XX' und Y'^YY' ebenfalls Zyklen, 



]) Dies wurde von Clebsch und Gordan: Math. Annalen, Bd. 1, S. 392 
gefunden. — Wenn X, X', X" in gerader Linie liegen, so ist diese eine Koin- 
zidenzgerade, auf der dann anch 'Xl'\ , . . und X~~^, . . . liegen. 
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und es ist das Dreieck Z'rZ' demXTZ, X-^Y^^Z"^ demXT'Z' 
und XYZ dem X-*F"^Z-^ eingeschrieben. 

Für eine beliebige ebene EoUineation kann man fünf Punkte 367 
A^^ Ä^f • • V ^ geben und sie durch: 

A^A^A^A^ ' 
festlegen. 

Wenn man aber eine Kollineation in eingeschriebener Dreiecks- 
lage haben will, so muß man A^ auf A^A^ legen; tut man dies^ so 
kann dann A^ nicht außerhalb A^A^ liegen*, folglich involviert A^^ 
so gelegen und dem A^ zugeordnet^ nur eine, nicht zwei Bedingungen, 
und man kann noch A^ auf A^A^ geben. Es ist dann: 

A^{A^A^y A^y A^, A^)7\ ^{-^^y ^if ^y -^); 

wo Aj dem A^ entspricht. Schneidet man mit A^A^j so ergibt sich: 

A^A^yA^y A^y A^A^y A^ A A^^i\Az9 A^j ^f ^^t) 

A A^A^{A^y A^f ^^} -^)j 

also schneiden sich A^A^ und A^A^ auf A^A^\ und A^ ergibt sich 
als Projektion von {A^A^y ^^^ aiis -^ aiif ^i^j ebenso -lg, 
welcher dem A^ entspricht, als Projektion von {A^A^y -^4-^5) ^^^ -^s 
auf A^A^y usw. 

Für eine EoUineation in eingeschriebener Dreiecks- 
lage kann man eine Folge entsprechender Punkte A^y A^y A^,., 
in nachstehender Weise geben und konstruieren: A^y A^, A^ 
seien beliebig, ferner A^ auf Jlj^A^, A^ auf A^A^, A^ auf A^A^. Es 
ist dann ^e+< ^i® Projektion von (AiA^^^, -^^^^^j^^) aus A^^^ auf 

Wenn zwei beliebige kollineare Bündel 0, 0' gegeben sind, so 368 
wollen wir die Ebenen ermitteln, von denen sie in kollinearen Feldern 
geschnitten werden, die sich in eingeschriebener Dreieckslage befinden 
Suchen wir, ob wir solche in einem gegebenen Büschel finden; wir 
können dann aus zwei beliebigen Punkten X, Y auf der Axe des- 
selben Dreiecke herzustellen suchen; wenn Xy y den Strahlen 
x^ OXy y ^ OY entsprechen, so bewegen sich X\ Y' auf diesen 
Geraden, eingeschnitten je von einer Ebene jenes Büschels, also läuft 
Z-(Xr, YX') auf der Schnittlinie der Ebenen Xy', Yxy OZ in 
einem Strahlenbüschel, der entsprechende in O tut es auch und trifffc 
einmal die XF; wenn Z' der Schnitt ist, so ist von den Dreiecken 
XYZy X'Y*Z'y die auf entsprechenden Dreikanten liegen, das zweite 
dem ersten eingeschrieben. Wir haben also in jedem Büschel eine 
der gesuchten Ebenen, und dieselben erzeugen einen Bündel. 

1) Von London mitgeteilt. 
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Den Scheitel dieses Bündels gewinnen wir schneller mit Hilfe 
des Kennzeichens^ daß Ä, Ä, Ä'' in gerader Linie liegen. Es sei 
a' der Verbindungsstrahl der beiden Scheitel 0, 0' und a, a" die ihm 
in Oy bzw. Cf entsprechenden Strahlen, so konstruiere man noch die 
Ebene ß', welche der Ebene ß von nach a" entspricht. Eine be- 
liebige Ebene treffe a, a, a" in A^ Ä, Ä' und den Strahl von ß', 
der dem Strahle OÄ' entspricht, in Ä'\ so bilden in der aus- 
geschnittenen ebenen Eollineation diese Punkte eine Folge entsprechen- 
der Punkte. Wird nun verlangt, daß Ä'* mit -4, AI in gerader Linie 
liegt, so kann er sich nur auf dem Strahle befinden, in dem die 
Ebene aa die ß' schneidet; also ist O'Ä" dieser feste Strahl und 
demnach sind auch der Strahl OÄ' und der Punkt Ä' fest. Dieser 
Punkt J." ist der gesuchte Scheitel. Wir haben also: 

Wenn zwei kollineare Bündel 0, 0' vorliegen, so bilden 
die Ebenen, welche von ihnen in kollinearen Feldern in 
eingeschriebener Dreieckslage geschnitten werden und zwar 
so, daß die eingeschriebenen Dreiecke vom Bündel 0' her- 
rühren, auch einen Bündel, dessen Scheitel sich folgender- 
maßen ergibt. Es seien a, a' die Strahlen von 0, 0', die dem 
Verbindungsstrahle 00' ^ a entsprechen, ß' die Ebene, welche der 
ß r= Oa" korrespondiert, c' ihr Schnittstrahl mit aa\ c der ihm in 
(0, ß) korrespondierende. Dann ist C ^ ca' der Scheitel. 

§ 57. Erzeugnisse kollinearer Gebilde. Kubische Raumknrve. 

369 Zwei koUineare Bündel 0, Ü führen zu zwei Erzeugnissen, die 

jedoch in Zusammenhang stehen. Jede zwei entsprechenden Ebenen 
schneiden sich, und wir erhalten oo' solche Schnittlinien, also eine 
Kongruenz als das eine Erzeugnis. 

Aber nicht jede zwei entsprechenden Strahlen haben einen Schnitt- 
punkt Der Verbindungsstrahl der beiden Scheitel sei e = /" und die 
ihm entsprechenden Strahlen e, /". Wenn x und x entsprechende 
Strahlen sind, welche sich schneiden, so sei die Ebene des gemein- 
samen Büschels (um 0'), welche beide enthält, r| = I' und r|', t seien 
wiederum die entsprechenden Ebenen; weil x in t liegt, so liegt x 
in tf und ebenso liegt x' in ri'; diese Ebenen t und ri' gehen durch 
fy bzw. e\ Folglich schneiden nur solche Strahlen x von ihre ent- 
sprechenden X in 0', in denen sich entsprechende Ebenen tj t der 
beiden projektiven Büschel f und f begegnen, und in dem entsprechenden 
Strahle x begegnen sich entsprechende Ebenen r|, r\ aus e und e. 
Jene Strahlen x erzeugen daher einen Kegel 2. Grades mit der Spitze 
in O^ff und diese x einen Kegel 2. Grades aus 0'=^ee. Beide 
Kegel gehen durch e = f\ und die kubische Raumkurve, welche sie 
außerdem gemeinsam haben, ist der Ort der Schnitte xx'*^ zu ihnen 
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gehören die Scheitel Oy Cf als ff, ee\ Die dem gemeinsamen Strahle 
entsprechenden Strahlen f und e' sind die Tangenten in und (X; 
denn auf jedem Strahle Xy x von oder (X, der sich mit seinem ent- 
sprechenden x\ X schneidet, ist der Schnitt xx der zweite Begegnungs- 
ponkt mit der Kurve aufier 0, bzw. (X; der Strahl ist Sehne oder 
Doppelsekante der Kurve. Bei /) e ist dieser zweite Begegnungspunkt 
fTy ee' in 0, ö gerückt. 

Unter den oo' Paaren entsprechender Strahlen der beiden 
kollinearen Bündel gibt es oo^, die einen Schnittpunkt haben. 
Der Ort dieser Schnittpunkte ist eine kubische Raum- 
kurve jß*, welche durch die Scheitel geht und in ihnen je 
von dem Strahle berührt wird, welcher der Verbindungs- 
linie der Scheitel als Strahle des andern Bündels korre- 
spondiert. Die Kurve ist, neben dieser Verbindungslinie, 
Schnittkurve der beiden Kegel 2. Grades, welche durch den 
gemeinsamen Ebenenbüschel der beiden Bündel und je einen 
der entsprechenden erzeugt werden^). 

Die Schnitte der Kurve mit einer beliebigen Ebene sind die drei 
Koinzidenzpunkte der kollinearen Felder, welche in ihr durch die 
Bündel entstehen. 

Die projektiven Büschel von und ö in zwei entsprechenden 
Ebenen E, i rufen auf der Schnittlinie zwei konjektive Punktreihen 
hervor; deren Koinzidenzen lehren, dafi auf ihr zweimal zwei ent- 
sprechende Strahlen sich schneiden. 

Die Schnittlinien entsprechender Ebenen der beiden 
kollinearen Bündel bilden die Kongruenz der (eigentlichen 
oder ideellen) Doppelsekanten der obigen kubischen Raum- 
kurve JB* Ihre Ordnung ist, wie wir wissen, 1, die Klasse 3. Die 
drei in einer Ebene befindlichen sind die Koinzidenzgeraden der vor- 
herigen ebenen Kollineation, die Verbindungslinien der Koiozidenz- 
punkte. Ein Punkt femer legt in dem einen Bündel einen Strahl 
und den zugehörigen Ebenenbüschel fest; unter den entsprechenden 
Ebenen gibt es im allgemeinen eine, die durch ihn geht. Nur die 
Schnittlinie dieser Ebene und der ihr entsprechenden im ersten Bündel 
geht durch ihn. Es sei denn, daß der Punkt auf i2^ liegt, und so 
den Axen zweier entsprechender Büschel gemeinsam ist; dann gehen 
cx)^ Schnittlinien durch ihn, welche den durch diese Büschel erzeugten 



1) Diese Erzeugung der kubischen Baumkurve durch kollineare Bündel 
wurde zuerst von Seydewitz gefunden: Archiv der Mathematik, Teil 10 (1847), 
8. 208 und dann nochmals von Chasles an den in Nr. 201 erwähnten Stellen. — 
Zur Geschichte der kubischen Raumkurve vgl. Beye, Der gegenwärtige Stand 
unserer Kenntnis der kubischen Baumkurve, Festschrift der Mathem. Gesellschaft 
in Hamburg, 1890. 
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Kegel 2. Ghrades bilden; wir haben in ihm den Kegel, welcher 
R^ aus dem Punkte auf ihr projiziert. 

Zwei entsprechende Büschel aus und (7 mit ¥Find- 
schiefen Axen erzeugen, eine Begelschar von Dopp else- 
kanten, auf deren Trägerfläche die Kurve R^ liegt, die Ge- 
raden dieser Schar zweimal, die der andern infolge dessen 
einmal treffend. 

Zwei entsprechende Ebenenbüschel von 0, 0' schneiden femer in 
eine beliebige Gerade g konjektiye Punktreihen; es enthalt also jeder 
Ebenenbüsche] von oder 0' zwei Ebenen, welche je mit der ent- 
sprechenden sich in einer die g treffenden Gerade schneiden. Oder: 

In jedem der beiden Bündel umhüllen die Ebenen, 
welche je mit der entsprechenden in einer Gerade sich 
schneiden, die einer gegebenen Gerade g begegnet, einen 
Kegel 2. Grades. 

Wenn g aber die R^ in X trifft, so löst sich von diesem Kegel 
der Ebenenbüschel um OX oder O'X; es bleiben in den Bündeln 
zwei entsprechende Ebenenbüschel, und alle Doppelsekanten der von 
ihnen erzeugten Regelschar treffen g] sie gehört zur Leitschar. 

Wenn in den Punkten Äy B von g sich die entsprechenden 
Ebenen a und a', ß und ß' von 0, 0' schneiden, so liefern die ent- 
sprechenden Büschel um aß, a'ß' diese Regelschar; denn die nach 
OXj O'X gehenden entsprechenden Ebenen derselben schneiden sich 
in einer durch X gehenden Gerade. So treffen drei Geraden der 
Regelschar die g, also alle. 

Also bilden die einer einfachen Sekante g begegnenden 
Doppelsekanten der R^ eine Regelschar. 

Die von ausgehenden Doppelsekanten bilden den oben be- 
sprochenen, durch die Büschel f und /" erzeugten Kegel (0); die 
Ebenen, welche sie aus 0> projizieren, gehen alle durch ÖO^^^f^ 
also die entsprechendeu, welche sie aus projizieren, durch die Tan- 
gente fj und diejenigen, welche die von Ö ausgehenden Doppelsekanten 
aus O projizieren, durch die Tangente e\ sind also in jedem Falle 
bestimmte Ebenen, obwohl sie sich zunächst durch eine Gerade und 
einen auf ihr gelegenen Punkt ergeben. 

Li der Doppelsekante OO schneiden sich die entsprechenden 
Ebenen fe^ ef oder fCf^ e 0. 
370 Nachdem wir den Kegel zweiten Grades (X) erhalten haben, 

welcher jß* aus irgend einem Punkte X auf ihr projiziert, erkennen 
wir, daß die Kantenreihen auf zwei solchen Kegeln (X), ( Y) projektiv 
sind mit solchen Kanten als entsprechenden, die nach demselben 
Kurvenpunkte gehen; denn sie werden durch denselben Ebenenbüschel 
aus der gemeinsamen Kante projiziert. Für (0) und (JX) lehrt es 
unmittelbar die erzeugende KoUineation. 
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Sind nun x, y irgend zwei Kanten von (X), {Y), also Doppel- 
sekanten von B^, so sind die Büschel; welche aus ihnen die beiden 
projektiyen Eantenreihen projizieren, projektiy; es entsprechen sich 
JSbenen, welche nach zwei sich schneidenden Kanten, also nach dem- 
selben Punkte von jß' gehen. 

So ist zunächst erkannt, daß die krumme Punktreihe auf R^ 
aas zwei eigentlichen Doppelsekanten durch projektive Ebenenbüschel 
projiziert wird. 

Femer, aus einer Regelschar yon Doppelsekanten, welche, wie 
oben gefunden, durch zwei entsprechende Ebenenbüschel aus den 
kollinearen Bündehi 0, 0' erzeugt wird, seien zwei Geraden genommen; 
von ihnen gehen nach den Geraden der Leitschar, einfachen Sekanten 
der Kurve, projektive Ebenenbüschel oder nach den Punkten der 
Kurve, durch welche diese Geraden gehen; gleichgültig ob jene beiden 
Doppelsekanten eigentliche oder ideelle sind. 

Ist nun von den Schnittlinien aa', ßß' entsprechender Ebenen die 
erstere eine eigentliche, die andere eine ideelle Doppelsekante, so ge- 
hören diese beiden Geraden der Regelschar an, welche durch die ent* 
sprechenden Ebenenbüschel aß, a'ß' erzeugt wird, und senden nach 
den Punkten von R^ projektive Ebenenbüschel. 

Damit ist erkannt, daB der Satz, daß von den Doppelsekanten 
projektive Ebenenbüschel nach den Punkten der Punktreihe 
auf 12' gehen, für alle Doppelsekanten gilt, eigentliche und 
ideelle. 

Nehmen wir drei Doppelsekanten, so erhellt, daß die durch 
zwei kollineare Bündel erzeugte Raumkurve auch auf di& 
frühere Weise: durch drei projektive Ebenenbüschel (§ 32) 
erzeugt werden kann. 

Bei dieser früheren Erzeugungs weise wurde auch gefunden, daß 
aus jedem Punkte der Kurve ein projizierender Kegel 2. Grades 
kommt und daß die Kantenreihen zweier solchen Kegel projektiv sind^ 
wobei nach demselben Punkte der Kurve gehende Kanten einander 
entsprechen« In Nr. 268 wurde dargetan, daß zwei Kegelschnitte, 
welche projektive Punktreihen tragen, so zu entsprechenden Kurven 
in kollinearen Feldern gemacht werden können, daß in dieser KoUi- 
neation dieselben Punkte entsprechend sind wie in der Projektivität. 
Übertragen wir das auf Bündel, so lassen sich die Bündel um die 
Scheitel jener Kegel so kollinear machen, daß die je nach demselben 
Kurvenpunkte gehenden Kegelkanten entsprechend sind, daß also die 
Kurve das Erzeugnis dieser kollinearen Bündel ist. Folglich kann 
eine in der früheren Weise erzeugte Kurve auch auf die 
jetzige Weise hergestellt werden; die beiden Erzeugnisse sind 
identisch. 
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Es hat sich nun auch ergeben^ daß aus allen Punkten der 
kubischen Baumkurye kollineare Bündel kommen, in denen 
die je denselben Punkt der Eurye projizierenden Strahlen 
und daher auch die je dieselbe Doppelsekante projizieren- 
den Ebenen entsprechend sind. 

Beweisen wir dies direkter auf Grund der jetzigen Erzeugung 
durch die koUinearen Bündel Oy 0\ X, Y seien beliebige Punkte der 
Kurve; daß die Ebenen ihrer Bündel durch die Doppelsekanten ein- 
deutig einander zugeordnet werden, ist ersichtlich, weil jede !Bbene 
von X oder Y nur zwei fernere Schnitte hat. Die Linearitöt dieser 
Zuordnung ist noch darzutun. Wenn g Axe eines Büschels aus X 
ist, also einfache Sekante der jß' in X, so gibt es, wie wir oben 
fanden, in den Bündeln 0, 0' zwei entsprechende Büschel von der 
Art, daß sie eine Regelschar von Doppelsekanten erzeugen, in deren 
Leitschar sich g befindet; R^ liegt auf der Trägerfläche und durch Y 
geht eine zweite Gerade h der Leitschar; die Doppelsekanten, welche g 
trefiTen, treffen also auch h, und die Ebenen von X und Y nach ihnen 
bilden die Büschel um g und A. 

In den oo^ kollinearen Bündeln aus den verschiedenen 
Punkten von Jß' bilden die denselben Punkt dieser Kurve proji- 
zierenden entsprechenden Strahlen einen Eegel 2. Grades, andere 
entsprechenden Geraden eine Regelschar (von einfachen 
Sekanten). Wenn Xq eine von ihnen ist im Bündel X^ und r)o7 ^ 
zwei Ebenen durch sie, so sind die korrespondierenden x die Schnitt- 
linien der entsprechenden Ebenen ri, 2! in den andern Bündeln; diese 
gehen durch dieselben zwei festen Doppelsekanten, und da die Ebenen 
T], l je nach demselben Punkte von R^ gehen, so sind diese Büschel 
projektiv und erzeugen durch die Schnittlinien x ^ r\l eine Regelschar. 

Wir haben kollineare Bündel in allgemeiner Lage angenommen; 
koUineare Bündel in perspektiver Lage erzeugen ersichtlich keine 
kubische Raumkurve. Punkt-Erzeugnis ist das Punktfeld in der Per- 
spektivitatsebene und der gemeinsame sich selbst entsprechende Strahl. 
Schnittlinien entsprechender Ebenen sind die Geraden jener Ebene, 
aber auch jede Gerade, welche diesen Strahl trifft. 

Sind, wie in Nr. 260, a^, a^, . , , a^ Doppelsekanten einer kubi- 
schen Raumkurve, so sind in allen Bündeln aus den verschiedenen 
Punkten X der Kurve die Ebenen X(a^,...a5) entsprechend, sowie 
der von ihnen berührte Eegel 2. Grades, und die Tangentialebenen- 
Büschel um sie sind so projektiv, daß in ihnen jene Ebenen auch 
homolog sind. 

Die oo^ Bündelkollineationen schneiden in eine feste 
Ebene ebensoviele ebene EoUineationen mit gemeinsamem 
Eoinzidenzdreiecke ein, und zwar alle, denen dies Eoinzi- 
denzdreieck zukommt; denn ist eine von ihnen durch die ent- 
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sprechenden Geraden x, x' endgültig bestimmt, so sei s die Doppel- 
sekante aus dem Punkte xx''^ die Ebenen xs, x's bestimmen durch 
ihre dritten Schnitte die Scheitel Oj 0\ von denen diese Eollineation 
herrührt. 

Die cx>^ projektiven Ebenenbüschel um die Doppeliekanten einer 371 
knhischen Raumkurve, in denen entsprechende Ebenen je nach dem- 
selhen Punkte der Kurve gehen, bezeichnet Reye^) als lineare Kon- 
gruenz von projektiven Ebenenbüscheln und die (x} koUinearen 
Bündel um die Punkte der Kurve, in welchen entsprechende Ebenen 
je nach derselben Doppelsekante der Kurve gehen, als Reihe kolli- 
nearer Bündel. Ich ziehe, aus später zu erörternden Gfründen, fELr 
das erstere Gebilde den Namen Netz vor. 

Diese doppelt und einfach unendlichen Systeme stehen 
also in der Beziehung zueinander, daß entsprechende Ebenen 
der Büschel des Netzes einen Bündel der Reihe und ent- 
sprechende Ebenen dieser Bündel einen von jenen Büscheln 
bilden. Reye drückt diese Beziehung, ebenso wie bei den zwei 
Schaaren projektiver Ebenenbüschel um die Geraden verbundener 
Regelscharen (Nr. 95), dadurch aus, daß er von dem Netze und 
der Reihe sagt: sie stützen sich. 

Die früheren, eben erwähnten einfach unendlichen Systeme, die 
sich auch stützen, sind in imsem jetzigen enthalten. Entsprechende 
EbenenbüBchel, aus den Bündeln genommen, bilden mit ihren Axen, 
entsprechenden Geraden, eine Regelschar von einfachen Sekanten der 
kubischen Raumkurve, und ihre entsprechenden Ebenen gehen nach 
Doppelsekanten der Kurve, welche jene Geraden treffen, also die ver- 
bundene Regelschaar bilden. Die Schar projektiver Ebenenbüschel 
um diese, welche sich auf die Schar jener projektiven Büschel stützt, 
ist im Netze enthalten. 

Wir kommen darauf ausführlich zurück. 

In Nr. 206 haben wir, aus der Erzeugung der kubischen Raum- 372 
kurve durch drei projektive Ebenenbüschel, Schlüsse gezogen auf ihre 
Bestimmung durch Punkte und Doppelsekanten. Wir erkennen aber- 
mals die eindeutige Bestimmung der Kurve 1) durch sechs 
Punkte, 2)durch fünf Punkte und eine Doppelsekante, 8)durch 
drei Punkte und drei Doppelsekanten und neu 4) die durch 
zwei Punkte und vier Doppelsekanten. Denn wenn zwei der 
gegebenen Punkte zu den Scheiteln der erzeugenden Bündel genommen 
werden, so ist die Kollineation zwischen ihnen bestimmt durch > Paare 
entsprechender Strahlen und 4 — t Paare entsprechender Ebenen, wo 
i "- 4, 3, 1, ist; und dadurch ist sie eindeutig bestimmt (Nr. 264, 
266). Diese Eindeutigkeit wird, wenn mehr als zwei Punkte gegeben 



1) Jotimal f. Mathem., Bd. 104, S. 814. 

Sturm, 0«ometr. VerwaadtoohaflMi. IL 12 
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sind, dadurch, daß man beliebige zwei von ihnen als Scheitel nehmen 
kann, nicht in Frage gestellt; weil die bei irgend zwei sich ergebende 
kubische Raumkurve und die Kongruenz ihrer Doppelsekanten ja aus 
jeden zwei ihrer Punkte, also aus beliebigen zwei andern von den 
gegebenen Punkten durch kollineare Bündel projiziert wird und also 
auch bei diesen als Scheiteln sich als Erzeugnis ergibt. 

Im Falle i » 2, der zu vier Punkten und zwei Doppelsekanten 
gehört, ist keine Eollineation möglich (Nr. 266). 

Zwischen zwei gegebenen Bündeln sind oo® Eollineationen möglich ; 
denn yier festen Elementen: i Strahlen und 4 — t Ebenen (i = 4, 3, 1, 0) 
des einen kann man auf cx>^ Weisen entsprechende Elemente im andern 
zuordnen. 

Nun gibt es cx)*** Paare von Bündeln, zwischen je zweien oo® 
Eollineationen; andererseits kann jede kubische Baumkurre aus be- 
beliebigen zwei ihrer Punkte, also auf oo^ Weisen durch kollineare 
Bündel erzeugt werden; so ergibt sich die schon (Nr. 202) aus der 
früheren Erzeugung abgeleitete Mannigfaltigkeit 

2.3 + 8-2- 12 

der kubischen Raumkurve von neuem. 

Aus dieser Mannigfaltigkeit 12 und dem Umstand, daß sechs 
Punkte zu einer endlichen Anzahl von kubischen Raumkurven führen, 
folgt, daß es für eine Eurve im Räume eine doppelte Bedingung 
ist, durch einen gegebenen Punkt zu gehen. Daher ist die 
Bedingung, daß sieben Punkte einer kubischen Raumkurve 
angehören, eine doppelte: für zwei der sieben Punkte müssen 
die sechs Verbindungslinien mit den übrigen dem Pascalschen Satze 
im Bündel genügen^). 

Durch i ^b Punkte und 5 — i Doppelsekanten ist also ein doppelt 
unendliches System von kubischen Raumkurven festgelegt. Insbesondere 
erwähnenswert (Nr. 324) ist der Bündel kubischer Raumkurven 
durch fünf Punkte. Durch jeden Punkt des Raums geht eine, jede 
Gerade ist Doppelsekante für eine von seinen Eurven. In Nr. 241 
fanden wir zwei solche Bündel in eindeutiger Beziehung ihrer Eurven. 
373 Die oo^ kollinearen Bündel um die Punkte von i2' mögen etwas 

weiter untersucht werden. Oq sei festgehalten, ttq eine Ebene in ihm, 
die entsprechenden Ebenen in den andern Bündeln gehen durch die 
Dopp elsekante, welche in jener enthalten ist, also eine von ihnen 
durch einen gegebenen Punkt P. Von den Strahlen in Oq, welche 



1) Chasles, Aper9u hiBtorique (Deutsche Übersetzung von Sohncke, 
Gescliichte der Geometrie, 1839, S. 442, Nr. 4). — In Schröters Oberflächen 
2. Ordnung und Raumkurven 3. Ordnung, S. 240 wird eine dieser Bedingungen 
als hinreichend bezeichnet ; sie bewirkt nur, dafi einer der sieben Punkte Spitze 
eines Kegels 2. Grades ist und die sechs übrigen auf diesem liegen. 
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den Strahlen aus den yerschiedenen Bündeln nacli P kor- 
respondieren^ fallt einer in die Ebene Hq, daher bilden sie einen 
Strahlenbüschel; seine Ebene ttp geht durch die von P kommiende 
Doppelsekante. 

Dem Strahle Iq yon Oq korrespondieren in den die Geraden 
einer Regelschar (einfacher Sekanten) (Nr. 370), von ihnen treffen 
also zwei eine gegebene Gerade g] von den Ebenen des 0^, die 
den nach g gehenden Ebenen der yerschiedenen Bündel 
korrespondieren, gehen daher zwei durch Iq] also umhüllen sie 
einen Kegel 2. Grades K^^, 

Wenn nun in den Bündel Oq ein fester Eegel jt^* gelegt 
"vrird, so folgt daraus, daß er mit tt/> zwei Kanten und mit K^ vier 
Berührungsebenen gemein hat, daß von dem Systeme der ihm in 
den Bündeln entsprechenden Eegel, zu dem er selbst gehört, 
zwei durch einen gegebenen Punkt gehen und vier eine ge-* 
gebene Gerade berühren; dies gilt also auch für die in eine feste 
fibene E eingeschnittenen Kegelschnitte. Die drei Schnitte von E 
mit R^ liefern Geradenpaare, die aber in den Formeln: 2v = p + r|, 
2 p »» V + b (Nr. 186) doppelt zu rechnen sind. 

Jetzt sei in diese feste Ebene E ein Kegelschnitt S^ ge- 
legt: wir untersuchen das System der Kegel im Bündel Oq, 
welche den den &^ projizierenden Kegeln der verschiedenen 
Bündel entsprechen. 

Von der Regelschar der Geraden, die dem Strahle Iq entsprechen, 
treffen vier den 6'; also gehen vier von den fraglichen Kegeln 
durch Iq] von den Ebenen, die der tTq korrespondieren, berühren zwei 
den &^, mithin berühren zwei von den Kegeln die tt^. 

Weim vorhin Äq* der die Kurve JB* projizierende Kegel ist, so gilt 
dies auch für die entsprechenden Kegel, und die von allen diesen 
Kegeln in eine feste Ebene eingeschnittenen Kegelschnitte haben also 
die Charakteristiken v = 2, p =- 4. Die Schnittkurve 4. Ordnung 
3. Klasse (Nr. 203, 205) der abwickelbaren Fläche der Tangenten der 
R^ ist Enveloppe dieser Kurven. Hier ergeben sich v und p einfacher 
daraus, daß aus einem Punkte von E eine Doppelsekante kommt und 
eine Gerade von E vier Tangenten der R* trifft. 

Im zweiten FaUe sei &' die absolute Kurve, also handelt es sich 
um das System der Kegel im Bündel Oq, welche den isotropen Kegeln 
der verschiedenen Bündel entsprechen. Der isotrope Kegel OqS* 
gehört zu ihm; und für jede von seinen Berührungsebenen ist er der 
eine berührte Kegel; sie gehört daher stets zu einem Quadrupel ge- 
meinsamer Berührungsebenen dieses Kegels mit einem der andern; so 
daß um 0^6^ eine Involution 4. Grades entsteht. Die sechs Schnitir 
kanten, unter ihnen zwei reelle, sind je die Fokalazen, in Oq, der 
Kollineation zwischen Oq und einem andern Bündel 0. Sie 

12» 
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erzeugen den reellen Direktionskegel 3. Ordnung dieser (reell-ima- 
ginaren) Involution 4. Grades^ einer involutorischen Korrespondenz 
[3J (Nr. 194). 

Durch jede Kante Je von O^S' gehen noch drei andere Kegel des 
Systems ; also gehört sie zu drei Schnittkanten - Quadrupeln und ihr 
sind 3-3 andere Schnittkanten involutorisch zugeordnet. Der Direk- 
tionskegel 9. Klasse dieser involutorischen Korrespondenz [9], eben- 
fiüls reell, wird von den zyklischen Ebenen^ in 0^, der Kolli- 
neationen zwischen Oq und den andern Bündeln eingehüllt, 
jedesmal sechs , darunter zwei reellen. Jedem Sextupel von Fokal- 
axen, Kanten des vorigen Kegels 3. Ordnung^ ist ein Sextupel von 
zyklischen Ebenen, Tangentialebenen des jetzigen Kegels , zugeordnet, 
beide von demselben Punkte herrührend. Es muß eine endliche 
Anzahl von Malen geschehen , dafi Inzidenzen zwischen zusammen- 
gehörigen Fokalaxen und zyklischen Ebenen stattfinden. Wenn reelle 
Elemente inzidieren, also d und b, so tritt die in Nr. 347 besprochene 
Spezialität: dd^ = d'd^ der KolUneation ein. 

Da nun noch 0^ auf jß' verändert werden kann, so folgt, daß, 
abgesehen von der Realität, die noch genauer untersucht werden muß, 
jede kubische Raumkurve auf oo^ Weisen durch kollineare 
Bündel von dieser Spezialität erzeugt werden kann. 
374 Etwas einfacher und anders liegen die Verhältnisse bei einer 

speziellen Kurve, welche von Helmholtz gefunden wurde und 
Horopterkurve genannt wird*). 

Wir können sie durch zwei kongruente Bündel erzeugen^). 

Die Koinzideuzelemente ineinanderliegender kongruenter Bündel 
lehren, daß von den unendlich fernen Punkten dieser kubischen Raum- 
kurve zwei imaginäre F, W auf der absoluten Kurve & liegen, der 
dritte reelle im Pole U von VW in bezug auf diese Kurve; woraus 
folgt, daß die Kurve aus U durch einen Rotationszylinder proji- 
ziert wird. 

Sie entsteht auf oo* Weisen durch kongruente Bündel, 
und die Scheitel sind involutorisch auf ihr gepaari Solche 
Bündel müssen in der unendlich fernen Ebene koUineare Felder her- 
vorrufen, in denen (£* sich selbst entspricht, oder allgemeiner ein Kegel- 
schnitt K, welcher in F, TT die U{V, W) und damit den S' berührt, 
also die unendlich ferne Kurve irgend eines (reellen) Rotationskegels, 
dessen Axe nach U geht. Diese ebene KoUineation hat UVW zum 

1) Helmholtz, Handbuch der physiologischen Optik, 8. Aufl., § 87 imd 81; 
F. Schur, Sitzungsber. der Dorpater Naturforscher -Gesellschaft, 2. Nov. 1889; 
Zeitschiift fOr Math. u. Phys., Bd. 47, S. 876; W Ludwig, Die Horopterkurve, 
Mathem. Mitteilungen aus dem Verlage math. Modelle von Martin Schilling. 
Neue Folge, Nr. 3. 

2) Beje, Gteometrie der Lage, 8. Aufl., Abt. U, S. 176. 
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Eoinzidenzdreiecke; ordnen wir noch zwei Tangenten von K einander 
zn, so ist eine derartige EoUineation festgelegt; da jeder Tangente 
von K eine andere entspricht, so können wir eine t fest annehmen. 
Die Ebene von nach ihr . enthalte die Doppelsekante 8, die zweite 
Tangente t' aus st an K fQhrt zu der Ebene st' und dem dritten 
Schnitte 0\ Die beiden erzeugenden Bündel um und 0' sind 
kongmeni 

Zwei Punkte und 0' sind zugeordnet, wenn einmal und dann 
oo^-mal nach zwei Tangenten von K homologe Ebenen gehen; damit 
sind sie als inyolutorisch zugeordnet erkannt, und die Verbindungs- 
linien 00' bilden eine Regelschar. 

Da jeder Kegelschnitt aus der Büschel -Schar genommen werden 
kann, so können wir einen festen Punkt P in der unendlich fernen 
Ebene und die Involution der Tangentenpaare aus ihm an diese Kegel- 
schnitte benutzen; aus der von dem Punkte ausgehenden Doppelsekante 
der JB* auf diese projiziert, gibt sie die Involution der Punkte 0, 0'. 

Die beiden Tangenten vereinigen sich beim Geradenpaare J7( F, W) 
der Büschel- Schar und bei dem durch P gehenden Kegelschnitte. 
Ersteres liefert U als den einen Doppelpunkt der Involution; sein 
Bündel kann ja nur mit sich selbst kongruent sein. Der andere Z 
hat die bemerkenswerte Eigenschaft, daß durch ihn alle Ebenen laufen, 
die bei jedem Punkte der unendlich fernen Ebene durch die Doppel- 
sekante, die von ihm ausgeht, und die Tangente des durchgehenden 
Kegelschnitts der Büschel -Schar bestimmt werden. Wir erwähnen 
noch ohne Beweis: 

Z ist derjenige Punkt der Raumkurve, welcher sich auf der der 
Asymptote diametral gegenüberliegenden Kante des Rotationszylinders 
befindet; das Lot aus diesem Punkte auf die Asymptote ist Leitgerade 
f&r alle die Doppelsekanten 00', und in bezug auf dasselbe ist die 
Kurve in sich symmetrisch. 

Für diese Horopterkurve ist die nach VW gehende Ebene, in 
allen Bündeln entsprechend, immer zyklische Ebene & und der darauf 
senkrechte Strahl nach Uj ebenfalls in allen entsprechend, die eine 
Fokalaxe d. 

In jedem der Bündel berühren der eigene isotrope Kegel und 
der dem isotropen Kegel des andern 0' entsprechende einander längs 
OVy OW mit den Berührungsebenen 01J{V, W), da der andere iso- 
trope Kegel sich ebenso zu O'U, . . . verhält und diese Elemente jenen 
in der KoUineation entsprechend sind. In OU haben sich daher 
die beiden reellen Fokalaxen d, dj vereinigt, in OVW die 
beiden reellen zyklischen Ebenen b, b^; die Winkel dd^ und h\ 
sind dadurch gleich geworden, dafi sie nuU sind (Schlußbemerkung 
von Nr. 347). Inzidenz zwischen d und b findet nicht statt. 
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Jede zwei dieser Bündel haben cx>^ Paare entsprechender drei- 
rechtwinkliger Dreikante mit OU, OVW-, O'U, O'VW als festen 
Gegenelementen (Nr. 351). 
375 Nehmen wir nun an, daß die beiden kollinearen Bündel 

0, 0' eine (dem Büschel 00' angehörige) sich selbst entspre- 
chende Ebene a = a' haben; die entsprechenden Büschel (0, a), 
{0\ a) erzeugen dann einen in dieser Ebene gelegenen Kegel- 
schnitt R^j der ein Teil des yollen Erzeugnisses jß* ist. In 
a = a' liegen auch f und e' und sind die Tangenten von R* in 0, 0'. 
Die beiden Büschel um f und f (Nr. 369) werden perspektiv, und der 
Eegel (0), der die Strahlen von enthält, welche die entsprechenden 
schneiden, zerfällt in zwei Strahlenbüschel (0, a), (0, ß), wo ß die 
Ebene der Perspektivitat ist^ und ebenso der andere (O'), der diese 
entsprechenden Strahlen enthält, in (0\ a) und (0', ß'), wo die 
Strahlen von (0, ß) denen von (0', ß') entsprechen und sie je 
schneiden. Folglich ist die Schnittgerade ßß'; der Ort dieser 
Schnittpunkte, der andere Bestandteil von i2';' gemeinsam ist 
ihnen der Punkt (aß, a'ß'). Jede Schnittlinie EE' triflft beide Teile, 
den Kegelschnitt im Punkte (aE, a'E'), die Gerade in (ßE, ß'H'); die 
Schnittlinie aa' wird unbestimmt, jede Gerade in der Ebene a = a' 
ist Doppelsekante von R^. 

Von der Kongruenz 1. Ordnung 3. Klasse der Doppel- 
sekanten sondert sich also das Strahlenfeld in a = a' ab; es 
bleibt die Kongruenz der Doppelsekanten zwischen Kegel- 
schnitt und Gerade: 1. Ordnung 2. Klasse. 

Wenn im gemeinsamen Büschel 00' zwei sich selbst 
entsprechende Ebenen a ^ a', 01=0^' vorhanden sind, so ent- 
spricht 00' sich selbst; und umgekehrt, wenn das der Fall ist, ent- 
hält der konjektive Büschel 00' zwei sich selbst entsprechende Ebenen. 
Die Büschel um und 0' in jeder der beiden Ebenen sind perspektiv, 
JB* in a = a' zerfällt in 00' und die Perspektivitätsaxe u, und 
ebenso der in 0^ = 04' in 00' und t^. Das Erzeugnis besteht 
also aus den beiden windschiefen Geraden u und m^ und 
der sie treffenden Gerade 00', Weil auf u sich entsprechende 
Strahlen von (0, a) und (0', a'), auf m^ solche von (0, a^) und (0', a^') 
schneiden, so begegnet jede Schnittlinie ü' den beiden Geraden u, u^ 
in den Punkten (aH, a'E'), (04H, a/H'). Die ganze Doppelsekanten- 
Kongruenz besteht aus den beiden Feldern in a ^ a', o^^a/, 
welche die Doppelsekanten zwischen u und 00', w^ und 00' ent- 
halten, und dem Strahlennetze [u, t«^], 1. Ordnung, 1. Klasse, dem 
eigentlichen Orte der Schnittlinien HE'. 

Umgekehrt, die Strahlen eines Netzes [u, U|] werden aus 
zwei Punkten 0, 0', die auf dem nämlichen Strahle des 
Netzes liegen, durch kollineare Bündel in dieser Spezialität 
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projiziert. Demi eine Ebene durch oder 0' enthält einen Strahl 
des Netzes^ und dieser bestimmt eindeutig die entsprechende Ebene 
im andern Bündel. Beschreibt £ in einen Büschel um l, so durch- 
läuft der Netzstrahl die Regelschar [tit«ir]; zu welcher 00' gehört*, 
folglich geht durch 0' eine Gerade V der Leitschar; die Ebenen, welche 
aus O' die Geraden der Regelschar projizieren und jenen Ebenen durch 
l entsprechen, gehen durch V und erzeugen einen Büschel. Es liegt 
denanach Kollineation vor. Die Ebene yon nach u oder u^ enthält 
oo* Strahlen des Netzes, darunter 00\ also den Punkt 0', und durch 
sie werden alle diese Strahlen aus 0' projiziert. Folglich entspricht 
jede dieser beiden Ebenen sich selbst. 

Die Hauptergebnisse der dualen Betrachtung sind: 376 

Wenn zwei kollineare Felder in Q, Q' vorliegen, so gibt es oo* 
Verbindungslinien entsprechender Punkte und oo^ Paare von sich 
schneidenden entsprechenden Geraden und zugehörige Verbindungs- 
ebenen E. Diese letzteren, zu denen auch die Trägerebenen gehören, 
sind die Schmiegungsebenen einer kubischen Raumkurve, und jene 
Verbindungslinien sind die Schmiegungsaxen derselben (Schnittlinien 
von Schmiegungsebenen). Ist e^f die gemeinsame Gerade QQ', so 
sind fy e'j die ihnen entsprechenden Geraden, die in Q, Q' gelegenen 
(Tangenten der Kurve. Die projektiven Punktreihen auf f und /^, e 
und e' führen zu zwei in diesen Ebenen gelegenen Kegelschnitten, 
denen e^f gemeinsame Tangente ist. Die Ebenen E sind die ge- 
meinsamen Berührungsebenen dieser beiden Kurven. 

In jeden zwei der Schmiegungsebenen E entstehen kollineare 
Felder, in denen die Schnittpunkte mit einer Schmiegungsaxe und die 
Schnittlinien mit einer Schmiegungsebene homolog sind üsw. 

Wir kommen (Nr. 371) hier zu einem Netze (einer linearen Kon- 
gruenz) projektiver Punktreihen auf den Schmiegungsaxen, in denen 
entsprechende Punkte je durch die nämliche Schmiegungsebene ein- 
geschnitten werden, und zu einer Reihe koUinearer Felder in den 
Schmiegungsebenen, in denen entsprechende Punkte je die Spuren der 
nämlichen Schmiegungsaxe sind. 

Entsprechende Punkte der oo' Punktreihen bilden eins der Felder 
und entsprechende Punkte der cx>^ Punktfelder eine der Punktreihen. 
Das Netz und die Reihe stützen sich. 



§ 58. Fortsetzung. Die Fläche 3. Ordnung. 

Drei kollineare Bündel 0, 0', 0" erzeugen durch die Schnitt- 377 
punkte entsprechender Ebenen eine Fläche. Durch einen Punkt X 
einer Gerade l geht die Axe eines Ebenenbüschels aus 0, von den 
Geraden der Regelschar, welche durch die beiden entsprechenden 
Büschel in (X, 0" entsteht, treffen zwei die { in den Punkten X^. 
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Durch jedeD Punkt X^ yon l geht eine Schnittlinie entsprechender 
Ebenen aus (X, (/', die Doppelsekante der durch diese Bündel erzeugten 
kubischen Raumkurve; die diesen Ebenen in entsprechende Ebene 
trifiPt; Z in X Die Korrespondenz zwischen X und X^ ist daher eine 
[1^ 2]; die drei Koinzidenzen beweisen , daB dreimal entsprechende 
Ebenen yon 0, Qfj ff' sich auf l schneiden. 

Die Schnittpunkte entsprechender Ebenen dreier kolli- 
nearer Bündel erzeugen eine kubische Fläche (Graßmanns 
Erzeugung) ^). 

In schneiden sich zwei entsprechende Ebenen aus 0\ Cf\ Die 
drei Scheitel der erzeugenden Bündel liegen also auf der 
Fläche. 

Ungeeignet zur Erzeugung der kubischen Fläche sind drei kolli- 
neare Bündel; wie sie bei der kubischen Raumkurve sich ergeben 
haben. Da gehen durch jeden Punkt des Raumes drei entsprechende 
Ebenen. 

Je drei entsprechende Ebenenbüschel der Bündel er- 
zeugen eine auf der kubischen Fläche yerlaufende kubische 
Raumkurye r*. Wir erhalten deren oo*, und durch zwei Punkte 
der Fläche, etwa die Schnittpunkte EE'E", iiii'ii"; geht eine solche 
Kurve, erzeugt durch die Büschel mit den Axen Et|, E'ii', l"r\\ 

Zwei yon diesen Kurven haben einen Punkt gemeinsam, 
nämlich den Schnittpunkt der Ebenen Xffy xy\ x'y'\ wenn sie durch 
die Büschel rr, x'y x'y bzw. y, y\ y" erzeugt werden. 

Wir finden also bei den Kurven dieses Netzes die Fundamental- 
eigenschaffcen der Geraden der Ebene wieder; wir wollen deshalb 
auch den Inbegriff der r', welche durch den Punkt EE'E" der Fläche 
gehen, also von den entsprechenden Strahlen der Bündel in den 
Ebenen £, E', l!' herrühren, einen Büschel nennen. 

Weil eine von diesen kubischen Raumkurven r* einer Ebene drei- 
mal begegnet, so gehen durch einen Strahl eines der Bündel drei 
Ebenen, welche mit ihren entsprechenden auf jener Ebene sich schneiden. 

In jedem der drei Bündel umhüllen die Ebenen, welche 
mit ihren entsprechenden in den andern die Punkte eines 
ebenen Schnittes der Fläche erzeugen, einen Kegel S.Klasse. 

Sehen wir drei ineinander liegende kollineare Felder als Schnitte 
von drei koUinearen Bündeln an, so ergibt sich: 

Bei drei ineinander liegenden kollinearen Feldern um- 



1) Graßmann, Journal f. Math., Bd. 49, S 47; Gesammelte Werke, Bd. II, 
1. Teü, S. 180; Schröter, Joum. f Math., Bd. 62, S. 265; Sturm, Fl&chen 
8. Ordnung, S. 20; Gremona, Joum. f. Math., Bd. 68, S. 1, Nr. 118 und 160 oder 
GrundzOge einer allgemeinen Theorie der Oberflächen, Nr. 230, 272; Reye, 
Geometrie der Lage, seit der 1. Auflage, jetzt 8. Auflage, Bd. in, 7. Vortrag. 
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hüllen die Geraden eines jeden^ die mit ihren entsprechen- 
den in einen Punkt zusammenlaufen, eine Kurve 3. Klasse, 
und die Kurve der Konkurrenzpunkte ist 3. Ordnung. Jede 
Ton jenen drei Kurven 3. Klasse berührt die Seiten der beiden Koin- 
zidenzdreiecke, an denen ihr Feld beteiligt ist; die Kurve 3. Ordnung 
geht durch die Ecken von allen drei Koinzidenzdreiecken. 

Und dual: 

Die Punkte eines jeden der drei Felder, welche mit 
ihren entsprechenden in einer Gerade liegen, ist 3. Ordnung, 
und diese geraden Linien umhüllen eine Kurve 3. Klasse. Usw. 

Konstruieren wir, zu den Bündebi zurückkehrend, in einem von 
ihnen, etwa 0, die beiden Kegel 3. Klasse, die zu den Ebenen €, e^ 
gehören, so laufen von den 9 gemeinsamen Berührungsebenen drei 
je mit den entsprechenden in die Schnittpunkte der Gerade ce^ mit 
der Flache zusammen, die sechs andern aber haben je mit den ent- 
sprechenden einen Punkt in e und einen von ihm verschiedenen in e^ 
gemein, also die Verbindungslinie beider. Demnach laufen sechs- 
mal drei entsprechende Ebenen, statt in einen Funkt, in 
eine Gerade zusammen. 

Diese sechs Geraden, welche ganz der erzeugten Fläche 
angehören, sind windschief zueinander. Wenn nämlich zwei 
von ihnen, in denen c^, c^', 04", bzw. a^y a^\ a^" zusammenlaufen, 
sich schnitten, so würde dieser Schnittpunkt den drei entsprechenden 
Strahlen aj^o^, (^'cL^y ^''^" gemeinsam sein. Ein solcher Schnitt- 
punkt entsprechender Strahlen ist aber im allgemeinen nicht vor- 
handen; denn in den Bündeln 0, (/ haben wir 00^ Paare sich schnei- 
dender entsprechenden Strahlen; es ist für jeden der 00^ entsprechenden 
Strahlen in &' eine einfache Bedingung, den einen oder anderen der 
beiden homologen Strahlen zu treffen (es gibt je vier), hingegen eine 
doppelte, durch den Schnittpimkt zu geben; sie kann also im all- 
gemeinen von Geraden einer einfach unendlichen Mannigfaltigkeit 
nicht erfüllt werden. Geschieht es in speziellen Fällen, so erhält, wie 
wir später sehen werden, die Fläche eine besondere Eigenschaft: einen 
Doppelpunkt im Konkurrenzpunkte. 

Jene sechs Geraden 

bilden also ein Sextupel von windschiefen Geraden auf der 
Fläche, welches das der unserer Betrachtung zu Grunde 
liegenden Erzeugung zugehörige heiße. 

Die kubischen Raumkurven r' sind gegen diese Geraden wind- 
schief; denn die drei Ebenen, die in eine der a zusammenlaufen, be- 
finden sich im allgemeinen nicht in den erzeugenden Büscheln. Ist 
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das aber der Fall, so gehört die Gerade zur erzeugten Kurve r', welche 
in sie und einen sie treffenden Kegelschnitt zerfällt. 

Drei homologe Kegel 2. Grades in den Bündeln erzeugen durch 
die Schnittpunkte entsprechender Berührungsebenen eine Kurre 6. Ord- 
nung auf F^, denn jeder yon ihnen hat mit dem zum nämlichen 
Bündel gehörigen Kegel 3. Klasse, dessen Ebenen mit den entsprechen- 
den einen ebenen Schnitt der Fläche liefern , sechs Tangentialebenen 
gemeinsam. Gegen die Geraden a ist sie windschief, jenen kubischen 
Raumkuryen r« begegnet sie zweimal, weU yon den erzeugenden 
Büscheln je zwei Tangentialebenen an jene Kegel kommen. 

Nehmen wir nun einen Kegel 2. Grades in 0, welcher fünf yon den 
Geraden a, etwa o^, a„ . . . a^ tangiert, so tun es die entsprechenden 
ebenfalls; in diese fünf Geraden laufen fünf Tripel homologer Be- 
rührungsebenen der Kegel zusammen; sie gehören daher zur erzeugten 
Kurve; das eigentliche Erzeugnis ist eine Gerade h^, welche, wie die 
kontinuierliche Erzeugung erfordert, von jeder der fünf sich ab- 
lösenden Geraden einen Punkt enthält, gegen a^ aber windschief ist, 
wie die nicht zerfallende Kurve 6. Ordnung. 

Wir erhalten auf diese Weise sechs Geraden der Fläche 

hj *2; *8J Ky hy K 

von denen jede die fünf Geraden a trifft, welche nicht den- 
selben Zeiger haben, gegen die sechste windschief ist. Sie 
sind daher windschief gegeneinander; es gehören z.B. c^, 0^,(^1: 
&4, &5, b^ zu verbundenen Regelscharen. Es liegt eine sogenannte 
Doppelsechs vor: 

a^ Oj a, a^ a^ a^ 

h h h K h hy 

jede Gerade aus diesen beiden Sextupeln, ist gegen die f&nf in der- 
selben Zeile stehenden und die einzige in derselben Kolonne stehende 
windschief, die fünf andern schneidet sie. 

Auf diese Doppelsechsen hat zuerst Schlaf li aufmerksam ge- 
macht^). 

An die entsprechenden Kegel 2. Grades der Büschel, die zu einer 
der Geraden h fuhren, kommen von den entsprechenden Büscheln je 
zwei Ebenen. Daher begegnen die Geraden b den Raumkurven r* je 
zweimal. 

Wenn wieder aj, 04', a^"; o,, Oj', o," die in a^, a^ zusammen- 
laufenden entsprechenden Ebenen sind, so lösen sich von der Kurve 
r', welche durch die Büschel 040,, 04' a,', a/'o," entsteht, die Geraden 



1) Quarterly, Journal of Mathematics, Bd. 2, S. 116; Briefwechsel zwischen 
Steiner and Scbläfli (1896), S. 68. 
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«4, Oj ab; es bleibt als eigentliches Erzeugnis eine Gerade q^, welche^ 
wie oben, mit a, und a^ je einen Punkt gemein hat. Das führt zu 
15 Geraden e^,, . . . c^^, die auf der kubischen Fläche liegen. 
Der gemeinsame Punkt dieser zerfallenden kubischen Baumkurre 
(oi, a^, c^) mit einer andern r' liegt^ weil nicht auf a^ oder a^, 

auf Ci2' 

Demnach hat jede von den Kurven r' mit den Geraden 
a keinen, mit den b je zwei, mit den c je einen Funkt ge- 
meinsam. 

Die beiden Punkte, welche b^ mit (di, a^, c^f) gemeinsam hat, 
Terteilen sich auf a^ und c^^'^ ebenso wird c^^ ^^^ ^s getroffen, da- 
gegen nicht von b^^ , , ,b^ (weil z. ß. b^ die a^, a^ trifft), ebenso nicht 
Yon ^3, . . . a^, denn diese haben mit (oi, a^^ c^g) keinen Punkt ge- 
meinsam. 

Daher trifft jede der* 15 Geraden c^^ von den a, b die 
beiden Geraden a,-, a^ und die &,-, b^ und ist die dritte Gerade in 
den Ebenen a^bj^, a^^ft^. 

Der volle ebene Schnitt a^b2C^f wird von jeder andern Gerade 
der Fläche einmal getroffen, von c^, auf a^, von (^, auf b^, von c^ 
auf C|2. Danach habeu zwei Geraden c ohne gemeinsamen 
Zeiger einen Schnittpunkt, zwei andere sind windschief. 

Wir haben die 27 Geraden der Fläche und ihr Verhalten in 
bezug auf Schneiden und Nichtschneiden. Jede ^ird von zehn 
Geraden geschnitten, von denen fünfmal je zwei sich schnei- 
den; dies wird durch folgende drei Typen dargestellt: 



«1 h^ay 


^^is; 


h<^uf 


h^h7 


K^ey 


bi d^C^^y 


»8^18; 


0^4^14» 


»6^16? 


^6^16; 


^t <^ih7 


a^bi, 


^84^56; 


^86^46? 


^86^45; 



und führt weiter zu 45 Ebenen mit je drei Geraden, 30 vom Typus 
OjftjCij, 15 vom Typus c^^c^c^^. 

Die Erzeugung liefert ein zweites doppelt unendliches Sy- 378 
stem (Netz) von kubischen Raumkurven auf der Fläche, die 
sich gegen die a und b umgekehrt verhalten, jene zweimal und 
diese nicht schneiden, woraus dann folgt, daß sie den c ebenfalls ein- 
mal begegnen. 

Zu diesen Kurven gehören die drei kubischen Raum- 
kurven ü^j, JB^,, jRfj, welche durch je zwei der kollinearen 
Bündel 0, 0\ 0" erzeugt werden. Ist X ein Punkt von B^^ und 
x" der Strahl von 0", der den beiden nach X gehenden entsprechenden 
Strahlen x^ x' von 0, 0' in 0" homolog ist, so geht eine seiner 
Ebenen durch X und trifft sich dort mit den entsprechenden Ebenen 
durch X und x\ so daß X auf der Fläche liegt. Folglich gehören 
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die drei Enrven der Fläche an, und von neuem sehen wir, daß die 
drei Scheitel auf ihr liegen. Tangenten in an die Kurven B^^, R^^ 
sind die Strahlen von 0, welche den Strahlen (/O, 0"0 korrespon- 
dieren. Berührungsebene der Fläche in ist also die Ebene, welche 
den beiden entsprechenden Ebenen yon (X, 0", die durch gehen, 
in dessen Bündel korrespondiert. 

Eine Schnittlinie entsprechender Ebenen aus und (/ 
ist Doppelsekante yon JR^^; Ton ihren drei Schnitten mit 
der jP' liegen zwei auf JR^^, der dritte ist der Schnittpunkt 
mit der homologen Ebene in 0\ der erzeugende Punkt 

Die Geraden a sind, als Schnittlinien yon drei entsprechenden 
Ebenen, Doppelsekanten yon allen drei Euryen und allen ähn- 
lichen, die im folgenden sich ergeben werden. 

Zwei kubische Raumkuryen R^y R^* seien gegeben, die einen 
Punkt gemein haben. Wenn 0' auf ü,', 0" auf 22,' liegt, so werden 
ihre Bündel durch die Euryen zu dem yon kollinear; die durch 
diese drei Bündel erzeugte Fläche i^^ enthält beid<3 Kuryen, und ihre 
sechs Geraden a sind gemeinsame Doppelsekanten derselben, und 
solche gemeinsamen Doppelsekanten, welche in yier getrennten Punkten 
treffen, müssen, wegen dieser yier Punkte, der F^ angehören. 

Zwei kubische Raumkuryen mit einem gemeinsamen 
Punkt haben sechs gemeinsame Doppelsekanten, welche sie 
in yerschiedenen Punkten treffen. 

Eine kubische Raumkurye r' des früheren Systems sei durch die 
Büschel Xy Xy x'' erzeugt, die Trägerfläche der durch x und x" er- 
zeugten Regelschar trifft JR^^, außer in 0, noch fünfmal. Durch einen 
dieser Punkte X gehe die Gerade Ei" der Regelschar; da er einer 
der beiden weiteren Schnitte yon £ und R^^ ist, so geht die Doppel- 
sekante ES' durch ihn, er ist abo allen drei homologen Ebenen 
H, E', E" yon x, x\ x'' gemeinsam, Punkt yon r*. 

Die Kuryen Jf^j, R^^, R^^ werden yon jeder der Kuryen 
r* fünfmal getroffen. 

Die Trägerfläche der Regelschar, die durch die Büschel x und 
af erzeugt wird, geht durch R^^ und die Geraden der Regelschar 
sind Doppelsekanten der Kurye (Nr. 369); sie geht aber auch durch 
r', und die Geraden der Regelschar sind für diese Kurye einfiEiche 
Sekanten (Nr. 201). Folglich haben die beiden Kuryen, auf der 
Trägerfläche yerbundener Regelscharen gelegen, yerschiedenes Verhalten 
gegen dieselben und daher fünf Begegnungspunkte (Nr. 165). 

Von den fünf Schnittpunkten der J?*j mit (Oi, a^, c,,) liegen je 
zwei auf o^, a^ und einer auf c^^. Der ebene Schnitt a^b^c^^ beweist 
uns, daB kein Punkt yon R^^ auf h^ fällt. Die sechs Schnitte mit 
der Fläche (aiO^a^, hj>^b^) fallen alle auf die a. 
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Es soll nun gezeigt werden, daB die ursprünglichen Scheitel 379 
der erzeugenden Bündel durch beliebige Punkte der Fläche 
ersetzt werden können. Es genügt^ dies an einem, (y\ zu zeigen. 
l^ir ersetzen ihn zunächst durch einen beliebigen Punkt 0" der 
Kurve üf, und daher jede Ebene H" von 0" durch diejenige E" vonO", 
-welclie durch dieselben beiden weiteren Punkte der Kurve 22^^ und ihre 
▼erbindende Doppelsekante geht. Dadurch wird der Bündel 0" zu 
den Oj Qf' kollinear mit diesen Ebenen E^ i\ H' als entsprechenden, 
und also auch zu 0. Jeder Punkt EE'E" der Fräche_ist auch Schnitt- 
punkt l,a' dreier entsprechenden Ebenen aus 0, 0', 0", weil E'E"«E'E" 
und daher lÜ' ^lii\ 

Wenn E" durch JE" ersetzt wird, so tritt niemals Unbestimmtheit 
ein, auch wenn die Doppelsekante in ^' durch 0" geht; dem Strahle 
CfO" entspricht in^der durch die Kurve^üfj*, bewirkten EoUineation 
zwischen 0" und 0" die Tangente in 0", also ist E" durch jene 
Doppelsekante und diese Tangente bestimmt. 

Nunmehr sei D ein beliebiger Punkt von JP*, der Schnitt aa'a", 
durch den also die nach a'a^' gelegte entsprechende Ebene ä" von 0" 
geht, wo dieser Punkt auch auf B,\^ liege; femer sei a der Strahl 
aus nach O imd a', a' die ihm entsprechenden Strahlen; sie sind 
in a, a', a'' bzw. gelegen. Die Büschel d und d' erzeugen eine Regel- 
schar pfj von Doppelsekanten der iJ^j, unter ihnen a'a", welche durch 
O geht; also gibt es in der verbundenen Schar, deren Geraden die 
Kurve B\^ nur einmal tre£Pen und zu der a', a gehören, eine durch 
D gehende ä"; ihren Schnittpunkt mit^ B,\^ nehmen wir als 0". 
Dieser Strahl a' entspricht im Bündel 0" den Strahlen d und a'; 
denn die Ebenen, welche aus 0', 0", Ö" die Geraden von p^j projizieren, 
gehen durch d, d\ d'\ also sind auch a und d' entsprechend, und 
der Punkt D, in dem sie sich schneiden, liegt auf der durch und 
0" gehenden kubischen Raumkurve, welche durch die Bündel 0, 0" 
erzeugt wird und auf der kubischen Fläche verläuft, wegen deren 
Erzer^nng durch 0, 0', 0". Wir können, auf dieser Kurve, 0" wiederum 
durch D ersetzen, und haben so 0'\ in zwei Schritten, durch D ersetzt^). 

So wird jeder Punkt der Fläche Scheitel eines Bündels, 
der zu den gegebenen Bündeln kollinear ist. Die entsprechen- 
den Ebenen aller dieser cx)' Bündel laufen je in den Punkt der Flache 
zusammen, den diejenigen aus 0, 0', 0" gemeinsam haben; und den 
sechs ausgezeichneten Ebenentripeln dieser Bündel, die nach den Ge- 
raden a^y . , .a^ gehen, entsprechen in den übrigen Bündelu Ebenen, 
die es ebenfalls tun. Denn weil von den Ebenen 04, 04', 04", die in 



1) Beye, Geometrie der Lage, 1. Auflage, Bd. U, S. 176, sowie in den 
späteren Auflagen. 
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Oj sich schneiden, 04', 04" ee tun, so tut es auch äj", und weil es 04 
und a^' tun, so tut es auch die entsprechende Ebene in O. 

Wir wollen, mit Schur und Reye^), den Inbegriff der obigen 
00^ Bündel ein Netz von kollinearen Bündeln nennen; jede drei 
Yon ihnen erzeugen die Fläche; dies gibt 00^ aus der ursprüng- 
lichen Erzeugung abgeleitete Erzeugungen, yon denen jede 
an Stelle derselben treten kann; zu allen gehört das Sex- 
tupel a^, o^j ' ' ' o,^) also auch dieselben h und c. 

Yon den kollinearen Bündeln, Tun denen je zwei eine kubische 
Raumkurve erzeugen und deren Scheitel sie erfüllen, haben wir gesagt^ 
daB sie eine Reihe koUinearer Bündel bilden (Nr. 371); unser Neil 
ergab sich aus den drei ursprünglichen Bündeln 0, 0\ 0" so^ daß 
wir zunächst die beiden Bündel 0', 0" durch eine Reihe verbanden, 
deren Scheitel die jR^\ erfüllen, und dann die Bündel dieser Reihe 
wiederum mit je durch eine Reihe; denn der Bündel um den be- 
liebigen Punkt D der Fläche wurde als einer dieser Reihen angehorig 
erkannt, derjenigen, die nach dem Bündel 0" der Reihe O'O" geht 

Das ist die Entstehungsweise, durch welche alle Netz genannten 
Gebilde sich ergeben. Wir haben sie die fächerförmige Ent- 
stehungsweise genannt (Nr. 218). 

Beliebige zwei Punkte der Fläche führen (durch ihre 
Bündel) zu einer auf ihr verlaufenden und die Punkte ver- 
bindenden 22'; und jede von ihnen kann durch beliebige zwei ihrer 
Punkte hervorgerufen werden. Es existieren also 00*"* kubische 
Raumkurven JB* auf -F'; sie bilden das zweite oben erwähnte 
System. 

Alle treffen die a zweimal, die i garnicht, die c einmal, 
die Kurven r* des ersten Netzes fünfmal. 

Die 00^ durch einen Punkt von F^ gehenden JB* bilden einen 
Büschel. 

Wenn gesagt wurde, daß die Fläche durch beliebige drei der 
Bündel des Netzes erzeugt werden kann, so ist dies doch dahin zu 
präzisieren (Nr. 377), daß die Scheitel nicht drei Punkte einer 
Kurve JR' sein oder die Bündel nicht derselben Reihe ange- 
hören dürfen. Die drei Bündel und ihre Scheitel müssen unab- 
hängig sein. 

Indem wir oben fanden, daß die Kurven U* durch 0', 0" und 
durch und D sich in 0" begegnen, und erwägen, daß 0, 0', 0" 
beliebige drei unabhängige Punkte der jF* sind, erhalten wir: 

Zwei Kurven B^ haben stets einen Punkt gemein. Diese 



1) Schar, Math. Annalen, Bd. 18, S. 18; Reye, Joum. f. Mathem., Bd. 104, 
S. 228. 
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EigenBchafben^ die es mit dem Netz der r' teilt; charakterisieren auch 
dies Knrvensystem als Netz. 

Z^wei Reihen des Netzes kollinearer Bündel haben einen 
Bündel gemeinsam. 

Die nach einem Ponkte P der jP' konkurrierenden homologen 

Ebenen aus den verschiedenen Bündeln des Netzes gehen, so lange 

O auf einer R^ bleibt, durch eine bestimmte Doppelsekante dieser 

Kurve, und P ist deren dritter Schnitt mit F\ Geht JB' durch P, 

so berührt die Doppelsekante in P; und der Büschel der durch P 

gellenden Kurven R^ liefert den Tangentenbüschel in P. Auf jeder 

Kurve des Büschels gelangen wir mit nach P; für diese Lage von 

O in JP muß also die jenen Ebenen homologe Ebene durch alle diese 

Tangenten gehen, ist die Berührungsebene von P. Das stimmt mit 

dem oben für die ursprünglichen Bündel Oj 0\ 0" erhaltenen Ergeh- 

niBse, daß den beiden in sich schneidenden homologen Ebenen von 

O', O" im Bündel die Berührungsebene seines Scheitels korrespondiert. 

Die zum Sextupel der a gehörigen oo^ koUinearen Bündel mit 380 
den Scheiteln in den verschiedenen Punkten der Fläche können wir 
nun einfacher erhalten, wenn wir in ihnen immer die Ebenen nach 
vier der Geraden a, etwa a^y a^, a^, a^ entsprechend annehmen. Aus 
den obigen Sätzen über das Schneiden der 27 Geraden folgt, daß 
05, a^ die einzigen gegen a^, , , . a^ windschiefen Geraden der Fläche 
sind; also müssen sie jene vier zu dem zugehörigen Sextupel vervoll- 
standigen, und es ist gleichgültig, welche vier man nimmt. Diese 
KoUineationen sind mit den früheren identisch, weil sie ja in den 
nach vier (oder allen sechs) Geraden a gehenden Ebenen als ent- 
sprechenden übereinstimmen. 

Benutzen wir ebenso das Sextupel der &, so erhalten wir ein 
zweites Netz von kollinearen Bündeln, welche die Fläche er- 
zeugen, und die beiden Eurvennetze der r* und der 22^ tauschen 
ihre Rolle aus. Die Kurve, welche durch zwei der jetzigen Bündel 
erzeugt wird, geht durch die Scheitel und trifft alle sechs Geraden b 
zweimal (oder vier von ihnen, was schon genügt), ist also mit der r^, 
welche dasselbe tut, identisch; denn dadurch ist eine kubische Raum- 
kurve eindeutig bestimmt (Nr. 372). Und ebenso ist eine Kurve, die 
jetzt durch entsprechende Büschel von drei kollinearen Bündeln so 
hergestellt wird, daß sie durch zwei gegebene Ptuikte geht, weil sie 
den a zweimal begegnet, mit der durch dieselben zwei Punkte gehenden 
iJ' von vorhin identisch. 

Wir wollen aber das neue Netz kollinearer Bündel direkt 
aus dem früheren ableiten. 

In jedem Punkte P der F^ konkurrieren aus den kollinearen 
Bündeln 0, 0', 0",... des ersten Netzes entsprechende Ebenen; 
dadurch entsteht der Bündel P und wird kollinear zum Bündel um 
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einen zweiten Punkt P' der F^, derartig, daß die je Yon dem näm- 
lichen kommenden Ebenen homolog sind. Wenn 0' ein beliebi^r 
zweiter Punkt auf F^ und B^ die durch und 0' gehende kubische 
Raumkurve des zweiten Netzes ist, also die durch die koUinearen 
Bündel 0, 0' erzeugte, so ist für irgend eine Ebene £ von der Paukt 
P, in den sie mit den entsprechenden konkurriert, der dritte Schnitt 
derjenigen Doppelsekante yon ü^, welche die beiden andern Schnitte 
von l mit R^ verbindet; so daß die beiden Doppelsekanten in E, von 
zwei durch gehenden R^ herrührend, in ihrem Schnitte den P 
liefern. Folglich muß, wenn wir nun £ zum Bündel P rechnen, der 
Punkt 0, von dem sie kommt, allen den R^ gemeinsam sein, welche 
je durch die beiden weiteren Schnitte, mit i^, der Strahlen p von 
(P, E) gehen. In der Tat gehen alle diese R^ durch denselben Punkt 
der Schnittkurve C* von E; denn verbinden wir sie mit irgend einer r* 
durch Flächen 2. Grades (Nr. 378), so enthalten die Kegelschnitte, 
welche von diesen in E eingeschnitten werden, alle die drei Spuren 
von r^ und gehen durch jene Punktepaare auf den p] also haben 
sie (Nr. 227) noch einen festen Punkt gemeinsam, der dann 
allen jenen R^ angehört, so daß sie einen Büschel bilden; was die 
erwähnten F^ auch tun, da sie durch r^ und ihre Doppelsekante ans 
gehen. 

Dieser Punkt ist also derjenige, von welchem die Ebene | und 
die entsprechenden in P', P", • • • kommen. So zeigt sich, daß die 
Ebenen dieser Bündel eindeutig zugeordnet werden. Ist nun wieder 
p ein Strahl von P, so bestimmt er durch seine ferneren Schnitte mit 
jF* eine R^ und, wenn p' die Doppelsekante aus P' an diese 22' ist, 
so entsprechen den Ebenen E des Büschels p die Ebenen JE' des 
Büschels p', und entsprechende haben je denselben dritten Schnitt 
mit R\ So erweist sich die eindeutige Beziehung als Kollineation. 
Und wir sehen, daß die Kurven R^ durch die Bündel P, P', P". .. 
so entstehen, wie früher die r* durch die Bündel 0, (/, 0",- • •, 
nämlich als Erzeugnisse entsprechender Büschel derselben. 

Umgekehrt, eine Kurve r*. Ort gemeinsamer Punkte P, P', P"- • • 
entsprechender Ebenen aus entsprechenden Büscheln von 0, 0', 0"^"; 
wird nun Ort der Scheitel P, P', P", • • • derjenigen Bündel, deren 
entsprechende Ebenen nicht bloß in einen Punkt 0, 0', • ' * zusammen- 
laufen, sondern in eine Gerade, eine der Axen jener Büschel oder 
der Doppelsekanten aus 0, ff, - - - an r*. Diese r* ist also für die 
Erzeugung durch die P, P'--- das, was eine R^ für die Er- 
zeugung durch die 0, (7, • • • ist. 

Nach den Geraden hy^, h^, - -, gemeinsamen Doppelsekanten aller 
r^f laufen daher aus allen Bündeln P, P', • • • entsprechende Ebenen 
zusammen. 

Wir können die beiden Netze kollinearer Bündel der und 
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der P wiederum als sich stützend^) bezeichnen. Denn entsprechende 
Ebenen aller Bündel des einen Netzes bilden einen Bündel des an- 
deren (Nr. 95, 371). 

Nimmt man aus den Bündeln des einen Netzes, etwa den 
O, (fj 0"y - • • entsprechende Büschel heraus, deren homologe Ebenen 
ixL die Punkte einer r* zusammenlaufen und deren Axen die Doppel- 
Sekanten ^dieser Kurve sind, so haben wir es mit einem Netze pro- 
jektiver Ebenenbüschel zu tun, und die sich auf dasselbe stützende 
Heihe kolUnearer Bündel: um die Punkte von r^ ist in dem zweiten 
Netze koUinearer Bündel P, P', P", • • • enthalten (Nr. 371). 

Aus den 27 Geraden a, &, c der Flache lassen sich 36 Doppel- 381 
Sechsen bilden, die wir durch drei Typen veranschaulichen können*): 

1) 



2) 
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3) 



ihnen gehören je 1, 20, 15 Doppelsechsen an. Jede Doppelsechs 
führt zu zwei Netzen von kubischen Raumkurven auf der 
Fläche, immer mit zwei Begegnungspunkten mit den Geraden des 
einen Sextupels und keinem mit denen des anderen, und zwei sich 
stützenden Netzen von kollinearen Bündeln, von denen je drei 
um unabhängige Scheitel die Fläche erzeugen. 

Jedes Sextupel hat mit 20 Sextupeln 3, mit 2 • 15 eine und mit 
1-1-20 keine Gerade gemeinsam. 

Die drei erzeugenden Bündel können in oo* • • Weisen im Räume 
gewählt werden; die Eollineationen zvrischen dem ersten und dem 
zweiten, dem ersten und dritten Bündel sind je in oo^ Weisen mög- 
lich (Nr. 372). Andererseits ist jede gegebene kubische Fläche aus 
drei beliebigen Punkten auf ihr (in je 72 Weisen) auf cx)* • * Weisen 
so erzeugbar; daraus folgt der Gbad der Mannigfaltigkeit der kubischen 

Flächen: 

3. 3 + 2. 8-2. 3« 19. 

Es gibt oo^^ kubische Flächen im Räume. 

Es mag jedoch nicht imerwähnt bleiben, daß nicht jede ku- 



1) Beye, Journal f. Mathem., Bd. 104, S. 22a. 

2) Schröter, Journal f. Math., Bd. 62, S. 276; Gremona, ebenda Bd. 68, 
S. 78. 

Sturm, G«om«tr. YenrandteohAften. II. 18 
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bische Fläche in reeller Weise durch kollineare Bündel er- 
zeugt werden kann. Nach der Realität der 27 Geraden bilden die 
kubischen Flächen f&nf Gattungen ^). Diejenige, bei der drei (Geraden 
reell sind und die 24 übrigen sämtlich punktiert^ ist nicht reell er- 
zeugbar *). 

Diese Erzeugung wird später zu einer eindeutigen Abbildung der 
kubischen Fläche auf eine Ebene ftLhren, die sich aber auch aus der 
Erzeugung durch trilineare Büschel ableiten läßt (Nr. 211). 
382 Wenn man yon einer auf F^ verlaufenden Raumkurve 

n^' Ordnung Jß" weiß, wie sie sich zu den Geraden eines be- 
stimmten SextupelSy etwa des der iy hinsichtlich der Anzahl 
der Schnittpunkte yerhält, so ist es leicht, die Anzahl ihrer 
Begegnungspunkte mit einer r*, die alle sechs Geraden h 
zweimal schneidet, anzugeben. Diese Anzahl sei n'. Die Regel- 
fläche 4. Grades der eine Gerade treffenden Doppelsekanten von r*, 
auf welcher diese r* doppelt li^ (Nr. 203), trifft die iJ", außer- 
halb r*, noch in 4n — 2n' Punkten; daher ist die Regelfläche der 
Doppelsekanten yon r*, welche sich auf die R* stützen, vom Grade 
4n — 2n, Auf ihr ist i2" einfach, da jeder Punkt yon ihr nur eine 
Doppelsekante an r* sendet, hingegen r* (2n — n')-£EU}h, weil der Kegel 
2. Grades, der sie aus einem Punkte auf ihr projiziert, der Jß", außer- 
halb v^j noch (2n — n')-mal begegnet. Eine der Geraden 'b^ ist^ wenn 
sie die 12" in ß| Punkten schneidet, ß^-fache Erzeugende dieser Regel- 
fläche. Da nun jede Erzeugende der F^ schon dreimal begegnet: auf 
r* und auf 22", so besteht der Schnitt der Regelfläche mit jP' aus JR", 
r* und denjenigen h^, bei denen ß^>0. Also: 

3(4n - 2n ) « 3(2n - n') + n +Zßi 
oder: 

1) 3n'-5n-Zß,. 

Wenn w =« 3, so ist Sn« 15 — Zß,. 

Betrachten wir daher die zu den yerschiedenen Seztupehi (also 
6-2-mal getroffenen) gehörigen kubischen Raumkuryen und ihre Schnitte 
mit der r*. 

Für das obere Sextupel im Typus 1) haben alle sechs ß den 
Wert , für das untere den Wert 2 , also ergibt sich n — 5, 
bzw. n'» 1, wie wir schon wissen. Für die kubischen Raumkuryen, 
welche den Geraden der Sextupel der beim Typus 2) hingeschriebenen 



1) Schläfli, Qoarterly Joamal of Mathematics, Bd. 2, S. 56, 110; Philos. 
TransactioiiB, Bd. 163, S. 198. 

2) Cremona, Journal f. Math., Bd. 68, S. 117 und 118; Stnrm, Fl&chen 
8. Ordnung, S. 801 und 817. 
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Doppelsechs oder des einen in der Doppelsechs 3) zweimal be- 
gegnen, ist: 

ßi =- ßt - ß» -= 0, ß^ - ßg - ßg =.1, also n - 4, 

ßi-ß«=-ß8-2, ß^-ß^«ß,=.l, also »-2, 

ßi^O, ß,=-2, ß,-ß^-ß,«ß,=«l, also w'-8. 

Für alle Doppelsechseu desselben Typus gilt das namUche. 

Es treten also alle fünf Anzahlen von 1 bis 5 auf; da- 
g^en nicht. Zwei auf derselben kubischen Fläche gelegene 
Kanrnkurven 3. Ordnung müssen sich mindestens einmal be- 
gegnen^). 

Sind ocj, • • • 0, die Zahlen der Begegnungspunkte mit den Ge- 
raden a, so lehren die Schnitte mit den beiden Tragerflächen verbun- 
dener Regelscharen (a^ a^ a^y b^ b^ b^)y (a^ a^ a^, b^ b^ b^\ daß: 

Za<-|-Zß,-2-2n; 
daher folgt aus 1): 

2) 3n=-n + Za,. 

In vier koUinearen Bündeln 0, 0', 0", 0"' gibt es oo^ Quadrupel 383 
entsprechender Ebenen^ welche einen gemeinsamen Punkt haben. Die 
Bündel 0, (X, O' und 0, 0\ 0"' erzeugen je eine kubische Fläche; 
auf beiden liegt die durch Oy O erzeugte kubische Raumkurve i2o\. 
Wenn in einen gemeinsamen Punkt der beiden Flächen die Ebenen 
E, iy i' bzw. 11, x\y r\" zusammenlaufen, so aber, daß E, E' von x\y x\ 
verschieden sind, so ist er Schnittpunkt der entsprechenden Strahlen 
^^i^'Vij also ein Punkt von B$i, Bei einem Punkte des weiteren 
Schnitts 6. Ordnung müssen E, i' mit r], x\ identisch sein, d. h. die 
beiden Tripel sind E, E', E" und E, E', l"\ und der Punkt ist Schnitir 
punkt aller vier entsprechenden Ebenen. 

Bei vier kollinearen Ebenenbündeln entsteht durch die 
oo^ Punkte, in welchen vier entsprechende Ebenen zusammen- 
laufen, diejenige Raumkurve 6. Ordnung, in welcher zwei 
Flächen 3. Ordnung, außer in einer kubischen Raumkurve, 
sich schneiden^). 

Die beiden Kurven begegnen sich, wie a. a. 0. bewiesen, in 
acht Punkten. Dazu gelangen wir auch durch eine auf der (unikur- 
salen) i2Si gelegene Korrespondenz. Jeder Punkt X von iZ^i ist, als 
Punkt der ersten kubischen Fläche, Schnittpunkt il'l"\ wir ordnen ihm 
die drei Schnitte X^ der 22Si mit l'" zu. Umgekehrt, jeder X^ der B^ 
führt zu einem Büschel durchgehender Ebenen E'" (um 0'"X,); die 
drei entsprechenden Büschel erzeugen auf jener Fläche eine kubische 

1) Math. Annalen, Bd. 21, S. 606. 

2) Flächen 8. Ordnung, Nr. 64. Ihr Rang ist 16, ihr Geschlecht 8. 

18* 



196 HL § 68. Fortsetzung. Die Fläche 3. Ordnung. 

Raumkarve r*, welche der i2oi in fünf Punkten X begegnet, 
acht Koinzidenzen der so entstehenden Korrespondenz [5,3] sind 
gemeinsamen Punkte. 

Liegen daher fdnf kollineare Bündel vor: Oy , . . (y^^ so geben 
0, a, 0" eine kubische Flache, auf welcher JBgi liegt, 0, 0', 0"', (y^ 
eine Raumkurve (5. Ordnung, welche der i$i achtmal begegnet, also 
jene Fläche noch zehnmal trifft; in jedem der zehn Punkte müssen, 
weil er nicht auf BJi liegt, H, E', E" und E, E', E'", l.^^ zusammenlaufen. 

Bei fünf kollinearen Bündeln gibt es zehn Punkte, in 
welche entsprechende Ebenen aus allen fünf zusammen- 
kommen. 

Die dualen Ergebnisse sind: 

Die Yerbindungsebenen entsprechender Punkte von drei kolli- 
nearen Feldern umhüllen eine Flache 3. Klasse, vier koUineare Feld^- 
führen zu einem Torsus 6. Klasse von Ebenen, in welche vier ent- 
sprechende Punkte fallen, und bei fünf kollinearen Feldern gibt es 
zehn Ebenen mit fünf entsprechenden Punkten. 

Die Fläche 3. Klasse ist wesentlich verschieden von der- 
jenigen 3. Ordnung. Sie haben beide 27 Geraden, aber diese ver^ 
halten sich dual. Auf der Fläche 3. Ordnung ist jede derselben mit 
einfachen Punkten erfüllt, während die durchgehenden Ebenen dop- 
pelte Berührungsebenen sind: Berührungspunkte sind die Schnitt- 
punkte der Gerade mit dem den vollen Schnitt ergänzenden Kegel- 
schnitte. Bei der Fläche 3. Klasse sind die durch eine Gerade der 
Fläche gehenden Ebenen einfache Berühmngsebenen, die Punkte 
Doppelpunkte. Und an die Stelle der 45 dreifachen Berührungsebenen 
(Ebenen mit drei Geraden) treten 45 dreifache Punkte, in die je drei 
(doppelte) Geraden zusammenlaufen. 
384 Wir haben erkannt, daB bei einem Netze von koUinearen Bün- 

deln, welches eine Fläche 3. Ordnung erzeugt und zum Sextupel 
a^y . . ,a^ gehört, die durch zwei von ihnen entstehenden Kurven Jß' 
gegen die Geraden &i, . . . 2»^ des verbundenen Sextupels windschief 
sind. Wie gelangen wir vermittelst solcher Kurven auf eine der 
Geraden 6? 

Wir legen den Punkt D = aa'a" (Nr. 379) auf die Gerade \', 
wenn wieder 00 » a ist und a', a' die entsprechenden Strahlen sind, 
so geht die durch die drei Büschel a, a\ a' erzeugte kubische Raum- 
kurve f^ durch O und trifft h^ noch einmal: in ßß'ß". Die Ebene ß, 
welche durch a und diesen Punkt geht^ enthält also \, Die Gerade 
ß'ß'' der Begelschar p^',, die durch a', a" erzeugt wird, trifft &^, sowie 
die Gerade a' aus der Leitschar, wdche durch O geht Deren 
Schnitt mit E^ nehmen wir wieder als 0". Wir wissen, ö" entspricht 
in 0" den a\ a", a, also muß die den ß', ß" (und ß) korrespondierende 
Ebene ß'' durch öT' gehen, andererseits durch ß'ß"; folglich enthalt 
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sie die Gerade b^. Die beiden entsprechenden Ebenen ß und ß'' gehen 
demnach dnrch b^. Der O wird^ als Schnitt aä'', Punkt der durch 
Oj O" erzeugten kubischen Raumkurve. 

Durch jeden Punkt von b^ gehen, weil sie auf der jF' liegt, drei 
entsprechende Ebenen E, h\ E''; da durch ihn die Schnittlinie Hi" geht, 
so tut es auch die E'', welche diese Gerade aus Ü'' projiziert; folg- 
licli treffen sich in jedem Punkte von b^ die entsprechenden Strahlen 

ßE nnd ß"E" von und 0", d. h. die Gerade b^ gehört zu der kubi- 
schen Baumkurve, welche durch diese Bündel erzeugt wird. Wir 
haben noch den ergänzenden Kegelschnitt nachzuweisen. Es ist un- 
mittelbar klar, daß seine Ebene durch % geht; denn auf sie kommen 
die beiden Begegnungspunkte mit a^, da b^ zu dieser Gerade wind- 
schief ist. Er heiße deshalb %\. Er enthält die Scheitel und 0", 
und die entsprechenden Ebenen 04 und a^\ die nach a^ gehen, ver- 
einigen sich in seiner Ebene. Die Büschel (0, 04) und (0^', 04) er- 
zeugen den %\. Der Punkt (ßo^, ß^o^) ist den beiden Bestandteilen 
gemeinsam. 

Wenn wir also vermittelst einer ü* auf eine der Ge- 
raden by etwa \, kommen wollen, so muß jene Kurve zer- 
fallen in die b^ und einen Kegelschnitt S(f, dessen Ebene * 
durch Oj geht. Auf diesem Kegelschnitt liegen dann die erzeugen- 
den Scheitel. 

Das Erzeugnis ist demnach ausgeartet, jedoch noch nicht 
die Kollineation; aber sie ist spezialisiert durch das Vor- 
handensein einer sich selbst entsprechenden Ebene: der des 
Kegelschnitts. Wollen wir nun auf dieser zerfallenen Kurve den 
Scheitel nach O, oder, da dieser Punkt sich nicht mehr auszeichnet, 
nach einem behebigen Punkt 0^ von b^ verlegen, so werden wir zu 
einer ausgearteten Kollineation gelangen und müssen daher die Be- 
trachtung noch aufschieben. 

Bei drei kollinearen Bündeln 0, 0', ff' sind im allge- 385 
meinen nicht entsprechende Strahlen dy d\ d" vorhanden, 
welche in einen Punkt D zusammenlaufen (Nr. 377)^). 

Wenn das aber im speziellen Falle eintritt, so wird der 
Punkt D Doppelpunkt der erzeugten Fläche F\ Die Kurver*, 
welche von den drei Büscheln d, d\ d" herrührt, besteht aus drei 
Geraden, in welche entsprechende Ebenen dieser demselben Bündel 
angehörigen projektiven Büschel zusammenlaufen (Nr. 200). Somit 
gehen durch I) drei nicht in einer Ebene gelegene Geraden 
der Fläche, was auf einen singulären Punkt schheßen läßt Femer, 



1) In bezng auf die Spezialisierung für die Fl&che mit Doppelpunkt und 
die Begelfläcbe vgl. Reye, Geometrie der Lage, 8. Aufl., Abt. lU, 10. Vortrag 
und Anhang, S. 182. 
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wenn l eine Gerade durch D ist, so modifiziert sich die in Nr. 377 
besprochene Korrespondenz [1, 2] der Punkte X und X^ in der Art, 
daß von den beiden einem Punkte X entsprechenden X^ der eine 
immer in D fällt, weil die Regelschar wegen der durch d'^ d" gehenden 
Ebenen der erzeugenden Büschel durch diesen Punkt geht. Wir haben 
also, von diesem festen Punkte absehend, eine Projektivitat [1, 1]. 
So weit würde das auch gelten, wenn nur d', d" durch D gehen, alflo 
D bloß Punkt Yon Bf^ ist. Aber in der Projektiyitat entspricht D 
in unserm Falle sich selbst; weil nämlich auch d durch D geht, d\ d" 
aber einen Kegel 2. Grades erzeugen, dessen Spitze D ist, so hat 
auch der zweite Schnittpunkt, d. i. der Punkt, der dem D in [1, IJ 
korrespondiert, sich nach D begeben. Und es bleibt nur eine von 
D yerschiedene Koinzidenz. Auf jeder Gerade durch D vereinigen 
sich demnach zwei Schnitte mit F^ in diesem Punkte. 

Durch den Punkt D gehen sowohl alle r^, denn in jeden 
drei entsprechenden Ebenenbüscheln Xy x\ x' sind xdy xd\ x"d" ent- 
sprechend, als auch die drei Kurven i^^, 12^, B\^ und daher 
alle -B». 

Die drei oben gefundenen Geraden der jP', welche durch D gehen, 
sind, als Schnittlinien entsprechender Ebenen, Geraden a, nehmen wir 
an: o^, o^, Oj. Die Ebenenbüschel um die drei entsprechenden Strahlen 
von 0, 0\ 0", welche zugleich a^, a^ treffen, erzeugen (Nr. 377) die 
Kurve (a^, 05, C45), von der also 0^5 den D enthält und ebenso tun 
^8 ^469 ^56* ^^ haben wir sechs durch den Doppelpunkt D 
gehende Geraden der Fläche erhalten. 

Die Gerade c^^ ist damit Treffgerade von a^, ag, o^, a^, a^ ge- 
worden, also identisch mit &«, und ebenso c^^ mit 65, c^^ mit ft^. 
Femer ist a^ dritte Gerade in ^4 ^4=^6^47 mithin identisch mit o^,, 
ebenso a^ mit c^^, a, mit C||. Jede der sechs Geraden, die durch 
den Doppelpunkt D gehen, repräsentiert daher zwei Geraden 
des allgemeinen Falls, ist binär. Die 15 übrigen Geraden liegen 
als dritte in den 15 Yerbindimgsebenen und zwar z. B.: in der Ebene 
0^63^^ (^gO^ die Gerade \y in ^4^46 = ^66^5 ^^^ Gerade o^ und in 
a|&4^(^sC5s die Gerade c^^. In den sechs binären Geraden haben 
sich zwei zu einer Doppelsechs: 

«1 «Ä «8 ^6 ^64 <^45 
^8 ^1 ^IS ^4 \ \ 

verbundene Sextupel vereinigt, und zwar immer zwei Geraden, die im 
allgemeinen Falle windschief sind, wie a^ und e^^' * * *- 

Das Hyperboloid (t^i; o^, a^; 64, 65, h^ ist in den Anschmiegungs- 
kegel übergegangen. 

Man kann auf diese Weise bis zu vier Doppelpunkten kommen. 
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Eine andere Methode, einen Doppelpunkt zu erzielen, 
ist, daß zwei der erzeugenden Bündel denselben Scheitel 
erhalten: 0= 0'; dieser wird Doppelpunkt Durch jeden Strahl 
X ^y dieses Bündels gehen, wenn x\ y die entsprechenden Strahlen 
sind, die beiden entsprechenden Ebenen xy^ Xif, und die entsprechende 
Ebene im dritten Bündel 0" schneidet in dem einzigen yom Scheitel 
verschiedenen Punkt der Fläche auf dem Strahl. 

Der Verbindungsstrahl 0" der Scheitel, als Strahl Yon 0'\ und 
die beiden ihm in den andern Bündebi korrespondierenden Strahlen 
ftLhren, als Axen projektiver Ebenenbüschel in demselben Bündel, 
wiederum zu drei Geraden a^, o^, o, durch den Doppelpunkt, 
in denen entsprechende Ebenen sich schneiden. Dazu 
kommen, als die weiteren Geraden der Fläche durch den 
Doppelpunkt, die drei sich selbst entsprechenden Strahlen 
der konzentrischen Bündel, deren Punkte auf die Fläche durch 
die verschiedenen Ebenen des Büschels um die entsprechende Gerade 
in 0" gelangen. Die Yerbindungsebene zweier dieser Geraden ent- 
spricht sich selbst in und 0\ und ihre Schnittlinie mit der homo- 
logen Ebene in 0" ist daher eine a; wir haben so a^, 05, a^ und 
erkennen jene sich selbst entsprechenden Geraden, ähnlich wie vorhin, 
zunächst als Cg^, 0^4, c^^ und dann wiederum als \^ 65, b^; usw. 

Die drei sich selbst entsprechenden Geraden stellen die B^^ dar. 

Weil von drei entsprechenden Ebenenbüscheln immer zwei einen 
E^el erzeugen, so gehen alle r* durch dessen Spitze, den Doppelpunkt. 

Wir können zwei Bündel so koUinear machen, daß zwei ent- 386 
sprechende Büschel zu derselben Punktreihe perspektiv sind; man 
bestimmt sie durch vier Paare entsprechender Ebenen o, a'; ß, ß'; 
T, t'; ^7 ^\ welche so beschaffen sind, daß a und a', ß und ß', T ui^d 
t' je durch den nämlichen Punkt von b b' » d? gehen. 

Folglich können drei Bündel so kollinear gemacht 
werden, daß in allen Punkten von d entsprechende Strahlen 
sich schneiden. Damit wird jeder Punkt von d Doppelpunkt 
der Fläche und diese eine kubische Regelfläche. ^ 

Nunmehr sind beliebige drei entsprechenden Ebenenbüschel der 
Bündel so beschaffen, daß sie zu derselben Punktreihe d perspektiv 
sind; daher besteht das Erzeugnis r' aus dieser Gerade und den beiden 
Transversalen, welche sie und die drei Axen treffen (Nr. 201): in 
den Transversalen schneiden sich entsprechende Ebenen. 

Diese Transversalen sind die Erzeugenden der Regel- 
fläche. Durch jeden Punkt von d gehen zwei; denn die drei 
projektiven Ebenenbüschel, deren Axen er gemeinsam ist, haben, außer 
df noch zwei Geraden, in welche entsprechende Ebenen zusammen- 
laufen. 

Also sind alle Erzeugenden Geraden a. 
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Die Ebenen der Bündel, die nach den Erzeugenden geben, um- 
büUen demnacb E^el 2. Grrades, ersicbtlicb Tangentialkegel der Flacbe. 
Diese Ebenen der Bündel allein erzengen die Flacbe, die 
übrigen nur die Punkte der Doppelgerade. 

Die genannten Eegel sind aucb diejenigen, deren entsprechende 
Ebenen in Punkte einer gegebenen Ebene konkurrieren (Nr. 377), und 
unabhängig von dieser Ebene; die Er^nzung zur 3. Klasse geschieht 
durch die Büschel, deren Axen sich im Spurpunkt Ton d schneiden. 

Die durch den Scheitel gehende Erzeugende ergibt sich fol- 
gendermaßen. Dem Strahle (70, als Strahl von 0\ korrespondiert 
in 0" der Strahl 0''Q, wo Q der Schnitt mit Od sei; sind dann g\ g' 
die dem Strahle g ^ OQ entsprechenden Strahlen, die sich mit ihm 
auf d treffen, so sind (g\ (XO) und (g"j 0"Q) entsprechende Ebenen; 
beide enthalten g^ durch den die ihnen in korrespondierende Ebene 
auch geht; er ist die gesuchte Erzeugende. 

Wenn ^ = /*' die Verbindungslinie ff ist imd c', f die ent- 
sprechenden Strahlen in ff, sind, so sind die beiden durch Off 
gehenden Ebenen 6 » efj 6' » ef korrespondierend; sie haben noch 
den Punkt von d gemeinsam, in welchem sich ja entsprechende 
Strahlen ihrer Büschel treffen, also sind sie identisch. Der Schnitt 
dieser Ebene 6 » 6' mit der entsprechenden in ff' ist Erzeugende, 
und der durch 0, ff gehende Kegelschnitt in ihr, der durch die ent- 
sprechenden Büschel um 0, ff entsteht, setzt mit d die Kurve B^^ 
zusammen, und so zerfallen alle jR^ 

Für die einfache Leitgerade gibt es kein System von 
oo^ Tripeln entsprechender Ebenen, welche ihre Punkte und 
nur sie erzeugen; drei Ebenen yielmehr, welche einen Punkt 
dieser Gerade gemeinsam haben, ist die ganze durch ihn 
gehende Erzeugende gemeinsam. 

Im Grunde läuft die Erzeugung auf eine einfachere hin- 
aus: Die beiden Tangentialkegel 2. Klasse aus 0, ff sind projektiv 
bezogen imd haben eine sich selbst entsprechende Ebene; die Schnitt- 
linien der übrigen homologen Ebenen siod die Erzeugenden. 

Man kann wiederum noch auf eine zweite Weise zu einer 
kubischen Regelfläche gelangen, wenn nämlich die drei 
Scheitel, die hier, wegen einer späteren Betrachtung, P, P', P" 
heißen mögen, in einer Gerade d liegen und diese sich selbst 
entspricht. Jeder Punkt auf ihr ist drei entsprechenden 
Strahlen gemeinsam, also doppelt. Diesmal ergibt sich die 
einfache Leitgerade als Schnittlinie entsprechender Ebenen. 
Zunächst ist d selbst eine solche Gerade und zwar fELr oo^ 
Tripel; jede Ebene durch d aus trifft sich mit ihren entsprechenden 
Ebenen in d und liefert so in jede Ebene € einen erzeugenden Punkt 
dfc. Also gehört der Ebenenbüschel d in den drei Bündeln zu den 
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Kegeln 3. Klasse^ deren entsprechende Ebenen den Schnitt der Ebene 
€ erzeugen; es bleiben daher nur noch Eegel 2. Klasse. Von den 
▼ier gemeinsamen Ebenen der zu € imd e^ gehörigen Kegel 2. Klasse 
in P gehen drei nach den Schnittpunkten yon ce^ mit der Flache; 
die vierte x] läuft mit ihren beiden entsprechenden Ebenen x], x]' in 
P% P" in eine Gerade e zusammen^ die einzige von d Ter- 
schiedene Gerade a. 

Jede der Kurven^ erzeugt durch drei entsprechende Ebenenbüschel, 
zerföUt in d und einen Kegelschnitt. Nehmen wir aber entsprechende 
Strahlen aus (P, r\), (P', rf), (P", n") als Axen, so zerfallt dieser 
noch weiter in e, die von t], t]', x]' herrührt, und eine Gerade, welche 
d und e trifft und punktweise durch die Tripel der übrigen ent- 
sprechenden Ebenen jener Ebenenbüschel entsteht: eine Erzeugende; 
und e erkennen wir so als Leitgerade. 

Es mag noch der spezielle Fall besprochen werden, daß drei 387 
kollineare Bündel 0, 0\ O' gegeben sind, denen die Ebene 
TT der Scheitel entsprechend gemeinsam ist. Das Erzeugnis 
zerfällt dann in diese Ebene und eine Fläche 2. Grades F^. 
Drei entsprechende Ebenenbüschel aus den Bündeln, zu welchen IT 
nicht gehört, erzeugen eine kubische Raumkurve r*, welche auf F^ 
liegt; drei solche aber, deren Axen in IT liegen, erzeugen, weil zu 
je zweien perspektiv, eine Gerade ^, in der die drei Perspektivitäts- 
ebenen (von je zweien) zusammenlaufen. Und so erhalten wir die eine 
Regelschar auf JP'. In den drei projektiven Büscheln (0, TT), 
((X, TT), (0", TT) haben wir (Nr. 200) dreimal entsprechende Strahlen, 
die einen Punkt gemeinsam haben: Q^, (^„ (^3. Die bei den zu- 
gehörigen Ebenenbüscheln sich ergebenden Geraden g gehen bzw. 
durch diese Punkte, so daß dieselben auf der Schnittkurve TTJP' liegen. 
Durch sie gehen alle r^. 

Ferner die drei Kurven JB^i, -B^,, JBfj zerfallen (Nr. 375) je in 
einen Kegelschnitt in TT, der ersichtlich durch Q^, Q^^ Q, geht, und 
eine ihn treffende Gerade 2; in den Punkten des Kegelschnittes treffen 
sich entsprechende Strahlen der beiden Bündel, die in TT liegen, in 
denen von l andere entsprechende Strahlen. So erhalten wir zunächst 
drei Geraden l^^ Z^,, \^ der andern Regelschar von i^^ Wenn die 
Ebenenbüschel um die Strahlen a;, x\ x' von (0, TT), ... zu der 
Gerade g geführt haben, so sind in je zwei homologen Ebenen von 
X und X zwei entsprechende Geraden enthalten, die sich auf \^ 
schneiden, die Schnittstrahlen mit den in \^ sich begegnenden homo- 
logen Ebenen; beide Ebenenbüschel sind also zur Punktreihe auf \^ 
perspektiv, und der dritte Büschel x" ruft eine konjektive Punktreihe 
hervor; von den beiden Koinzidenzen liegt die eine in TT, die andere 
auf g. Damit ist erkannt, daß \^ und ebenso l^^ ly^ von allen g ge- 
troffen werden. 
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Erweitern wir nun die drei Bündel 0, O^ 0" zum Netze von 
Bündeln^ welche alle dann die TT entsprechend gemeinsam haben, so 
ergibt sich das Netz der zugehörigen Kurven 22', die je aus einem 
Kegelschnitte in TT durch die drei Punkte Q^y Q^,, Q, und einer 
Gerade aus der 2-Schar bestehen; es ist immer diejenige, welche 
durch den vierten Schnitt des Kegelschnittes mit der Kurve TTJP* 
geht, so daß jede l cx)^ Kegelschnitte ergänzt. 
388 Betrachten wir endlich den Fall von drei konzentrischen 

kollinearen Bündeln 0, (X, 0". Wir wissen aus Nr. 200, daß es 
dann einen Kegel S.Ordnung aus dem gemeinsamen Scheitel 
gibt, in dessen Kanten entsprechende Ebenen zusammen- 
laufen; er ist das Erzeugnis, welches eben so zustande 
kommt, daß im allgemeinen entsprechende Ebenen nur den 
Scheitel gemeinsam haben, o6^ Tripel aber eine ganze Gerade. 
In dieser Kantenreihe befinden sich oo^ Tripel, welche die Kurven r' 
vorstellen; in je drei entsprechenden Büscheln der Bündel g^ibt es 
drei Tripel von homologen Ebenen, denen eine Gerade gemeinsam ist. 
und zwei Kanten des Kegels bestimmen eindeutig die dritte im 
Tripel; denn laufen in jene H, H', E", bzw. t], t]', x\ zusammen, so 
handelt es sich um die Büschel Sri, E'ri', E"ii", das dritte Tripel, zu 
dem sie fähren, und seine Konkurrenzkante. 

Das Erzeugnis JR^j der beiden Bündel 0, O ist das Tripel 
der drei Koinzidenz-Geraden; denn ihre Punkte allein sind 
Schnittpunkte entsprechender Strahlen, und die Kongruenz der Doppel- 
Sekanten der ausgearteten kubischen Raumkurve besteht aus den 
Strahlen des Bündels — denn in jedem schneiden sich zwei homologe 
Ebenen — und den Geraden in den Koinzidenzebenen. Jede Koinzi- 
denzgerade von 0, Cf hat eine entsprechende Gerade in Cf' und die 
Ebene, welche beide verbindet, als Ebene von 0" betrachtet, trifft 
sich in ihr mit den entsprechenden in 0, 0\ So kommen diese drei 
Tripel auf den Kegel, und ebenso die übrigen Tripel, wenn die drei 
Bündel zum Netze erweitert und in Reihen gegliedert werden, jede 
mit drei Koinzidenzgeraden^). 

Der Kegel wird auf diese Weise mit zwei Systemen von c»* 
Kantentripeln erfüllt. Jede zwei Kanten des Kegels bestimmen auch 
ein Tripel der zweiten Art; fassen wir die dritte Schnittkante ihrer 
Verbindungsebene als Konkurrenzgerade homologer Ebenen aus allen 
Bündeln des Netzes aui^ so ist jede Ebene durch sie oo^ Bündeln des 
Netzes, die eine Reihe bilden, entsprechend gemein und die beiden 

1) Schneidet man ein Netz kollinearer Bündel, die eine JP' erzengen, mit 
einer Ebene, so hat man ein Netz von kollinearen Feldern, welche ineinander 
liegen; perspektiv darüber können wir ein Netz von konzentrischem kollinearen 
Bündebi stellen. Wir kommen jedoch anf eine selbstäDdige Konstruktion dieser 
Gebilde später zn sprechen. 
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andern Schnittkanten der Ebene sind die Eoinzidenzgeraden der Beihe^ 
so auch die gegebenen Kanten. 

Zwei entsprechende Büschel aus zweien der Bündel des Netzes 
erzeugen einen Eegel 2. Grades^ der durch das Tripel der Eoinzidenz- 
geraden der Reihe der Büschel geht; die drei weiteren Schnittkanten 
sind Geraden, durch die auch die entsprechenden Ebenen aus einem 
dritten Bündel gehen. Folglich liegen zwei Tripel yerschiedener Art 
stets auf einem Eegel 2. Grades, wie allgemein eine r* und eine jR* 
auf einer Fläche zweiten Grades. 

Zwei weitere Erzeugnisse dreier koUinearer Bündel, die Eomplexe, 
welche durch die Begelscharen \xxx"^ und {xx'x") entstehen, werden 
später besprochen werden. 

Es seien ein Feld Z und ein Bündel S\ welche koUinear sind, 389 
gegeben. Sie führen zu zwei Ortem yon cx>' Strahlen, also Eomplexen, 
die jedoch identisch sind. Jeder Punkt X des Feldes liefert oo^ yon 
ihm ausgehende Strahlen, welche die entsprechende Gerade x im 
Bündel treffen, also in der Ebene ^x' liegen und daher einen Büschel 
bilden; ebenso enthält jede Ebene i' des Bündels oo^ Strahlen, welche 
der entsprechenden Gerade x begegnen; sie bilden ebenfalls einen 
Büschel um den Punkt i'x. Jeder Büschel der einen Art ist aber 
ein Büschel der andern Art. Nennen wir die yorherige Ebene ^x 
des Bündels x\\ so liegt, weil x' mit ihr inzidiert, der x entsprechende 
Punkt X auf der entsprechenden Gerade y, und X ist v(y*^ der Strahlen- 
büschel um X in Xrr' ist der Strahlenbüschel in x\ um ri'i^; und 
ähnlich umgekehrt. Wir haben es also nur mit einem Eomplexe zu 
tun; welches ist sein Grad oder wieyiele yon seinen Strahlen gehören 
zu einem gegebenen Strahlenbüschel (0, uü)? Der Strahlenbüschel 
(ß'j y\)y welcher in der Eollineation der Punktreihe auf y = Ziu ent- 
spricht, ist zu dieser projektiy und damit auch zu (0, tu). Von den 
Strahlen des Büschels {0, uü) treffen zwei die entsprechenden in 
{S\ Ti'), nämlich in den Eoinzidenzpunkten der konjektiyen Punkt- 
reihen auf lüT]', welche diese projektiyen Büschel einschneiden. Diese 
Strahlen yon (0, tu) gehen durch einen Punkt yon Z und treffen den 
ihm entsprechenden Strahl in S\ gehören also zum Eomplexe. 

Liegt also ein Feld Z und ein Bündel S' yor, die zuein- 
ander kollinear sind, so erzeugen die Strahlen, welche mit 
entsprechenden Elementen inzidier'en und zwar zugleich mit 
zwei Paaren entsprechender Elemente: einem Punkte yon Z 
und seinem entsprechenden Strahle in S\ einem Strahle 
yon Z und seiner entsprechenden E])ene in 5', einen Eomplex 
2. Grades. 

Dieser Eomplex ist der tetraedrale, den wir in Nr. 237 
besprochen haben. In der Tat, der Bündel bewirkt in der Ebene Z 
ein zu ihm perspektiyes und daher zu dem gegebenen kollineares 
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Feld. Es seien Uy V, W die sich selbst entsprechenden Punkte dieser 
ebeoen KoUineation. Sind X; X' irgend zwei entsprechende Punkte 
derselben, so ist (Nr. 290) das Doppelverhältnis X(X\ U, V, W) kon- 
stant, folglich, wenn g ein Strahl des Komplexes ist, der yom Punkte 
X nach dem entsprechenden Strahl rr'» S'X' geht, auch das Doppel- 
yerhältnis g(X\ U, V, W). Die Ebene gX' ist aber gx' oder ffS^^ 
daher ist das Doppelverhältnis g{S\ U, V, W) f&r alle Strahlen des 
Komplexes konstant, dieser also ein tetraedraler ^). 

Das Tetraeder wird gebildet durch den Scheitel des Bündels und 
die drei Koinzidenzpunkte der KoUineation im Felde bzw. durch die 
Ebene des Feldes und die drei Koinzidenzebenen der KoUineation im 
Bündel. Man bestätigt leicht, daß aUe Strahlen der vier Bündel und 
der vier Felder zum Komplexe gehören. 

Wenn ein Feld Z zu zwei Bündeln S\ S" kollinear ist, 
so geht von jedem Punkte X von Z ein Strahl aus, welcher 
die beiden entsprechenden Strahlen x\ t!' trifft. Alle diese 
Strahlen erzeugen die Kongruenz 4. Ordnung, 3. Klasse, 
welche den zu Z und S' und zu Z und S' gehörigen tetraedralen 
Komplexen, außer dem Strahlenfelde in Z, gemeinsam ist. Die drei 
weiteren Strahlen aus jedem Punkte von Z faUen in diese Ebene und 
ergeben sich folgendermaßen. Werden die beiden Bündel S\S" mit 
Z geschnitten, so entstehen drei koUineare Felder in dieser Ebene, 
und es gibt oo^ Geraden, welche drei entsprechende Punkte enthalten: 
einen Punkt X des gegebenen Feldes und die Spuren von x\ x'\ also 
sind diese Geraden Strahlen der Kongruenz; sie umhüUen eine Kurve 
3. Klasse (Nr. 377), weshalb die Ebene Z für die Kongruenz 
Singular vom 3. Grade heißt. Die Bündelscheitel S', 8" sind 
Singular vom 2. Grade; d. h. von jedem geht ein Kegel 2. Ordnung 
an die Kongruenz, derjenige, der zum andern tetraedralen Komplexe 
gehört. 

In dualer Weise hat man bei zwei Feldern und einem Bündel, 
welche koUinear sind, in jeder Ebene des Bündels einen Strahl, welcher 
die entsprechenden Geraden der Felder trifft. AUe diese cx)' Strahlen 
erzeugen eine Kongruenz 3. Ordnung, 4. Klasse. 

§ 59. Erzeugnisse korrelativer GebUde. Fläche 2. Grades und 

Hirstscher Komplex. 

390 Wir wenden uns jetzt zum Erzeugnis zweier korrelativer Bündel 

0, 0\ Schneiden wir zunäqhst jeden Strahl x von mit der ent- 
sprechenden Ebene H' von 0' in X, so fäUt der Strahl x' von 0', 
der nach X geht, in die Ebene £', und daher geht seine entsprechende 

1) Liniengeometrie, Bd. I, Nr. 258. 
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Ebene £ in durch x imd darch X; dieser Punkt ist sowohl xi als 
lx\ Wir erhalten dasselbe Erzeugnis, ob wir die Strahlen Ton 
oder die von Cf je mit den entsprechenden Ebenen in andern Bündel 
schneiden. 

Auf einer beliebigen Gerade m ergeben sich zwei konjektive 
Ponktreihen, die eine ist perspektiv zu dem sie aus dem einen Scheitel, 
etwa Oy projizierenden Strahlenbüschel, die andere zu dem Ebenen- 
büschel Yon Oj der ihm entspricht. Die beiden Koinzidenzen lehren, 
daß der Ort der Punkte X eine Fläche 2. Grades ist. Das Erzeugnis 
zweier korrelativer Bündel ist eine Fläche 2. Grades JP* und 
und zwar dieselbe, mag man die Strahlen des einen oder an- 
deren mit den entsprechenden Ebenen des jeweiligen zweiten 
schneiden^). Daß die Scheitel der Fläche angehören, ist unmittel- 
bar klar. 

Vier Paare entsprechender Elemente a, a'; 6, ß'; c, t'; dy h\ durch 
welche die Korrelation festgelegt wird, führen unmittelbar zu 12 
Punkten der erzeugten Fläche, nämlich: 0, (7; aa\ &ß', c^'^ dh''^ 
femer (a6, a'ß'), (ac, a tO; • • • {^dj t'ö'). 

Drei Paare führen zu acht Punkten, die man leicht als assoziierte 
erkennt, weil drei Ebenenpaare durch sie gehen. Wir werden bald er- 
kennen, daß dann oo^ Korrelationen möglich sind; sie führen zu den 
Flachen des Netzes durch diese acht Punkte. 

Lassen wir die Gerade m in die Schnittlinie der beiden Ebenen 
i\ E fallen, welche den Strahlen x und x' nach dem Punkte X der 
Fläche entsprechen, so wird die Konjektivität eine solche ausgeartete, 
daß X in beiden Reihen der singulare Punkt ist. Denn m trifft in 
X die Axe des Ebenenbüschels x , der dem Strahlenbüschel (0, S) 
entspricht, also aUe Ebenen desselben in dem nämlichen Punkte X, 
so daß allen Punkten der ersten Reihe X in der zweiten korrespon- 
diert; und ebenso umgekehrt. Oder auch, dem Strahle x oder x' 
entspricht die Ebene i, bzw. E, deren Schnitt mit m unbestimmt ist 
Daher ist X auch die einzige Koinzidenz. Die Schnittlinie H' der 
Ebenen, welche den nach einem Punkte X der Fläche gehen- 
den Strahlen entsprechen, berührt in ihm die Fläche. 

Der Schnitt xl' eines Strahles x yon ist der zweite Schnitt- 
punkt, außer 0, mit JP'; auf jedem Strahle des Büschels von 0, 
welcher dem gemeinsamen Ebenenbüschel um o » (/ als Büschel 
Ton Of enspricht, yereinigt sich der zweite Schnitt mit 0, so daß 
der Strahl die Fläche in berührt. 

Die beiden Ebenen t, t' der Bündel, welche dem gemein- 
samen Strahle o entsprechen, berühren die Fläche in den 
Scheiteln. 



1) Seydewitz, Archiv f. Math. u. Phys. (1. Reihe) Bd. 9, S. 168. 
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Es sei X ein Strahl des Büschels (0, t); ihm entspricht die 
Ebene E'=ii von o; die ihn enthaltende Ebene dieses Büscheb um o, 
ist (in der Korrelation) jener Ebene konjugiert. 

Der T] entsprechende Strahl y von ((7, t^ liegt in einer dritten 
Ebene durch o, welche der Ebene £' = r) im anderen Sinn konjugiert 
ist. Der Ebenenbüschel o wird in sich projektiv, mit konjugierten 
Ebenen als entsprechenden, aber im allgemeinen nicht inyolutorisch. 
Die beiden Koinzidenzen uü, u)^ sind sich selbst konjugiert und ersicht- 
lich die einzigen Ebenen der Bündel, für welche das gilt. 

Weil sie sich selbst konjugiert sind, so geht jede von ihnen 
durch beide entsprechenden Strahlen. Es seien g^, l^ die zu ui, lu^ 
polaren und in diesen Ebenen gelegenen Strahlen von (0, t); die in 
((X, t') seien l^, g^\ wir werden gleich erkennen, daß sie so benannt 
werden müssen. 

In jeder Ebene i des Bündels entsteht der Schnitt der F^ 
durch zwei projektive Strahlenbüsche], von denen der zweite der 
Schnitt des dem (0, £) entsprechenden Ebenenbüschels x' ist. 

Geht S etwa durch g^^ so werden diese Büschel perspektiv, in- 
dem g^ sich selbst entspricht als Schnitt von w, welche g^ korre- 
spondiert; das Erzeugnis zerfallt in g^ und die Perspektivi^tsaze {. 
Die Axe x' des den zweiten Büschel einschneidenden Ebenenbüschels 
liegt in uü, weil i durch den polaren Strahl g^ geht. 

Wenn y ein Strahl von (0, £) ist, so geht die ihm entsprechende 
Ebene x\ dieses Büschels durch den Strahl von ((X, t'), welcher zu 
der y enthaltenden Ebene von o polar ist und in der dieser Ebene 
konjugierten Ebene von o liegt. Also treffen y und r)' und auch der 
Strahl 9', den x\ m l einschneidet, die Schnittlinie ii in denselben 
Punkten, in denen sie von den genannten konjugierten Ebenen durch 
geschnitten wird; oder die beiden Perspektiven Büschel üi £, welche 
(^0, l) erzeugen, schneiden in die Gerade Et' dieselben konjektiven 
Punktreihen ein, wie der Ebenenbüschel o durch seine konjugierten 
Ebenen. Die Koinzidenzen liegen auf g^ und Z; die auf l muß daher 
ui Wj liegen. 

Verbinden wir einen beliebigen Punkt der Fläche mit g^ durch 
eine Ebene, so muß er auf der I dieser Ebene liegen. Ebenso gibt 
jede Ebene durch 2^ eine Gerade ^, und durch jeden Punkt der Fläche 
geht eine l und eine g, AUe Geraden l treffen die g^ und sind wind- 
schief gegeneinander, weil nicht drei Geraden der Fläche in derselben 
Ebene liegen können, und weil die durch einen Punkt von JP' gehenden 
g und l den vollen Schnitt ihrer Ebene bUden, so folgt, daß jede g 
jeder l begegnet. Wir erhalten die beiden verbundenen Regelscharen 
auf F^\ sie sind reell oder imaginär, je nachdem w und ui^ es sind. 
Man sieht auch jetzt, daß die in w liegende Gerade des Büschels 
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(O', t'), weil sie g^ trifiR;^ Iq und die in uj^ liegende g^ genannt 
werden muß. 

Die vier Geraden g^y 2q, g^', l^ fedlen in die entsprechenden 
Eibenen und sind die einzigen mit dieser Eigenschaft. 

Auf jeder der J^' ganz angehörigen Geraden sind die koi\jektiYen 
Piixik±reiheny die durch einen Strahlenbüschel des einen Bündels uud 
den entsprechenden Ebenenbüschel im andern eingeschnitten werden^ 
identisch. 

Ist X ein beliebiger Punkt der Flache, so berührt^ wie wir 
oben fanden, in ihm die Schnittlinie der beiden Ebenen , welche den 
StaraMen OXy (XX entsprechen; also geht die Berührungsebene Yon 
X durch sie. 

Ein beliebiger Punkt Z des Raums bestimmt zwei Strahlen OZy 391 
(XZ und die Schnittlinie e der beiden ihnen entsprechenden Ebenen 
aoB (y^ 0\ ist Z^ ein Punkt auf ihr, so geht die ihm zugehörige z^ 
durch Z. Und auf der Verbindungslinie ZZ^ entstehen zwei involu- 
torische konjektive Punktreihen, eingeschnitten durch einen Strahlen- 
btLschel des einen Bündels und den entsprechenden Ebenenbüschel des 
anderen; weil Z und Z^ sich in beiderlei Sinne entsprechen. Doppel- 
punkte sind die Schnitte mit F^, Jeder Punkt unserer Gerade als 
Z hat daher einen seiner Z^ auch auf ihr, und die Gerade kann aus 
jedem ihrer Punkte heraus konstruiert werden. Folglich sind die 
durch einen Punkt Z gehenden Geraden dieser Art diejenigen, die 
ihn mit den sämtlichen oo^ ihm zugeordneten Z^ yerbinden, den 
Punkten Ton z. Sie bilden also einen Strahlenbüschel und alle 
qq8+i-i derartigen Strahlen einen Strahlenkomplez 1. Grades (Nr. 255) 
oder ein Gewinde, wie ich diesen Komplex kürzer zu benennen yor- 
geschlagen habe (ygL Nr. 533). Den Strahlenbüschel desselben in 
einer beliebigen Ebene werden wir bald erkennen. 

Jede Verbindungslinie zweier Punkte Z und Zj, welche 
zugleich mit zwei entsprechenden Elementen (von 0, 0') der 
einen und zweien der andern Art inzidieren, trägt eine In- 
volution Yon solchen Punktepaaren. Alle diese Geraden 
erzeugen ein Gewinde. 

Die Punkte Z yon J^^ liegen auf der zugehörigen Gerade jet; 
ftLr sie wird deshalb die eben besprochene Konstruktion des Kom- 
plex-Strahlenbüschels, weil dann die Ebene Zz unbestimmt wird, 
zunächst xmsicher; wir werden später die Ebene genauer bestimmen. 

In einer Ebene E rufen die beiden korrelatiyen Bündel 392 
0, Of eine ebene Korrelation hervor. Die Punkt-Kernkurve 
K^ derselben, der Ort der Punkte, welche mit der einen und dann 
auch mit der anderen Polare inzidieren (Nr. 306), ist ersichtlich 
die Schnittkurve mit der erzeugten Fläche F^, Die Geraden- 
Kemkurve T^ wird von den Spuren der Ebenen des einen oder anderen 
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Bündels eingehüllt^ welche sich mit ihren entsprechenden StrahleD 
auf E schneiden. 

Die Ebene E macht die beiden Bündel 0, 0' koUinear in per- 
spektiver Lage; das führt zu einer zweiten EoUineation zwischen den 
Bündeln, in der solche Elemente sich entsprechen^ denen durch, die 
Korrelation Elemente zugeordnet sind, die in der Perspektiven Liage 
einander korrespondieren. Die durch diese EoUineation erzenste 
kubische Raumkunre liefert in ihren in E gelegenen Punkten und 
Doppelsekanten die ausgezeichneten Elemente üy V, TT; u, v, w der 
obigen ebenen Korrelation. U, V, W sind solche Punkte von E, daß 
den Strahlen aus 0, 0' nach ihnen in der Korrelation der Bündel 
Ebenen entsprechen, welche sich auf E schneiden: in u, v, w. In TT,V 
berühren sich K^, f, und u, t; sind die zugehörigen Tangenten; W 
und w sind Berührungspol und Berührungssehne dieser sich doppelt 
berührenden Kegelschnitte. In W laufen alle Strahlen zusammen, 
welche doppelt konjugierte Punkte der ebenen Korrelation yerbinden 
(Nr. 307); der Büschel um W ist daher der zum obigen öe- 
winde gehörige Strahlenbüschel in E. 

Femer ist (Nr. 318) der vierte harmonische Strahl in bezug auf 
die beiden Polaren eines Punktes von E, zugeordnet dem Strahle 
nach ihm aus deren Schnittpunkte, die Polare des Punktes in bezug 
auf die Kernkurve K^. Folglich ist die Ebene von einem Punkte Z 
von E nach der Schnittlinie g der beiden den Strahlen OZ^ 0' Z 
korrespondierenden Ebenen, d. i. die Ebene des Strahlenbüschels aus 
Z an das Gewinde, harmonisch zugeordnet in bezug auf diese beiden 
Ebenen der Ebene ans z nach der Polare von Z nach f ^ Fallt Z 
auf Ä"*, so wird diese Polare die Tangente von Z und, weil z die JP* 
in Z berührt, diese Ebene die Berührungsebene von ^F* in Z, und 
so ergibt sich für einen Punkt Z von F^ nun auch die Ebene 
des Strahlenbüschels des Gewindes als nicht mehr unbestimmt, 
sondern als die vierte harmonische Ebene, die der Berüh- 
rungsebene der i^^ zugeordnet ist in bezug auf die beiden 
den Strahlen OZy 0' Z entsprechenden Ebenen. 

Verändert man die durch den beliebigen Punkt Z gehende Ebene 
E, so enthält die vierte harmonische Ebene immer die Polare von Z 
nach der jeweiligen Schnittkurve K^. 

Die Ebene, welche von einem beliebigen Punkte Z har- 
monisch getrennt ist durch die beiden den Strahlen OZ, 0' Z 
in der Korrelation der Bündel entsprechenden Ebenen, ist 
die Polarebene von Z in bezug auf die erzeugte Fläche 2^. 

Sehen wir nun zu, wie in einer Ebene E, welche durch eine 
Gerade, etwa g, der Fläche F^ gelegt ist, die zweite Gerade von K^ 
sich ergibt und wie die Kemkurve V^ sich gestaltet. Den Ebenen 
Oqj O'g mögen die Strahlen O'Äy OB entsprechen, wo A'j B die 
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Schnitte mit E sind. Weil g der Flache F^ angehört, so begegnen 
sich in jedem Punkte X = F' von ihr Strahlen der Büschel in jenen 
Ebenen mit den entsprechenden Ebenen E', x\ aus O'A'j OB, Die 
Spuren dieser Ebenen bilden also die Büschel Äy B^ und dies Punkte- 
paar JL'S stellt uns die Eernkurve V^ dar. Sie muß aber auch bei 
der zweiten Gerade l sich ergeben. Sei D = Ä, C = jB, so werden 
wir es dabei mit den Büscheln OD, O'C zu tun haben. Die Ebene 
ODX =» Z geht durch OX, also liegt ihr entsprechender Strahl ;ßr' 
in E', welche E in A'X = DX schneidet; folglich liegt der Schnitt- 
punkt L^==l/ s,\x{ DXy mithin auf E und infolgedessen auf Z. Alle 
diese in E gelegenen Schnittpunkte müssen in der Ebene des Strahlen- 
büschels Yon 0' liegen, der dem Ebenenbüschel OD entspricht^ und 
ihr Schnitt mit E ist die zweite Gerade l. 

Die Ebene ODB, die durch die Doppellinie Ä'B = DC' unseres 
Punktepaars geht, deren Schnitt, mit g, U sei, geht durch OB, also 
liegt ihr entsprechender Strahl in O'g^ der Begegnungspunkt; der auf 
1 liegen muß, kann also nur U sein. Der Doppelpunkt des Geraden- 
paars K^=gl liegt auf der Doppellinie des Punktepaars Tg; dies 
repräsentiert die doppelte Berührung. 

Aber der Büschel O'C muß auch zu dieser zweiten Gerade l 
führen. Der Punkt L\ der sich bei dem beliebigen Punkte X = F' 
Ton g ergab und daher ein beliebiger Punkt von l ist, der Schnittpunkt 
der Ebene ODX^l und ihres entsprechenden Strahls z'=0'L\ sei 
auch mit M bezeichnet. Wir schneiden C'L'= BM mit g 'm Z^T\ 
in welchem der Strahl O'T' und die entsprechende Ebene OBZ sich 
begegnen. Die Ebene OVT' geht durch O'T und durch 0'L\ also 
liegt ihr entsprechender Strahl in OBZ und in ODX] folglich ist er 
der Strahl von nach dem Schnittpunkte M ^ L' von BZ und DX. 
WJihrend also in den Punkten von g sich Strahlen aus und 0' 
mit den entsprechenden Ebenen aus den Büscheln 0'Ä\ OB schneiden, 
begegnen sich in denjenigen von l Strahlen aus 0, 0' mit den ent- 
sprechenden Ebenen aus den Büscheln 0'C\ OD-^ wobei C'^B, 
D = A ist. 

Im Doppelpunkte von K^ vereinigen sich U, F, in der Doppel- 
linie von r2 Uj v. Damit W, w Pol und Polare in bezug auf beide 
ausgearteten Kurven sind, muß W der vierte harmonische Punkt zum 
Doppelpunkte des Geradenpaars in bezug auf die beiden Punkte des 
Punktepaars und w der vierte harmonische Strahl zur Doppellinie 
des Punktepaars in bezug auf die beiden Geraden des Geradenpaars 
aein^). 

Die beiden korrelativen Bündel 0, 0' führen aber noch zu einem 393 
andern Erzeugnisse. Zwei konjugierte Elemente sind stets gegenseitig 



1) Math. Annalen, Bd. 19, S. 467. 

Sturm, Geomotr. VerwandtoohAf ten. n. 14 
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konjugiert; und da jede Ebene yon oder 0' oo^ konjugierte Ebenen 
im andern Bündel hat, so erhalten wir oo' Paare konjugierter 
Ebenen und daher oo^ Schnittlinien^ welche einen Komplex 
erzeugen^). Ein Punkt P bestimmt zwei Strahlen in den Bündeln; 
die Büschel um sie sind projektiy mit konjugierten Ebenen ab ent- 
sprechenden: jeder dieser Büschel ist perspektiv zu dem Strahlen- 
büschel, welcher in der Korrelation dem andern entspricht. Sie 
erzengen den zum Komplexe gehörigen Kegel (P). Der 
Komplex ist also 2. Grades. Die Komplexkurye (TT) in einer 
Ebene TT ist die oben besprochene Geraden-Kernkurye f, der 
ebenen Korrelation, welche die Bündel in TT heryorrufen. 
Denn jede Ebene i yon 0^ welche yon einer zu ihr konjugierten aus 
0' in einer in TT befindlichen Gerade g getroffen wird, wird auch von 
dem entsprechenden Strahle x' auf dieser Gerade g getroffen; so daß 
g, als Spur der E in H, den ihr in jener Korrelation entsprechenden 
Punkt, die Spur yon x'y enthält, also Tangente yon f^ ist 

Die beiden Strahlenbündel 0, 0' gehören ganz zum Kom- 
plexe; denn in jedem Strahl yon schneidet sich die Ebene aus dem 
gemeinsamen Büschel um 00\ die ihn enthalt, insofern sie zu 0' 
gehört, mit einer yon den konjugierten Ebenen. Folglich zerfallt Ln 
jeder Ebene yon oder 0' die Komplexkurye in zwei Strahlenbüschel, 
yon denen der eine den Bündelscheitel, der andere den Schnittpunkt 
mit dem entsprechenden Strahle üi 0' oder zum Scheitel hat, durch 
den ja alle konjugierten Ebenen gehen. Eine Ebene, deren Komplex- 
kurye (in einem Komplexe 2. Grades) in ein Punktepaar (Strahlen- 
büschel-Paar) ausartet, heißt eine singulare Ebene des Komplexes. 
Außer den Bündelebenen sind auch die Tangentialebenen 
der durch die korrelativen Bündel 0, 0' erzeugten Fläche 
F^ Singular; denn wir fanden, daß auch in diesen die beiden Kem- 
kuryen der ebenen Korrelation ausarten, insbesondere f,, was uns 
jetzt mehr interessiert. 

Ebenso haben wir singulare Punkte, deren Komplexkegel in 
zwei Strahlenbüschel zerfällt. Jeder Punkt von F^ ist ein solcher 
Punkt, weil in ihm sowohl eine Ebene von 0, als eine yon 0' sich 
mit dem entsprechenden Strahle begegnet; was zu einem Büschel von 
Komplexstrahlen in der einen und der andern Ebene um den Punkt 
führt. Das Zerfallen kommt hier dadurch zustande, daß die beiden 
erzeugenden Ebenenbüschel um die im Punkte sich schneidenden Bündel- 
strahlen sich in ausgearteter Projektiyiiät befinden, und zwar so, daß 
die beiden entsprechenden Ebenen die singulären Ebenen sind und jede 
vom andern Ebenenbüschel in einem Strahlenbüschel geschnitten wird. 



1) Hirst in: CoUectanea matheznatica in memoiiam Ghelinr, S. 61; Pro- 
ceedings of the London Mathematical Society, Bd. 10, S. 181. 
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Es gibt im BüBchel 00' zwei sich selbst konjugierte Ebenen u) 
und w^, die Berüknuigsebenen durch 00' an die Flache F*. Jede 
Oerade in einer solchen Ebene ist daher Schnittlinie zweier identischer 
konjxi^erter Ebenen^ also Eomplexstrahl; der Komplex enthält 
mithin auch zwei ToUe Strahlenfelder uü und ay^, und jeder 
Punkt von u) und (D^ ist singulär: der eine Strahlenbüschel fällt 
immer in w, bzw. uj^. Die beiden erzeugenden projektiyen Ebenen- 
büBchel sind diesmal perspektiy, und der zweite erzeugte Strahlen- 
büschel li^ in der Perspektivitätsebene. 

!Bs sei (Sj C) ein Strahlenbüschel des Komplexes ^ der nicht zu 
einem der Bündel 0, 0' oder zu einem der Felder u), w^ gehört; dann 
liegt sein Scheitel entweder auf tu oder ui^, oder auf F^ und seine 
Ebene geht durch oder 0\ oder berührt FK In der Tat, der 
Komplexkegel (S) muß zerfallen in (S, a) und einen zweiten Strahlen- 
büschel. Dieser ist das Erzeugnis der beiden projektiven Ebenen- 
büschel OS, O'Sj in denen konjugierte Ebenen entsprechend sind. 
Entweder kommt das Zerfallen durch Perspektive Lage zustande: dann 
wird die gemeinsame Ebene 00' 8 sich selbst konjugiert; der Scheitel 
S liegt in einer der Ebenen u), w^, und in diese fällt der zweite 
StraMenbüscheL Oder das Zerfallen wird durch ausgeartete Projek- 
tivitöt bewirkt; es gibt in jedem der beiden Büschel eine singulare 
Ebene, welcher alle Ebenen des andern Büschels konjugiert sind, so 
daß die Axe desselben der ihr entsprechende Strahl ist Im Punkte 
8 treffen also OS und O'S ihre entsprechenden Ebenen, und er ist 
ein Punkt von F^, Die beiden singulären Ebenen, welche die von 8 
ausgehenden Strahlenbüschel enthalten, sind Ebenen der Bündel 0, 0'. 
Umgekehrt, wenn die Ebene a zu einem der beiden Bündel 0, 0", 
etwa zu 0, gehört, so entsteht der nicht zu gehörige Büschel (5, c) 
des Komplexes dadurch, daß (T von allen ihr konjugierten Ebenen 
geschnitten wird; nach 8 geht der entsprechende Strahl und die 
Projektivität zwischen den Ebenenbüscheln 05, O'S ist ausgeartet: 
mit den beiden diesen Strahlen entsprechenden Ebenen als singulären. 
Im andern Falle aber trifft sich in jedem Strahle x von (ßy a) 
eine andere Ebene von OS je mit der konjugierten in O'Sy die sich 
auch ändert: die Projektivität ist nicht ausgeartet; da aber ein Strahlen- 
büschel erzeugt wird, muß Perspektive Lage stattfinden; die Ebene 
OO'/Sf ist sich selbst konjugiert; folglich liegt S in einer der Ebenen 
ui, ui^. Wenn in x sich zwei konjugierte Ebenen schneiden, so wird 
diese Gerade auch von den beiden Strahlen getroffen, die den beiden 
Ebenen in der Korrelation entsprechen. Und die beiden Treffpunkte 
sind Punkte des Schnitts der Ebene c mit F^, Die beiden entspre- 
chenden Strahlen bewegen sich aber in den Strahlenbüscheln von 0' 
und 0, welche den Ebenenbüscheln OS, O'S entsprechen, die Treff- 
punkte also auf den Geraden, in denen a von den Ebenen dieser 
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Büschel geschnitten wird. Die Ebene c schneidet F^ in einem 
Geradenpaare und ist Berührungsebene. 

Also gilt für die Scheitel und Ebenen der Strahlen- 
büschel (ßj (5) oder für die singnlären Punkte und Ebenen 
des Komplexes folgendes: 

Die singulären Punkte liegen entweder auf uj, uj^ oder 
auf J^. Im ersten Falle fällt der eine Strahlenbüschel in 
die Ebene m), m)^, die Ebene des andern berührt JP'. Im 
zweiten Falle sind die beiden Büschel in Ebenen der Bündel 
Oj 0' gelegen. 

Die singulären Ebenen gehören entweder zu den Bün- 
deln 0, 0' oder berühren JP*. Im ersteren Falle ist einer 
der Büschel auch im Bündel befindlich^ der Scheitel des 
andern liegt auf F^, Im andern Falle liegen die beiden 
Scheitel in uü und tü^. 

Die singulare Fläche des Komplexes, der Ort ihrer singulären 
Punkte und Ebenen^), besteht aus der Fläche J^^ und dem Ebenen- 
Punkte-Paar (u), cüj; 0, 0'), ist also 4. Ordnung und 4. Klasse; wie 
dies für einen Komplex 2. Grades erforderlich ist. 

394 Den gemeinsamen Strahl der beiden Komplex - Strahlenbüschel 

aus einem singulären Punkt oder in einer singulären Ebene nennt 
man den diesem Punkte, dieser Ebene zugehörigen singulären 
Strahl. 

Für die einem der beiden Bündel 0, 0' angehörigen sin- 
gulären Ebenen gehört der singulare Strahl ebenfalls dem 
Bündel an; und jeder Strahl des Bündels ist singulärer 
Strahl; denn eine von seinen Ebenen wird auf ihm vom entsprechen- 
den Strahle getroffen; dadurch wird er in ihr Doppellinie des Kom- 
plex-Pimktepaars; der eine Punkt desselben ist der Bündelscheitel, der 
andere Punkt ist der zweite Schnitt mit F^, In einer singulären 
Ebene, welche F^ berührt, ist das Geradenpaar, in dem sie jP^ schnei- 
det, die Punkt-Kemkurre K^, das Komplex -Punktepaar die Geraden- 
Kemkurve T^ der durch die Bündel hervorgerufenen Korrelation: wir 
wissen, die Doppellinie des letzteren geht durch den Doppelpunkt 
des ersteren; d. h. der singulare Strahl einer die F^ berühren- 
den singulären Ebene geht durch den Berührungspunkt und 
tangiert in ihm die Fläche J^'. 

Für einen singulären Punkt, der in einer der Ebenen u), 
uj^ sich befindet, liegt der singulare Strahl ebenfalls in der- 
selben, und jeder Strahl dieser Ebene ist singulärer Strahl; 



1) Die Identität der beiden Orter allgemein nachzuweisen, ist Sache der 
Liniengeometrie; vgl. meine Liniengeometrie, Bd. 8, Nr. 622 ff. 
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denn es geht durch ihn eine zweite Berührungsebene an F*, von 
deren beiden singulären Punkten der eine auf ihm liegt. 

Die beiden Strahlenbüschel aus einem Punkte S Ton F^ liegen 
in den Ebenen^ welche den Strahlen OS, O'S entsprechen; wir wissen 
(Nr. 390)^ daß ihre Schnittlinie, der zu S gehörige singulare 
Strahl, die Fläche F^ in S berührt. 

Wenn S und <J als Punkt und Berührungsebene von jF* 
zusammengehören, so bekommen wir beidemal als singu- 
lären Strahl die nämliche Tangente. Denn seien g, l die beiden 
in S sich schneidenden Geraden der Fläche, welche in a die Kern- 
kurve K^ bilden, so gehen (Nr. 392) die Strahlen in 0', 0, welche 
den Ebenen Og, O'g entsprechen, durch die beiden Punkte S^, S^ 
von f], dem singulären Paare in (T, und die Strahlen in 0, 0', welche 
den O'Z, Ol entsprechen, ebenfalls durch diese Punkte; dem Schnitt- 
strahl OS'^iOgj Ol) entspricht daher die Ebene O'S^^S^ und dem O'S 
die Ebene 08^8^\ ^1^27 ^^^ singulare Strahl von a, ist also auch der 
singulare Strahl von S, 

Wir haben dreierlei singulare Strahlen: die Strahlen 
von 0, 0', jeder einer gewissen Ebene des Bündels zugehörig, 
die Strahlen in uj, uj^, jeder einem gewissen Punkt dieser 
Ebene zugehörig, und singulare Strahlen, welche F^ be- 
rühren, jeder sowohl dem Berührungspunkte, als der Be- 
rührungsebene zugehörig. 

Wir woUen uns jetzt überzeugen, daß der Komplex und die Fläche 39^ 
F^ auch in dualer Weise durch zwei korrelative Felder in u), Wi 
(falls diese reell sind) erzeugt werden kann. 

Einem Punkte X von u) ordnen wir in uj^ die Schnitt- 
gerade x^ mit der Ebene des zweiten von ihm ausgehenden 
(nicht in w gelegenen) Strahlenbüschels zu; er entsteht durch 
Perspektive Lage der beiden Büschel konjugierter Ebenen OX, O'X 
und liegt in der Perspektivitätsebene; diese berührt F^. 

umgekehrt, einer Gerade x^ von w^ ist der in w gelegene 
singulare Punkt X in der zweiten Berührungsebene ü von F^, 
welche von x^ außer w^ an sie geht, zugeordnet. Jeder von einem 
Punkte von x^ ausgehende und nicht in w^ gelegene Eomplex-Strahlen- 
büschel hat einen seiner Strahlen in dem Komplex-Büschel um X in 
a; weil durch jeden Punkt von x^ ein Strahl von (X, a) geht und 
der erwähnte von dem Punkte ausgehende Strahlenbüschel alle nicht 
in uj^ fallenden dem Komplexe angehörigen Strahlen enthält. Infolge- 
dessen gehen die Ebenen aller dieser von den verschiedenen Punkten 
von Xi ausgehenden Strahlenbüschel des Komplexes durch den Punkt X. 
IJnd in gleicher Weise erkennt man, daß, wenn X in w sich auf 
einer Gerade x bewegt, dann die je von ihm ausgehenden Komplex- 
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Strahlenbüschel, die nicht in uj liegen und welche in w^ die ent- 
sprechenden Geraden x^ einschneiden, sich in Ebenen befinden, welche 
alle durch den auf ui^ gelegenen singularen Punkt der zweiten Be- 
rühmngsebene aus x fm F^ gehen. 

Damit ist erkannt, daß die beiden Felder w und ui^ korre- 
lativ sind und daß die Ebenen, welche entsprechende Ele- 
mente verbinden, die Fläche F^ umhüllen, so daß diese in 
dualer Weise entsteht als oben durch korrelative BündeL 

Der Tangentialkegel aus einem Punkte ist der Ebenen-Eemkegel 
der beiden korrelativen Bündel, welche aus ihm die beiden Felder 
projizieren. 

Pol einer beliebigen Ebene l, in bezug auf jP', ist der 
Punkt, der von ihr durch die beiden Punkte harmonisch 
getrennt wird, die den Schnittlinien Zw, 21u)| je in der andern 
Ebene entsprechen. Insbesondere liegt der Mittelpunkt der 
Fläche in der Mitte zwischen denen der beiden Felder. 

Ein beliebiger Strahl des Komplexes gehört zu dem nicht 
in u) gelegenen Komplex-Strahlenbüschel aus seinem Schnittpunkte X 
mit ui und trifft deshalb die ihm in dieser Felder- Korrelation zuge- 
ordnete Gerade x^ in uü^, verbindet also zwei konjugierte Punkte 
der beiden Felder; und der Komplex entsteht in dualer Weise zur 
ursprünglichen Erzeugungs weise; der Komplexkegel aus einem Punkte 
ergibt sich jetzt auch als Kemkegel einer Bündelkorrelation. 
396 Der Komplex hat fünf ausgezeichnete Strahlen, nämlich 

die vier Geraden auf jP*, welche durch und 0' gehen: g^, 
Iq, g^j Iq und von denen g^, Iq in u), l^, g^ in uj^ liegen, und 
die Geriftde o = 00'= ujuJi. 

In der Korrelation der Bündel sind g^ und l^' die der Ebene u), 
2o und g^ die der Ebene uj^ entsprechenden Strahlen, in der Korre- 
lation der Felder sind g^ und l^ die dem Punkte und l^' und g^' 
die dem Punkte 0' entsprechenden Geraden. In jener hat jede Ebene 
durch g^ ihren entsprechenden Strahl in w, der sie also auf g^ trifft; 
so daß g^ die Doppellinie des Komplex-Punktepaars in der Ebene ist, 
von dem der eine Punkt 0, der andere dieser Treffpunkt ist. Ebenso 
ist g^f wie die duale Betrachtung zeigt, Doppellinie des Komplex- 
Ebenenpaars eines jeden Punktes auf ihr. 

In jeder Ebene durch o liegen zwei Komplexbüschel mit den 
Scheiteln 0^0'] die Doppellinie ist o. Ebenso sendet jeder Punkt 
von zwei in u), u)^ befindliche Büschel aus, welche ebenfalls o zur 
Doppellinie haben. 

Indem so für jeden Punkt und jede Ebene, welche mit 
einem der fünf ausgezeichneten Strahlen inzidieren, der 
Komplexkegel und die Komplexkurve so zerfällt, daß der 
Strahl die Doppellinie oder der zugehörige singulare Strahl 
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ist, hat jeder durch ihn gelegte Strahlenbüschel in ihm zwei 
vereinigte Strahlen mit dem Komplexe gemein. Deshalb 
sind die fünf Strahlen als Doppelstrahlen des Komplexes 
zn bezeichnen^). 

Diejenigen singulären Strahlen des Komplexes, welche 397 
die Fläche F' tangieren nnd zugleich zum Berührungspunkte 
und zur Berührungsebene gehören^ erzeugen eine Kongruenz, 
deren Ordnung und Klasse dieselbe ist^ wegen der beiden dualen 
Erzeugungen des Komplexes und der Fläche. Wir erinnern , ein 
solcher singularer Strahl , gehörig zum Punkte 8 der Flache, ist die 
Schnittlinie der beiden Ebenen^ welche den Strahlen 0£>, O'S ent- 
sprechen. Den Ebenen der beiden Bündel, die durch einen Punkt P 
gehen und daher durch OPj O'P, entsprechen Strahlen zweier Büschel; 
die Schnittlinie der Ebenen derselben hat mit jP' zwei Punkte gemein- 
sam. Die Strahlen aus und 0' nach einem von ihnen entsprechen 
Ebenen durch O'P, OP, also mit einer durch P gehenden Schnitt- 
linie; folglich ist unsere Kongruenz 2. Ordnung und, wie oben 
gesagt, auch 2. Klasse. Ihre Strahlen in einer beliebigen Ebene 
sind die beiden Geraden ti, v der ebenen Korrelation in ihr, zugehörig 
als singulare Strahlen zu den Punkten U, F, die ja auf der Kem- 
kurve JT* und daher auf F^ liegen. 

Die vollständige Kongruenz der singulären Strahlen 
besteht aus dieser Kongruenz, den beiden Strahlenbündeln 
0, 0' und den beiden Strahlenfeldern uj, w^, ist also 4. Ordnung 
4. Klasse; wie das für einen Komplex 2. Orades notwendig ist^). 

Wann entsteht durch zwei korrelative Bündel ein Kegel 398 
2. Grades? Es müssen dann g^ und Zq, Iq und g^^ also uü und uü^ 
sich vereinigen. 

Spitze des Kegels ist der Schnittpunkt der Kanten g^^ g^\ längs 
deren die Ebenen t und t' berühren, also der Schnittpunkt tt'u). Ist 
wieder I die zweite Gerade der Fläche in einer Ebene H durch g^, so 
treffen g^ und Z, im allgemeinen Falle, die Gerade It\ wo sie von uj 
und ui] geschnitten wird, also jetzt beide im Punkte F, in dem g^ 
jene Gerade oder t' trifft. Mithin laufen, wie es beim Kegel not- 
wendig ist, alle l in den Punkt F zusammen. 

Die von einem Punkte X von uü ausgehende Ebene, welche in uü^ 
die in der Korrelation der Felder korrespondierende Gerade x^ schnei- 
det, war Tangentialebene der F\ geht also, da beim Kegel der Bündel 

1) LinieDgeometarie, Bd. 3, Nr. 766 und 814—816. — Dort wird ge2eigt, daß 
der Komplex auch entsteht durch alle Strahlennetze, deren Leitgeraden ent- 
sprechende Greraden sind in einer Begelschar und einem Strahlenbüschel, die 
einen Strahl gemeinsam haben und so projektiv sind, daß dieser Strahl sich 
selbst entspricht. 

2) Liniengeometrie, Bd. 8, Nr. 524. 
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durch den Scheitel (doppelt gerechnet) den Inbegriff der Tangential- 
ebene darstellt, stets durch die Spitze^ schneidet daher in die mit uj 
identisch gewordene uü^ eine Gerade Xi ein, die durch X und V geht. 
Die Korrelation ineinander liegender Felder ist ausgeartet^ derartig 
daß jedem Punkte des einen (oder andern) Feldes eine durch ihn und 
einen festen Punkt gehende Gerade korrespondiert; wir werden mit 
dieser sehr speziellen Ausartung zu tun haben. Die duale Erzeugxing 
des Kegels versagt. 

Liegen zwei korrelative Felder iu, uü^ mit der Spezialität Tor, 
daß die projektiven Punktreihen konjugierter Punkte auf der Schnittlinie 
nur ein Koinzidenzelement 0^0' haben, so ist Erzeugnis der Inb^riff 
der oo^ Tangentialebenen eines Kegelschnitts; die konzentrischen Bündel 
um 0^0' befinden sich in analoger ausgearteter Korrelation. 
399 Bei zwei konzentrischen Bündeln in allgemeiner Korre- 

lation ist Erzeugnis der Strahlen-Kernkegel, dessen Kanten 
in die entsprechenden Ebenen fallen, und bei in derselben 
Ebene gelegenen korrelativen Feldern die Geraden-Kernkurve. 

Verschieben wir den einen von zwei korrelativen Bündeln 0, O' 
parallel, bis er — als Bündel 0^' — mit dem andern konzentrisch 
wird, so geht der Strahlen-Kemkegel, der sich dann ergibt, nach dem 
unendlich fernen Schnitt der F^y des Erzeugnisses der Bündel in der 
ursprünglichen Lage. Wir wollen den ihn repräsentierenden Polar- 
bündel herstellen, um im Falle einer elliptischen Fläche — für 
den es allein notwendig ist — zu entscheiden, ob jener Schnitt 
reell oder reell-imaginär, die Fläche ein zweimanteliges Hyper- 
boloid oder ein Ellipsoid ist. 

Nach Nr. 318 (auf den Bündel übertragen) hat man die Polar- 
ebene t in diesem Polarbündel zu einem Strahle jer~a: = y/ von 
= Ol' folgendermaßen zu konstruieren: wenn H/, ti die beiden Polar- 
ebenen des Strahls sind {y^' und £j' sind parallel zu y und E' von O'), 
so ist die Polarebene die vierte harmonische Ebene durch ^^x\ in 
bezug auf diese Ebenen i^ und r\ zu der Ebene nach b. Wir können 
also ein Polardreikant ahc herstellen; dazu werde ein weiteres Paar 
Py TT von Polarstrahl und Polarebene konstruiert. Wenn dann die 
Ebenen ic, ca, ah von tt in a\ V, c\ von p(a, fe, c) bzw. in a", V\ c" 
geschnitten werden, so hat man festzustellen, ob von den Involutionen 

ocy a a ; ca, oo ; ab, c c 

nur eine elliptisch ist oder alle drei; danach ist der Basiskegel imd 
die unendlich ferne Kurve von F^ reell oder reell-imaginär. 

In Nr. 342 wurde angegeben, wie — direkt oder mit Hilfe eines 
orthogonalen Polarbündels und einer konzentrischen Homologie, deren 
Axe und Ebene normal sind — ein Polarbündel TT hergestellt 
werden kann, dessen Basis ein Botationskegel ist. 
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Verschiebt man nun den einen der beiden vereinigten 
Bündel parallel, so ergibt sich als Erzeugnis der beiden 
nicht naehr konzentrischen korrelativen Bündel eine Bota- 
tionafläche 2. Grades. 

Allgemeiner aber wird die Konstruktion, wenn man zu 
dem Polarbündel TT eine nicht involutorische Korrelation 
ineinanderliegender Bündel herstellt, zu deren Strahlen- 
Kernkegel TT als Polarbündel gehört, und dann die Bündel 
durch. Parallelverschiebung trennt. 

In der Ebene ist (Nr. 309) gezeigt worden, wie dies geschieht, 
wofern der Kegelschnitt K^ und die Elemente U, F, w, v reell sind. 
In unserm Falle sind die den letzteren Elementen entsprechenden 
Sirahlen und Ebenen imaginär und der Kegel kann es auch sein. 
Wir werden uns später (Nr. 425) von dieser Beschränkung frei 
machen. 

Die Verallgemeinerung ist notwendig; denn nicht jede 
zwei korrelativen Bündel, welche eine Rotationsfläche 2. Gfrades er- 
zeugen, führen, parallel ineinander geschoben, zu einem Polarbündel. 
Sehen wir aber zu, was wir mit unserm speziellen Falle 
erreicht haben. 

Wenn zwei korrelative Bündel und 0' so beschaiSen sind, daß 
sie, parallel ineinander geschoben, einen Polarbündel ergeben, so sind 
die beiden Ebenen t und t', welche der Verbindungslinie der Scheitel 
entsprechen, parallel, weil sie sich durch die Verschiebung vereinigen; 
folglich sind und 0' auf der erzeugten Fläche Endpunkte 
eines Durchmessers. 

Jedes Polardreikant des Polarbündels liefert zwei parallele ent- 
sprechende Dreikante der korrelativen Bündel 0, 0\ deren Korrespon- 
denz so ist, daß jeder Kante des einen oder andern am zweiten die- 
jenige Ebene entspricht, welche der parallelen Kante gegenüberliegt. 
Diese beiden Dreikante bilden ein Parallelopiped, dessen acht Ecken auf 
der Fläche liegen, weil in jeder zwei korrespondierende Elemente sich 
schneiden. Der Mittelpunkt dieses Parallelopipeds, d. i. der Kon- 
kurrenz- und Mittelpunkt der vier Diagonalen zwischen den Gegen- 
ecken, zeigt sich als Pol der unendlich fernen Ebene in bezug auf 
die Fläche, mithin als ihr Mittelpunkt, und der unendlich ferne Punkt 
von je vier parallelen Kanten als Pol der Ebene, welche sie halbiert; 
es ist dadurch ein Polartetraeder der Fläche entstanden, und 
die Kanten und Seitenflächen des Parallelopipeds, abo auch die Kanten 
und Ebenen des Polardreikants des Polarbündels, von dem wir aus- 
gingen, sind zu drei konjugierten Durchmessern der Fläche und ihren 
Ebenen paraUeL 

Wir legen am einfachsten denjenigen Polarbündel zu Grrunde, 
welcher der Fläche um ihren Mittelpunkt zugeordnet ist, und ver- 
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schieben die beiden korrelativen Bündel parallel, so daß die Scheitel 
in die Endpunkte eines Durchmessers kommen. 

Die acht Ecken des Parallelopipeds sind, als Schnittpunkte Ton 
drei Ebenenpaaren, acht assoziierte Punkte, sind also auf allen Flaeh^i 
eines Netzes gelegen. Das stimmt auch damit, daß für die Korrelation 
der Bündel um die beiden Gegenecken 0, 0' das Parallelopiped erst 
drei Paare entsprechender Elemente liefert (aus denen drei andere 
folgen) (Nr. 390). Wir werden später (Nr. 424) finden, daß jede 
Fläche 2. Ordnung aus zwei Punkten auf ihr durch oo^ Korrelationen 
erzeugt wird; sind dies Endpunkte eines Durchmessers, so hat nur 
eine unter ihnen die Spezialität, mit der wir uns jetzt beschäftigen, 
daß nämlich die korrelativen Bündel, parallel ineinander geschoben, 
einen Polarbündel ergeben^). 

1) Vgl. hierzn: G. Müth, Die projektive Erzeagong der Botationsflächen 
2. Grades. Dissertation von Breslau 1905. 



Vierter Teil. 

Ansartangeii der Korrelation und Kollineation, Abzahlungen, 

lineare Systeme. 

§ 60. Ansartnngen der Korrelation nnd Kollineation. 

Die einfachste Bestimmung der KoUineation oder Korrelation 400 
"WBT die, daß fQr vier gegebene gleichartige Elemente des einen Ge- 
bildes die entsprechenden im andern ebenfalls gegeben sind. Nehmen 
-wir an^ was im allgemeinen nicht eintritt, daß von den vier Elementen 
des einen Gebildes drei linear liegen, d. h. demselben linearen Gebilde 
erster Stufe angehören. Es sei der FaU zweier korrelativer Felder 
X, Z' betrachtet, und vier Punkten A, B, C, D von Z seien die 
Oeraden a, b\ e\ d' in T' zugeordnet; je nachdem die lineare Lage 
in Z oder Z' statt hat, werden zwei wesentlich verschiedene 
Ausartungen eintreten. Es mögen also erstens B, Cf D in einer 
Gerade a liegen. Nach der Vorschrift von Nr. 264 (für den Fall der 
Korrelation modifiziert) haben wir zwei Projektivitaten herzustellen: 
91 zwischen dem Büschel A und der Punktreihe a, 93 zwischen B 
und V. Auf jene, in welcher den Strahlen Ä{B, C, D) die Punkte 
a(b'y c, cT) entsprechen, hat die lineare Lage keinen Einfluß, sie 
bleibt allgemein. Wir heben sofort hervor, daß sie zu einer Projek- 
tivität ^ zwischen der mit dem Büschel A Perspektiven Punktreihe a 
und der Punktreihe a' führt, in der den Punkten B, (7, D die Punkte 
a(b\ c\ et) homolog sind. Diese allgemeine Projektivität wird für 
die ausgeartete Korrelation, deren Korrespondenz gewissermaßen durch 
sie reguliert wird, wichtig, sie heiße deshalb die charakteristische 
Projektivität derselben. 

In der Projektivität 95 sollen den B(Ay C, D) die 6'(a', c, d) 
entsprechen; da aber BG und BD identisch, beide a, und Vc^ V dl 
verschieden sind, so ist (Nr. 66) diese Projektivität eine ausgeartete; 
a und Vd sind die singulären Elemente, denen je alle Elemente im 
andern Gebilde entsprechen. 

In Z sind primäre Elemente die Punkte, in Z' die Geraden. Zu 
jedem Punkte X von Z findet man die entsprechende Gerade x als 
die Verbindungslinie der beiden Punkte auf a\ h\ welche in % und 33 
den Strahlen AXy BX entsprechen. Liegt X beliebig in Z (außer- 
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halb a), so entspricht dem AX in % ein bestimmter Punkt X' auf 
a, der sich nicht ändert^ wenn X auf demselben Strahle durch Ä 
bleibt^ nnd der im allgemeinen von aV verschieden ist; dem SX^ 
der vom singularen Strahle a verschieden ist, entspricht der singulare 
Punkt b'a'] die zu verbindenden Punkte liegen daher beide auf a, 
also ist diese die X entsprechende Gerade. 

Liegt X aber auf a, so wird der dem ÄX in 91 entsprechende 
Punkt X' auf a der dem Punkte X von a in S^ korrespondierende 
Punkt X'; dem nun mit a, dem singularen Strahle des Büschels Bj 
identischen Strahle BX entspricht auf 6' jeder beliebige Punkt; folg- 
lich ist die Verbindungslinie unbestimmt jeder Strahl durch jenen 
bestimmten Punkt X'. 

Betrachten wir jetzt die sekundären Elemente^ die Geräden in Z 
und die Punkte in Z'. 

Eine Gerade o; in Z haben wir dabei als Punktreihen-Trager und 
den entsprechenden Punkt als Scheitel des entsprechenden Strahlen* 
büschels anzusehen; den vom Schnitte ax verschiedenen Punkten von 
X entspricht, infolge des obigen Ergebnisses, immer die Gerade a, 
dem ax allein der ganze Strahlenbüschel um den dem ax in der Pro- 
jektivität S^ entsprechenden Punkt X' auf a'; das ist also der ent- 
sprechende Punkt von x, und die Projektivitat zwischen der Punkt- 
reihe X und dem Büschel X' ist so ausgeartet, daß ax und a die 
singularen Elemente sind. 

Fällt aber die Gerade in die a hinein, so korrespondiert jedem 
ihrer Punkte ein ganzer Strahlenbüschel, dessen Scheitel auf a' liegt 
Jeder Punkt der Ebene ist Scheitel eines Strahlenbüschels, dessen 
Strahlen den einzelnen Punkten von a entsprechen und zwar in all- 
gemeiner Projektivitat, wobei der Strahl des Büschels je nach dem 
Punkte auf a' geht, welcher dem Punkte von a in ^q homolog isi 

Wir fassen zusammen: 

Wir haben zwei singulare Geraden a, a' erhalten, in 
jedem Felde eine, sowie eine Projektivitat %^ zwischen ihnen, 
die charakteristische, und die Korrespondenz der Elemente 
in der ausgearteten Korrelation ist die folgende: 

1. Einem beliebigen Punkte von Z entspricht die singu- 
lare Gerade a' in Z'; 

2. einem auf der singularen Gerade a von Z gelegenen 
Punkte X ein unbestimmter Strahl durch den Punkt X' auf 
der singularen Gerade a\ der dem Xin der charakteristischen 
Projektivitat ^ homolog ist; 

3. einer beliebigen Gerade o; in Z der Punkt auf a', der 
dem Schnitt ax in S[q korrespondiert; 

4. der singularen Gerade a jeder beliebige Punkt in I'. 
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£s empfiehlt sich zur Bestätigung, die Betrachtung zu wieder- 
holen^ indem vom Felde Z' ausgegangen und mit dessen primären 
Elementen, den Geraden, begonnen wird. 

Da fQr die beiden Felder Gleichartiges sich ergeben hat, so können 
wir das Ergebnis kürzer fassen: 

1. Es entsprechen sich ein beliebiger Punkt von £ oder 
Z' und die singulare Gerade a oder a; 

2. eine beliebige Gerade x oder x' und der Punkt auf d 
oder a, der dem Schnitte aXy bzw. dx in der charakteristi- 
sclien Projektirität %^ homolog ist. 

Im ersten Falle ist die Projektivität der Gebilde 1. Stufe, die 
Yon den entsprechenden Elementen getragen werden, allgemein, im 
zweiten ausgeartet. 

Man überzeuge sich, daß dieselben Resultate sich ergeben, wenn 
die ProjektiTität % durch diejenige zwischen den Gebilden ersetzt 
wird, die von entsprechenden Elementen der ersten Art, oder S3 durch 
diejenige zwischen den Gebilden, die yon entsprechenden Elementen 
der zweiten Art getragen werden. 

Zur Bestimmung unserer ausgearteten Korrelation 
reichen hin: die beiden singulären Geraden und die Projek- 
tivität zwischen ihren Punktreihen. 

Dualisieren wir beide Felder, so haben wir in Z vier Geraden 
a, 6, c, dy von denen 6, c, d durch einen Punkt A gehen, und ihnen 
entsprechend in Z' vier Punkte A^ J9', C, D'. 

Wir erhalten dann zwei singulare Punkte Ay AI und 
eine Projektivität S(q zwischen ihren Büscheln, und es ent- 
sprechen sich: 

1. eine beliebige Gerade in Z oder Z' und der singulare 
Punkt Ä oder A\ 

2. ein beliebiger Punkt X oder X' und der Strahl durch 
A oder Ay welcher in der Projektivität %^ dem Strahle JLX, 
hzw. JL'X' homolog ist. 

Nach Hirst^) wird die erste Ausartung axiale, die andere zen- 
trale Korrelation genannt. 

Zur zentralen gelangt man auch auf folgende Weise. Im ersten 
Felde seien A und D zusammengefallen, jedoch so, daß 2) auf be- 
stimmter Gerade d m A gerückt ist, dann ist die Projektivität %\ 

A(By C, d) 7\ a\b'y c'y d') 

allgemein, hingegen 33 artet aus, weil BA und BD sich vereinigt 
haben; dieser Strahl und Vc sind die singulären Elemente von 93. 



1) Proceed. of the London Mathem. Soc, Bd. 8, S. 262. 
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Daraus ergibt sich eine zentrale Korrelation mit den singolaren Punkten 
Ä und Vc und der charakteristischen Projektiyitat ft^i 

A{B, C, d)7\ Vc\V, c\ a'dy 

Die Vereinigung von a, d' mit bestimmtem Schnittpunkte fahrt 
zu einer axialen Korrektion. 

Bei einer zentralen Korrelation muß von zwei konja- 
gierten Geraden die eine durch den singulären Punkt gellen^ 
und bei einer axialen von zwei konjugierten Punkten der 
eine auf die singulare Oerade fallen. 
401 Dualisiert man bloß das eine Feld, etwa in beiden Fallen das 

zweite ; so daß man Tier Punkten in Z, von denen drei in gerader 
Linie liegen, yier beliebige Punkte, oder vier Geraden in Z, von denen 
drei durch einen Punkt gehen, vier beliebige Geraden entsprechen 
laßt, so erhält man zwei ausgeartete Kollineati onen, die sich 
jedoch nicht wesentlich, sondern nur durch Yertauschang 
der Felder unterscheiden. Bei der ersten haben wir in Z 
eine singulare Gerade a, in Z' einen singulären Puukt ji\ 
bei der andern in Z den Ä und in Z' die a, und zwischen 
der Punktreihe auf der singulären Gerade und dem Büschel 
um den singulären Punkt die charakteristische Projektiri- 
tät ^. Es genügt, den ersten Fall, wo die Punkte in beiden Feldern 
die primären Elemente sind, zu verfolgen. 

Es entsprechen sich: 

1. ein beliebiger Punkt in Z und der singulare Punkt 
in Z', 

2. ein Punkt X auf a und jeder Punkt des Strahls durch 
Ä', welcher in ^^ dem X homolog ist; 

3. eine beliebige Gerade x in Z und der Strahl durch Ä\ 
welcher dem Schnitte ax in Sq homolog ist; 

4. die singulare Gerade a und jede beliebige Gerade in 
Z', oder, wenn 1. und 4., 2. und 3. zusammengefaßt werden: 

1. ein singuläres Element und jedes beliebige (gleich- 
artige) Element im andern Felde; 

2. ein mit einem singulären Elemente inzidentes Ele- 
ment und jedes beliebige Element, das mit dem zu ihm in 
S(q homologen Elemente inzident ist. 

Ein anschauliches Beispiel ausgearteter Kollineation ergibt sich, 
wenn zwei Felder Z, Z' perspektiv sind mit einem Zentrum auf 
einem, etwa A' auf Z'; dann wird dies Zentrum der singulare Punkt 
in Z' und die Schnittlinie der beiden Ebenen die singulare Gerade a 
in Z: die Projektivitöt ^ ist die, welche durch die Perspektive Lage 
der Punktreihe a und des Büschels Ä' bewirkt wird. 
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Werden die beiden Ebenen durch Drehung nm die Schnittlinie 
vereinigt, so ergibt sich ausgeartete Homologie, von welcher a die 
Axe und A das Zentrum ist. 

Wir können die Ausartung noch weitergehen lassen, 402 
indem wir die charakteristische Projektivität %^ ausarten 
lassen. Artet, indem wir wieder Korrelation annehmen, die axiale 
Korrelation aus, so haben wir in den singularen Punkbreihen a, a 
zwei singulare Punkte A^ Äy denen in %q jeder beliebige Punkt der 
andern entspricht. Es bleibt bestehen, daß ein beliebiger Punkt von 
Z oder J.' und a'y bzw. a entsprechend sind. Nunmehr aber ent- 
spricht, wegen der Ausartung von Sl^, einem beliebigen Punkte von 
a oder a' ein beliebiger Strahl durch A' oder Ay einer beliebigen 
Gerade der singulare Punkt A\ bzw. A, 

Geht man aber von der zentralen Korrelation aus, so treten zu 
den schon vorhandenen singularen Punkten ^, A durch sie gehende 
singulare Geraden a, a. Es bleibt bestehen, daß eine beliebige Gerade 
in 1 oder Z' und A\ bzw. A entsprechend sind; während durch die 
Ausartung von %^ bewirkt wird, daß einem beliebigen Strahle durch 
A oder A ein beliebiger Punkt auf a', bzw. a, einem beliebigen Punkte 
die singulare Gerade a'^ bzw. a korrespondiert. 

Das Ergebnis ist also in beiden Fällen das nämliche; 
wir haben nur eine ausgeartete Korrelation 2. Stufe, die wir, 
mit Hirst, zentral-axial nennen. 

Jedes der beiden Felder hat einen singularen Punkt und 
eine singulare Gerade, welche inzidieren: Aj a; bzw. Ay a. 
Durch sie ist die Ausartung völlig bestimmt, und es ent- 
sprechen sich: 

1. ein beliebiger Punkt in einem der beiden Felder und 
die singulare Gerade im andern; 

2. eine beliebige Gerade in einem und der singulare 
Punkt im andern; 

3. ein beliebiger Punkt auf der singularen Gerade des 
einen Feldes, und ein beliebiger Strahl durch den singularen 
Punkt des andern. 

Von zwei konjugierten Punkten liegt der eine auf der 
singularen Gerade seines Feldes, und von zwei konjugierten 
Geraden geht die eine durch den singularen Punkt. 

Dualisieren wir wiederum das eine Feld, so erhalten wir die 
Ausartung 2. Stufe der KoUineation, ebenfalls in jedem 
Felde mit einer singularen Gerade und einem singularen 
Punkte, welche inzidieren. Es entsprechen sich: 

1. ein beliebiger Punkt des einen Feldes und der singu- 
lare Punkt im andern; 
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2. eine beliebige Gerade des einen und die singulare 
Gerade des andern; 

3. beliebige Punkte auf den singulären Geraden; 

4. beliebige Strahlen durch die singulären Punkte. 
Diese Ausartung der Eollineation ergibt sich bei perspektiver 

Lage, wenn das Perspektivitätszentrum auf die Schnittlinie der Felder 
gelegt wird; es sind dann die Schnittlinie und das Zentrum die singu- 
lären Elemente für beide Felder. 

Die Ausartung 2. Stufe der Kollineation oder Korrelation tritt 
auch ein^ wenn zu der früheren Voraussetzung, daß B, C, D ia ge- 
rader Linie a liegen, die weitere hinzutritt, daß auch A'j C% D' in 
gerader Linie V liegen, bzw. a\ c', d! durch denselben Punkt B 
gehen. Zu den früheren singulären Elementen a und Ä oder d 
kommen die neuen B und V oder B! hinzu. 
403 Transformiert man einen allgemeinen Kegelschnitt K 

durch eine ausgeartete Kollineation (1. Stufe) mit den singu- 
lären Elementen 5, iS'^), so geht er, wenn in Z gelegen, in ein Ge- 
radenpaar über, dessen Geraden die Strahlen durch S' sind, welche 
in der charakteristischen Projektivität @q den beiden Schnitten von 
K mit s entsprechen, den übrigen Punkten von K korrespondiert 
immer S\ Die Tangenten von K gehen über in die Strahlen des 
Büschels S\ derartig, daß jeder dieser Strahlen zwei Tangenten Yon 
K entspricht, den beiden, welche von dem ihm durch ©^ auf s ent- 
sprechenden Punkte herkommen und auch, wenn sie imaginär sind, 
durch einen reellen Strahl abgebildet werden. Der doppelte BQschel 
um den Doppelpunkt eines Geradenpaares stellt ja den Tangenten- 
büschel des allgemeinen Kegelschnitts vor. Berührt K die Gerade 5, 
so vereinigen sich die Geraden des Paars in eine Doppelgerade; der 
Gerade s als Tangente von K entspricht jede Gerade in Z'; für 
eine doppelt zu zählende Gerade, als Ausartung eines Kegelschnitts, 
kann in der Tat jede Gerade der Ebene als Tangente angesehen 
werden. 

Liegt der Kegelschnitt, nunmehr K\ in Z', so entspricht ihm in 
Z ein Punktepaar, dessen Punkte den beiden den K' tangierenden 
Strahlen von S" in ©q entsprechen: diesen beiden Tangenten enir 
sprechen in der Kollineation die Büschel um die Punkte des Paares, 
den übrigen Tangenten immer die $, die Doppellinie des Punktepaars; 
die Punktreihe auf ihr entspricht der Punktreihe auf K' und zwar 
doppelt, weil auf jedem Strahle von S' zwei Punkte von K* liegen. 
Geht K' durch S\ so vereinigen sich die beiden Punkte; von jedem 
Punkte der Ebene kommen zwei vereinigte Tangenten an diese in 



1) Von nun an ziehen wir, als mehr geeignet, diese Bezeichnung der singu- 
lären Elemente und der charakteristiBchen Projektivit&t vor. 
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einen Doppelbüschel ausgeartete Kurve 2. Klasse; so daß hier ftlr 
jeden Punkt der Ebene gilt^ was sonst nur für die Punkte des Kegel- 
schnittes gilt. Dem Punkt S' von K' entspricht jeder Punkt des 
Feldes Z. 

Die ausgeartete Korrelation mit zwei singulären Geraden s, s' 
oder zwei singulären Punkten S, 8' verwandelt den Kegelschnitt, mag 
er in Z oder Z' liegen, in ein Büschelpaar, dessen Scheitel in @o den 
beiden auf der singulären Gerade gelegenen Punkten von K oder K', 
bzw. in ein Geradenpaar, dessen Geraden den vom singulären Punkte 
kommenden Tangenten von K oder K' korrespondieren. 

Bei der Ausartung 2. Stufe der Kollineation oder Korrelation ent- 
steht aus einem beliebigen Kegelschnitte ein Kegelschnitt, dessen 
Punktreihe die doppelte singulare Punktreihe und dessen Tangenten- 
büschel der doppelte singulare Strahlenbüschel isi 

Geht der g^ebene Kegelschnitt durch den singulären Punkt 
und berührt in ihm die singulare Gerade, so werden die Punkte und 
die Tangenten der anderen Kurve unbestimmt, so daß man einen be- 
liebigen Kegelschnitt als entsprechende Kurve ansehen kann. 

Wenn zwei in ausgearteter Kollineation befindliche 404 
Felder ineinander liegen, so bewirkt die Projektivität @o zwischen 
8 und S' auf s sowohl, wie in 8' eine Konjektivität; die Koinzidenzen 
jener und 8' sind die Koinzidenzpunkte, die Koinzidenzen dieser und 
s die Koinzidenzgeraden der Kollineation. 

Sind s und S' perspektiv, so haben wir in ihnen lauter sich 
selbst entsprechende Elemente, also eine ausgeartete Homologie, 
welche mit (^, 8') bezeichnet werden möge. Es entspricht einem be- 
liebigen Punkt X das Zentrum 8', einem X auf der Axe s jeder be- 
liebige Punkt X' von S'Xy so daß die Projektivität auf jedem Strahle 
durch 8' ausgeartet und die Invariante (8'&XX') ^ oo ist. Der 
Axe s entspricht eine beliebige Gerade x\ einer beliebigen Gerade der 
Strahl von xs nach 8'] die Projektivität um jeden Punkt von s ist 
ebenfalls ausgeartet, die Invariante (s^xx') ist 0. 

Von den Kemkurven ineinander liegender Felder, die sich 
in ausgearteter Korrelation befinden, artet nur eine aus. Ist 
die Korrelation axial, so stellt der Kegelschnitt, welcher 
durch die projektiven Punktreihen auf den singulären Ge- 
raden entsteht, die Geraden-Kernkurve f^ vor; denn die beiden 
Punkte, welche eine Tangente verbindet, entsprechen ihr je im andern 
Felde, jedem entspricht im andern Felde ein ganzer Büschel (um den 
in der Projektivitöt entsprechenden Punkt), darunter ein durch ihn 
gehender Strahl, die Tangente. 

Die Punkt-Kernkurve K^ ist aber ein Geradenpaar, 
offenbar das der beiden singulären Geraden. Daß jeder Punkt 
der singulären Gerade des ersten Feldes als Punkt dieses Feldes auf 

Sturm, Oeometr. Verwandttohaften. IL 15 
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einer der entsprechenden Geraden liegt^ haben wir eben erkannt, aber 
er liegt ja auch als Punkt des zweiten Feldes, in dem er ein beliebiger 
ist, auf seiner entsprechenden Gerade, der singularen im ersten Felde. 

Dual ist im Falle der zentralen Korrelation die Punkt-Eemkurve 
K^ ein nicht zerfallender Kegelschnitt: das Erzeugnis der beiden 
projektiven singularen Büschel, wahrend f, aus diesen beiden Büscheln 
besteht. 

Die doppelte Berührung ist in beiden Fällen leicht zu bestätigen. 
W ist bei der axialen Korrelation der Schnitt der beiden singularen 
Geraden, U und V sind die ihm in der ProjektiTitat entsprechenden 
Punkte, in denen jene Geraden von f, berührt werden: die Punkte, 
die wir früher (Nr. 89) mit E\ F bezeichnet haben, und ihre Ver- 
bindungslinie — jetzt w '^ UV — ist die involutorische Axe der 
beiden projektiven Punktreihen. Bei der zentralen Korrelation ist w 
die Verbindungslinie der beiden singujßren Punkte, u, v sind die ihr 
in der Projektivitat entsprechenden Strahlen, usw. 

Doppelt konjugiert sind im ersten Falle eine Gerade imd diejenige, 
welche die ihren Schnitten X, Y' mit den singularen Geraden in der 
Projektivität entsprechenden Punkte X, Y verbindet. Wir wissen aus 
Nr. 307, daß der Schnitt stets auf tv, also der involutorischen Axe 
liegen muß, und sehen so den Satz von Nr. 90 bestätigt, um 
jeden Punkt von tv haben wir eine Involution doppelt konjugierter 
Geraden (Nr. 307), was wiederum damit übereinstimmt, daß aus jedem 
Punkte der involutorischen Axe die beiden projektiven Punktreihen 
durch involutorische Büschel projiziert werden. Zwei solche Geraden 
XY', X'Y sind, als Diagonalen eines dem f^ umgeschriebenen voll- 
ständigen Yierseits, konjugiert in bezug auf T,. 

Einem beliebigen Punkt aber ist doppelt konjugiert der Schnitt- 
punkt W der singularen Geraden; liegt jener auf einer der singularen 
Geraden, so ist jeder Punkt derselben zu ihm doppelt konjugiert; 
denn die eine Polare von ihm, insofern zum anderen Felde gehört, ist 
diese singulare Gerade, die andere erweitert sich zum Büschel um 
den entsprechenden Punkt auf der andern singularen Gerade. 

Betrachten wir etwa bei der zentralen ebenen Korrelation einen 
Kegelschnitt der Büschel-Schar der beiden Kernkurven K^ 
und {8y S"), und zwar als dem ersten Felde angehörig, so entspricht 
einem beliebigen Punkt X desselben der Strahl x' von S', der sich 
mit SX auf K* trifft; es ergibt sich, während X den Kegelschnitt 
durchläuft;, der Strahlenbüschel S' einfach; dem Punkt 8 aber korre- 
spondiert das ganze Strahlenfeld, und damit auch der Büschel 8. 

Wird der Kegelschnitt aber zum zweiten Feld gerechnet, so 
ergibt sich, seinen Punkten entsprechend, der Büschel um 5, und dem 8"^ 
entsprechend aus dem Strahlenfelde der Büschel 8\ In dieser Weise 
ist dem Kegelschnitt das Büschelpaar (8, £>') involutorisch 



Ausgeartete ebene Korrelation. 227 

entsprechend, und so jedem Kegelschnitte der Büschel- 
Schar; wodurch die Involution in derselben eine parabolische 
wird^ mit diesem Büschel-Paar (S, S') als dem zentralen Elemente, 
in welches also auch die Doppelelemente sich vereinigt haben: 
die beiden sich selbst entsprechenden Kegelschnitte. 

Analog verhält sich bei der axialen ebenen Korrelation das Oe- 
radenpaar {Sy s'), 

Involutorische axiale Korrelation, d. h. durch^Lngige Vereinigung 
der beiden Polaren oder Pole kann nur eintreten, wenn nicht bloß die 
beiden singularen Geraden $, s' zusammenfallen, sondern auch die 
projektiven Punktreihen auf ihnen involutorisch werden; Basis dieser 
Ansartung — axiales Polarfeld — ist das Punktepaar der Doppel- 
punkte der Involution auf s = s\ 

Polar sind ein beliebiger Punkt und die Gerade $, ein Punkt auf 
s nnd jede Gerade durch den in der Involution gepaarten Punkt. 

Dual ist das zentrale Polarfeld mit einem Geradenpaare als 
Basis, bestehend aus den Doppelstrahlen einer Involution. 

umgekehrt, zwei korrelative Felder können so ineinander gelegt 
werden, daß sie ein Polarfeld bilden (Nr. 316). Also müssen wir 
aus den Ausartungen des Polarfeldes, durch Aufhebung der involuto- 
rischen Lage, die Ausartungen der allgemeinen Korrelation erhalten. 
Das Polarfeld artet aus, wenn die Basis es tut: in ein Geradenpaar 
oder ein Punktepaar. 

Das Polarfeld in bezug auf ein Geradenpaar ist folgendermaßen 
beschaffen. Es sind polar: eine beliebige Gerade und der Doppel- 
punkt des Paars, ein Strahl durch diesen^ Punkt und jeder beliebige 
Punkt auf dem zu ihm in bezug auf das Geradenpaar harmonischen 
Strahl Wir haben daher eine Involution; lösen wir diese in zwei ge- 
trennte projektive Strahlenbüschel, so haben wir die zentrale Korrelation; 
und analog ergibt sich aus dem Polarfelde des Punktepaars die axiale. 
Wir hätten daher auch dies als Ausgangspunkt nehmen können und 
werden bei der entsprechenden Betrachtung im Räume es tun. 

Ebenso kann man zwei kollineare Felder durch Ineinanderlegen 
in Homologie bringen (Nr. 276, 300). Also kann man von der aus- 
gearteten Homologie ausgehen. 

Wir übertragen die vorangehenden durchweg projektiven Ergeb- 405 
nisse auf Bündel und woUen an diesen die Ausartung der Er- 
zeugnisse untersuchen. Es seien zwei Bündel 0, (/ in aus- 
gearteter KoUineation gegeben, und zwar enthalte den 
singularen Strahlenbüschel (0, (T), (X den singularen Ebenenbüschel s'] 
@^ sei die charakteristische Projektivitat zwischen ihnen. Indem der 
singularen Ebene O jede Ebene in (/ entspricht, ergibt sich das 
ganze Strahlenfeld in a. Einer Ebene von s' entspricht der ganze 
Ebenenbüschel um den ihr in @o korrespondierenden Strahl von 

15* 
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(0, (T). Die Schsitüinieii bilden also den Büschel in jener Ebene am 
ihren Schnittpunkt mit diesem Strahl AUe diese Schnittpunkte er- 
zeugen den in a gel^enen Kegelschnitt K, der durch {0, o) und den 
vom Ebenenbüschel / eingeschnittenen Strahlenbüschel entsteht und 
durch und as' geht. Folglich ist der zweite Bestandteil des Orts 
der Schnittlinien entsprechender Ebenen , neben jenem Strahlenfelde, 
die Kongruenz 1. Ordnung^ 2. Klasse der Strahlen, welche diesen 
Kegelschnitt und die ihm begegnende Gerade s' treffen. Es ergibt 
sich diejenige Ausartung der Kongruenz der Doppelsekanten der ku- 
bischen Raumkurye, welche sich schon in Nr. 375 ei^b, als wir den 
kollinearen Bündeln eine sich selbst entsprechende gemeinsame Ebene 
gaben. Die kubische Raumkurve besteht aus dem Kegel- 
schnitte K und der Gerade s\ Diese ist nämlich der Ort der 
Schnittpunkte von s' selbst, als Strahl von (/, mit den sie schneidenden 
unter den Strahlen von 0, die ja alle ihr entsprechen, der Kegelschnitt 
aber der Ort der Schnittpunkte der Strahlen von (0, &) je mit dem 
schneidenden unter den oo^ in der Kollineation entsprechenden. 

Wir erzeugten (Nr. 389) einen tetraedralen Komplex durch 
ein Feld TT und einen Bündel P\ die zueinander kollinear 
sind; wie gestaltet sich das Erzeugnis, wenn diese Kolli- 
neation ausartet? Dies ist in zwei Weisen möglich; entweder 
haben beide einen singularen Strahlenbüschel (S, TT) und {P', a'), 
oder das Feld hat eine singulare Punktreihe $, der Bündel einen sin- 
gularen Ebenenbüschel s\ Im ersten Falle entspricht einem beliebigen 
Punkt von TT der Strahl von (P', a'), der in der Projekti^tat ©^ 
zwischen (5, TT) und (P\ 'a') dem den Punkt enthaltenden Strahle 
von (/Si, TT) homolog ist. Man gelangt zur Erzeugung des te- 
traedralen Komplexes durch die beiden projektiven Strahlen- 
büschel {8, TT), {P', &) und subsumiert diese Erzeugung 
(Nr. 254) der allgemeineren durch Feld und Bündel, welche 
kollinear sind. Das erzeugte Gebüde ist nicht ausgeartet. Im 
anderen Falle aber entspricht einem beliebigen Punkte von TT der 
singulare Strahl s', einem Punkte von s aber jeder beliebige Strahl 
von P in der ihm durch die Projektivität @q zwischen s und s' ent- 
sprechenden Ebene; der tetraedrale Komplex artet aus in den 
Inbegriff der beiden Strahlengebüsche, welche 8 und s' zu 
Axen haben. 
406 Bei der Betrachtung eines Netzes koUinearer Bündel, die eine 

gegebene kubische Flache (zu je dreien) erzeugen und zu dem Sez- 
tupel o^O), . . . a^ gehören, sind wir (Nr. 384) so weit gelangt, daß wir, 
unter Beibehaltung der Scheitel 0, (X, den dritten Scheitel auf eine 
Gerade 6^ des verbundenen Sextupelsjfti, . . feg verlegen woUten: in 
den Punkt 0^ von h^ . Der Punkt von 0", den wir mit 0^ vertauschen 
woUen, lag in der Ebene o^ » Oa^ auf dem Kegelschnitte ^\ den 
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diese aus F^ ausschneidet und der auch enthalt. Die Doppel- 
sekanten der in \ und %^ zer&llenden ü' müssen uns über das Ent- 
sprechen der Ebenen der Bündel und 0^ belehren; es gibt zweierlei 
Doppelsekanten: s zwischen \ und ^' und s' in 04. 

Eine beliebige Ebene durch Oy welche %^ zum zweiten Male in 
V^ schneide, enthält eine Doppelsekante Sy die von V^ ausgeht; ihr 
entspricht, aus 0^ diese s projizierend, die Ebene \V^, welche in- 
folge dessen allen Ebenen des Büschels OF^ in korrespondiert; es 
entsteht in der singulare Strahlenbüschel (0, a^y welcher auf den 
singulären Ebenenbüschel \ so projektiY bezogen ist, daß entsprechende 
Elemente durch denselben Punkt V^ von %^^ gehen. Die singulare 
Ebene o^ Yon enthält alle Doppelsekanten /; daher entspricht ihr 
jede beliebige Ebene Yon O^. Da nur in diesem Falle Ebenen von 
O^ in Betracht kommen, die nicht zum Büschel \ gehören, so hat 
man es im Grunde nur mit diesem Ebenenbüschel \ zu tun und 
kann sagen: der Ebenenbündel 0^ ist in einen Ebenenbüschel \ aus- 
geartet. 

Die Eollineation zwischen und 0' ist unverandert und allgemein 
geblieben. Dagegen stehen auch O und 0^ in ausgearteter EoUi- 
neation; der singulare Ebenenbüschel ist derselbe \\ der singulare 
Strahlenbüschel und seine projektive Beziehung zu h^ ergibt sich aus 
der Eollineation von 0' zu 0; 04' ist die Ebene 0'€ky, 

Diese Erzeugung einer allgemeinen Fläche 3. Ordnung 
durch drei kollineare Ebenenbündel, von denen einer in 
einen Büschel ausgeartet ist, kann auch so beschrieben werden. 
Zwei (allgemein) koUineare Bündel 0, 0' sind gegeben; ein Ebenen- 
büschel h^ wird projektiv auf zwei entsprechende Strahlenbüschel 
derselben: in den Ebenen Oi^ 04' bezogen; man bringe jede Ebene 
von \ mit zwei entsprechenden Ebenen der Büschel um die ihr ent- 
sprechenden Strahlen von (0, 04), (0', 04') zum Schnitt, also mit den 
Geraden einer Regelschar, welche dann in sie einen Eegelschnitt ein- 
schneidet. Die Trägerflächen dieser R^elscharen haben die durch 
und 0' erzeugte kubische Raumkurve B^^ und die Gerade 0404' gemein; 
also hat sich ein Spezialfall der zweiten Steinerschen Erzeugungs- 
weise ergeben.^) 

Ein Spezialfall hiervon ist: Es sind drei Punkte 0, 0', Qy zwei 
Geraden \ und t und zwei Ebenen a, (5' gegeben. Die Schnitte einer 
Ebene H durch Q mit <T, (fy t werden bzw. aus 0, 0', \ durch Ebenen 
projiziert; deren Schnitt erzeugt eine kubische Fläche.^) Die beiden 
Bündel 0, (X, beide perspektiv zu Qy sind in allgemeiner Eollineation. 
Dagegen sind, wenn 0^ ein beliebiger Punkt auf h^ ist, die Bündel 



1) Flächen 3. Ordnung, S. 9. 

2) Schröter, Jonmal f. Math., Bd. 96, S. 302. 
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und Oj in ausgearteter Kollineation; der Ebenenbüschel b^ ist der 
singulare in 0^, der singulare Strahlenbüschel in ist deijenige, der 
durch die EolUneation zwischen und Q dem Strahlenbüschel Yon Q 
nach der Punktreihe von t entspricht; in der charakteristischen Pro- 
jektivität zwischen ihnen sind homolog ein Strahl jenes Büschels in 
und die Ebene yon b^, welche sich mit dem ihm entsprechenden 
in Q auf t schneidet. 

Wir gehen in der obigen Betrachtung weiter und ersetzen (X 
durch einen Punkt 0^ auf b^] die ausgeartete Kollineation zwischen 
und 0^ hat dann zum Erzeugnis diese Gerade b^ und den Kegel- 
schnitt 91,' in der Ebene Oa^. An Stelle Ton %^^ in o^' ist das 6e- 
radenpaar i^^is getreten. Erzeugnis der Kollineation zwischen 0^, O^ 
ist die aus \, b^^ c^^ bestehende kubische Raumkurre. Diese Kolli- 
neation ist in zweiter Stufe ausgeartet^ indem die charakteristische 
Projektiyität zwischen den singularen Büscheln \ und (0,, o^') oder, 
wie wir diesen jetzt lieber nennen wollen, (O^, b,) auch ausgeartet 
ist, jener die singulare Ebene h^ -» (b^^ (\,) hat, und dieser den singu- 
laren Strahl b^y welche zu den schon Yorhandenen singularen Elementen 
hinzugetreten und zu ihnen bzw. inzident sind. Die Kurve {p^y \f c^^ 
hat dreierlei Doppelsekanten, s zwischen b^^ b^^ s^ in h^y s^ in h^. 
Einer beliebigen Ebene von 0^, welche eine a, enthält, korrespondiert 
durchweg die b^ in 0|, die bisherige singulare Ebene; einer Ebene 
von \y welche immer einen Büschel von s um den Schnitt mit \ 
enthalt, entsprechen alle Ebenen von 0^ nach diesem Schnitte, also 
um b^y welche Gerade daher in der charakteristischen Projektiyität 
allen Ebenön yon \ im Büschel (0^, h^ entspricht, also der singulare 
Strahl wird; endlich der Ebene \y welche alle s^ enthält, korrespon- 
dieren alle Ebenen yon 0,, insbesondere alle yon b^y weshalb \ Sin- 
gular im Büschel b^ geworden ist. 

Diese Korrespondenz der Ebenen muß sich auch aus den beiden 
Kollineationen zwischen und 0^, und Og ergeben, deren Er- 
zeugnisse aus b^ und dem Kegelschnitt %^ in a^ » Oa^y bzw. aus b^ 
und H,^ in a, » Oa^ bestehen. ist %^ und ^* gemeinsam. Weil 
o^ nicht a^ trifft, trifft sie S(,', und a^ trifft Sj'; in b^ -» (6^, c^g) ^^ 
noch O}, in bg » {b^y c^^) noch o^. 

Einer beliebigen Ebene yon 0^, welche eine Doppelsekante yon 
Slj' in Oj enthält, entspricht o^ in 0; diese enthält a^ als Doppel- 
sekante zwischen b^ und ^', also entspricht ihr und damit jener 
Ebene yon 0^ die Ebene b^; die yon 0^ nach a^ geht. Einer Ebene 
durch b^y deren zweiter Schnitt mit Slj* der Punkt V^ sei, entspricht 
in jede Ebene durch OV^] diese Ebenen gehen nach Doppelsekanten 
zwischen b^ und 91,', deren beide Schnitte beweglich sind, also sind 
projizierend aus 0, alle Ebenen yon b^. Endlich die Ebene h^ ^^b^c^^a^ 
enthält a^ als Doppelsekante zwischen b^ und S^', also entspricht ihr 
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in O die Ebene o^»- Oa^^ welche alle Doppelsekanten des %^ enthält; 
projizierend ans 0, ist daher jede Ebene dieses Bündels. 

Diese Erzengang der F^ durch drei kollineare Bündel, 
von denen zwei in Büschel ausgeartet sind, kann man kurz 
wiederum so beschreiben. Zwei Ebenenbüschel \^ \ sind bzw. pro- 
jektiv zu zwei konzentrischen Strahlenbüscheln (0, Oi), (0, a,). Jede 
Ebene von schneidet aus letzteren zwei Strahlen aus; man schneide 
sie mit den beiden Ebenen von \^ \j denen diese entsprechen. 

Ein Spezialfall ist wiederum von Schröter behandelt.^) Es 
sind gegeben vier Geraden \j \^ ^, ty und ein Punkt 0; eine be- 
liebige Ebene E durch und die beiden Ebenen (6^, H^), {h^^ E^) 
liefern den erzeugenden Punkt. Ist 0| ein beliebiger Punkt auf \y 
so hat die ausgeartete Eollineation der Bündel und 0^ die singu- 
laren Büschel (0, i^ und \j und Elemente derselben^ die sich auf 
i^ schneiden, sind homolog in der charakteristischen Projektiyität; usw. 
Drehen wir jetzt o^ um a,, bis der Kegelschnitt %^ in ein von 
^i^is verschiedenes Geradenpaar, etwa \c^ übergeht. Mit dem Be- 
standteil c^3 trifft dieser %^ sowohl h^ als auch %^^ weil c^^ nicht 
a^ schneidet: dieser Punkt c^^%^ ist der gemeinsame Punkt von %^ 
und H,'. Bei der Eollineation zwischen und 0^ ist nur die Modi- 
fikation eingetreten, daß der zweite Schnitt V^y nach dem entsprechende 
Elemente der singularen Büschel \ und (0, o^) gehen, auf dem Be- 
standteil \ von %^ sich bewegt; weshalb wir ihn lieber TJ^ nennen 
wollen. 

Nun ersetzen wir den Punkt des Erzeugnisses (b^, &,, c^^ der 
Bündel und 0, durch den Punkt 0^ auf \, 

Eine beliebige Ebene durch schneide \y\j\\xi, U^y U^, U^, 
fij^ zum zweiten Male in F^; also entspricht ihr in 0^ die Ebene 
fe^Fj, in Oj die Ebene ^güiC™ fcjFj), in 0^ die Ebene nach U^, U^ 
oder von \ nach U^. Diese drei Ebenen der Bündel oder Büschel 
sind also einander zugeordnet. Die beiden letzten gehen durch die 
Doppelsekante TJ^ ü^ zwischen b^, &,, durch welche auch die Ebene 
von geht; deren Schnitt mit der Ebene von b^ ist der erzeugende 
Punkt. Bleibt diese und damit der Punkt F^ fest, so gleitet die Doppel- 
sekante an OFj, &3, 2»3, beschreibt eine B^gelschar und schneidet in 
jene Ebene von \ die Punkte eines Kegelschnitts, welcher die F^ 
erzeugt Zu allen diesen Regelscharen gehört a^, in der Ebene von 
^' gelegen und die jeweilige OV^ treffend, und c^^, durch gehend; 
beide treffen 2»„ b^] also sind den Tri^erflächen die b,, b,, 64, c^, 
gemeinsam, und es liegt wiederum ein Spezialfall der zweiten Steiner- 
schen Erzeugungsweise mit noch speziellerem Flachenbüschel vor.J 
Zwei beliebige Ebenen von 2»,, 63 schneiden sich in einer Doppel- 
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Sekante U^U^] nach dem dritten Schnitte derselben mit F^ geht die 
zugeordnete Ebene aus b^. 

Wenn also alle drei Bündel in Büschel ausgeartet sind, 
so liegt Trilinearität yor (Nr. 212). 

Erwähnen wir noch kurz den Fall, wo wir in einem Bündel O, 
aus dem Büschel heraustreten. Der Ebene (h^^ c^^) von 0, deren 
dritte Gerade a, ist, entsprechen in. O^y 0^, 0^ die Ebene ft^o,, die 
Ebene h^a^^ jede beliebige Ebene. Die beiden ersten schneiden sich 
in a^j einer Gerade Ton F^] also bilden sie in der Trilinearität ein 
neutrales Paar; um die Punkte dieser Gerade a, zu erhalten, genügt 
es, im Bündel 0, innerhalb des Büschels b^ zu bleiben; folglich ist 
die Trilinearität der Büschel hinreichend. Also: 

Unter den c»® Erzeugungen der gegebenen F^ durch 
drei kollineare Bündel^ für welche das Sextupel di^a^f-ct^ 
das ausgezeichnete ist^ nach dessen Geraden immer ent- 
sprechende Ebenen gehen, gibt es 6 Systeme yon oo^, 15 
Systeme von oo^, eine endliche Zahl 20, bei denen ein, zwei, 
alle drei Bündel in Büschel ausgeartet sind. Die Axen 
dieser Büschel gehören zu dem Sextupel 2»i; . . . h^, das mit 
jenem eine Doppelsechs bildet. Im letzten Falle ist die 
Eollineation in Trilinearität übergegangen. 

Graßmanns Satz^): „Der Durchschnitt dreier aus einem Gebilde 
2. Stufe durch Projektion ableitbarer Ebenenbüschel ist eine Ober- 
fläche 3. Ordnung'^ (in dem Ebenenbündel Ebenenbüschel 2. Stufe 
genannt werden), umfaßt alle Fälle; sie werden von Graßmann auch 
yorher aufgezählt. 
407 Wenn die Bündel 0, (7, 0" so kollinear sind, daß und 

0' in einer allgemeinen Eollineation stehen, und 0" in 
einer ausgearteten, bei welcher der singulare Strahlen- 
büschel in 0, der singulare Ebenenbüschel in ff' sich be- 
findet, so artet die erzeugte Fläche nicht aus. Ja, man 
kann in der Ausartung der erzeugenden Eollineationen, wie 
die yorangehende Erörterung gezeigt hat, noch wesentlich 
weiter gehen. 

Überzeugen wir uns, daß die Mannigfaltigkeit 19 (Nr. 381) er- 
reicht wird. 

Ein Bündel arte aus; man kann auf oo*'*+* Weisen zwei Scheitel 
0, 0' und eine Gerade b^ wählen; die Eollineation zwischen den 
Bündeln 0, 0' ist auf oo^ Weisen möglich; in können wir den 
singulären Strahlenbüschel auf oo' Weisen wählen und je in oo^ Weisen 
projektiy auf den Ebenenbüschel b^ beziehen. Eine gegebene kubische 



1) Gesammelte Werke, Bd. ü, 1. Hälfte, S. 197. 
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Fläche ist in oo^ Weisen so herstellbar; also ist die Mannifaltigkeit: 

2-3 + 4 + 8 + 2 + 3-4« 19. 
Bei zwei ausartenden Bündeln ergibt sich: 

3 + 2 . 4 + 2 (2 + 3) - 2 - 19. 

Und weil oo^ Trilinearitaten zwischen drei gegebenen Ebenenbüscheln 
möglich sind (Nr. 209), so liefert der letzte Fall: 

3 . 4 + 7 = 19. 

Wenn jedoch bei der ausgearteten Eollineation zwischen 
den Bündeln und 0" der erstere den singulären Ebenen- 
bÜBchel s, der 0" den singulären Strahlenbüschel (0", <t") 
enthält^ so ruft die Eollineation zwischen und (X in 0' den 
singulären Ebenenbüschel s' für die ausgeartete Eollineation zwischen 
(y und 0" hervor; und die erzeugte kubische Fläche zerfällt 
in die Ebene (f' und die Trägerfläche der durch die pro- 
jektiven Ebenenbüschel s und s' erzeugten Regelschar. 

Liegt eine Eorrelation zweier Bündel mit singulären 
Ebenenbüscheln vor, so entspricht jeder Ebene des einen Büschels 
jeder beliebige Strahl in der entsprechenden Ebene des andern Büschels: 
Ort der oo^ Schnittpunkte ist die Schnittlinie der beiden Ebenen. 
Die durch diese Eorrelation erzeugte Fläche 2. Grades ist 
daher die Trägerfläche der Regelschar^ welche durch die 
beiden singulären Ebenenbüschel entsteht; so daß diese 
Erzeugung einer Fläche 2. Grades durch projektive Ebenen- 
büschel sich als Spezialfall der Erzeugung durch korrelative 
Bündel ergibt. 

Ist aber die Eorrelation eine solche mit zwei singu- 
lären Strahlenbüscheln (0, <t), (0', (f), so fäUt jeder Schnitt- 
punkt eines Strahls des einen Bündels mit der entsprechenden Ebene 
des andern in eine der beiden Ebenen a, (T'; Erzeugnis ist das 
Ebenenpaar ((T, a'). 

§ 61. Mannigfaltigkeit der verschiedenen Eollineationen und Eorre- 

lationen. Vielfachheit der Bedingungen. 

Zwei gegebene Gebilde 2. Stufe kann man in oo^ Weisen 408 
kollinear machen (Nr. 372) und ebenso korrelativ. 

Sind ein Paar entsprechender Elemente g^eben^ so kann man 
drei weitem festen Elementen des eines Gebildes in oo^'' Weisen 
die entsprechenden zuordnen. Folglich ist es für eine Eollinea- 
tion oder eine Eorrelation eine zweifache Bedingung, 
ein gegebenes Paar entsprechender Elemente zu besitzen; 
denn eine Bedingung ist t-fach, wenn sie den Mannigfaltigkeits- 
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grad um i Terringert. Nennen wir jene Bedingung eine Elementar- 
bedingung, so haben wir nun nach einfeu^hen Elementarbedingongen 
zu suchen. Diese bestehen darin, daß in dem einen Gebilde ein Element 
A gegeben ist und im andern nicht das entsprechende Ä', sondern 
nur ein Element B^, mit welchem Ä' inzidieren soll; woraus dann 
folgty daß auch das dem ff entsprechende mit Ä inzidieri Handelt 
es sich z. 6. um die Kollineation zweier Felder, so sei in dem 
einen Felde Z ein Punkt Ä gegeben, im andern Z' eine Gerade 
b\ auf der der entsprechende Punkt Ä' liegen soll, was dann 
bedingt, daß die der V entsprechende Gerade durch Ä geht. 

Für den A' sind dann nur noch oo^ Lagen möglich, während 
etwa zu drei weiteren Punkten B, C, D die korrespondierenden noch 
in je oo' Lagen gewählt werden können, unsere Bedingung laßt 
also oo^ EolUneationen zu und ist daher einfach. Es sind hinsichÜicb 
dieser Bedingung zwei, jedoch nicht wesentlich verschiedene Fälle 
möglich: der Punkt liegt in Z, die Gerade in Z', oder diese in Z, 
jener in Z'. 

Bei der Korrelation heißen solche Elemente konjugiert 
(Nr. 267), und da haben wir die zwei wesentlich yerschiedenen Fälle, 
daß zwei konjugierte Punkte oder zwei konjugierte Geraden 
gegeben sind. 

Wird die feste Lage der Trägerebenen aufgegeben, so wächst die 
Mannigfaltigkeit von oo® auf c»", da jene in oo*** Weisen gewählt 
werden können. 
409 Für die Affinität sind die unendlich fernen Geraden als ent- 

sprechend gegeben, also ist die Affinität eine zweifache Be- 
dingung. Daher sind zwischen zwei Feldern oo^ Affinitäten möglich. 

Für die Ähnlichkeit kann man zu zwei festen Punkten des einen 
Feldes die beiden entsprechenden (Nr. 287) geben; also gibt es oo^ 
Ähnlichkeiten zwischen zwei gegebenen Feldern. Wir können auch 
sagen: man gibt das Ähnlichkeitsverhältnis Je, was auf oo^ Weisen 
möglich ist, und kann das einem festen Dreiecke des einen Feldes 
entsprechende, das seiner Gestalt und Größe nach völlig bestimmt ist, 
in oo' Lagen (in zwei Arten, die sich durch den ümlaufungssinn 
unterscheiden) wählen. Kongruenzen sind oo* möglich. Die Ähn- 
lichkeit ist also eine vierfache, die Kongruenz eine fünf- 
fache Bedingung. 

Liegen die Felder in derselben Ebene, so ist die Bedingung, ein 
gegebenes Koinzidenzelement zu haben, eine doppelte, und es gibt 
oo^ Kollineationen mit demselben gegebenen Koinzidenzdreiecke. 

unter ihnen gibt es oo^ Hermitesche Kollineationen; denn für 
eine solche hat man für einen gegebenen Punkt des einen Feldes den 
entsprechenden so zu wählen, daß er auf einem der drei Kegelschnitte 
liegt, welche in zwei Koinzidenzpunkten die nach dem dritten gehen- 
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den Koinzidenzgeraden berühren nnd durch den gegebenen Punkt 
gehen. Also sind 00^'^+^ Hermitesche Eollineationen mög- 
lich, und die Bedingung, eine Hermitesche Eollineation zu 
sein, ist eine einfache; wie das auch daraus folgt, daß zwei der 
InYarianten gleich sein müssen. 

Eine Homologie ist durch Axe, Zentrum, die je in 00' Li^en 
gewählt werden können, und den Wert der Invariante gegeben. Folg- 
lich sind oo'^ Homologien in fester Ebene möglich, darunter 
oo^mit gegebener Invariante, insbesondere 00^ involutorische, 
ferner 00^ hom ologische Affinitäten, 00* Symmetrien in bezug 
auf Axeu, 00' Ähnlichkeiten in ähnlicher Lage (Zentrum in 
00' Lagen, 00^ Werte des Ahnlichkeits -Verhältnisses), usw. 

Wenn f&r eine Homologie das Zentrum (die Axe) gegeben ist, 
so ist die Bedingung, daß ein Paar entsprechender Punkte (Geraden) 
gegeben ist, nur eiofach; weil der zweite Punkt (die zweite Gerade) 
nur in 00^ Lagen gewählt werden kann. 

Die dreifache Bedingung für eine ebene EoUiueation, 
daß sie Homologie sei, läßt sich nicht, wie es im nächsten Bei- 
spiel der Fall sein wird, in drei einfache zerlegen. 

Daß es in gegebener Ebene 00^ Polarfelder gibt, folgt aus der 
fünffach unendlichen Mannigfaltigkeit der Kegelschnitte. Demnach 
ist es eine dreifache Bedingung, daß eine ebene Korrelation 
durchweg involutorisch ist. Zur Bestimmung einer allgemeinen 
Korrelation kann man acht Paare konjugierter Elemente geben. Gibt 
man für eine ebene Korrelation zunächst fünf Paare, fügt aber als 
die drei weiteren hinzu, daß die Elemente von drei von diesen fünf 
Paaren auch noch im andern Sinne konjugiert, also doppelt konjugiert 
sind, so wird (Nr. 311) eine Korrelation, die dadurch bestimmt ist, 
involutorisch, wenn nur jene drei Paare in der allgemeinen Lage ge- 
geben sind, daß ihre Verbindungslinien nicht durch denselben Punkt 
gehen, bzw. ihre Schnittpunkte nicht auf derselben Gerade liegen. 
Wir erkennen hier noch deutlicher, daß Schröters Kennzeichen 
(Nr. 311) zu weit geht. 

Läßt man drei Punkten Ä, B, G eines Kegelschnitts h^ drei 410 
Punkte Ä\ B'j C eines andern Kegelschnitts h'^, bzw. ihre Tangenten 
a , b\ c entsprechen, so wird (Nr 268) dadurch eine Kollineation oder 
Korrelation festgelegt, in welcher die beiden Kurven entsprechend 
sind. Hält man Ä, B, C fest, während A\ B\ C (und a , 6', c) sich 
verändern, was auf 00^ Weisen möglich ist, so ergeben sich cx>' 
Kollineationen und Korrelationen, in denen die beiden Kegel- 
schnitte einander zugeordnet sind; und es ist daher für eine 
Kollineation oder Korrelation eine fünffache Bedingung, 
gegebene Kegelschnitte zu entsprechenden zu haben. 
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Das gilt auch fQr eine ebene Eollineation oder Korrelation, 
welche einen Kegelschnitt l? in sich selbst überführt Wir 
können die dreifache Unendlichkeit auch folgendermaßen abzahlen. 
Es gibt^ in fester Ebene^ oo^ Hermitesche Kollineationen, jede fuhrt 
oo^ Kegelschnitte in sich selbst über; weil nun oo^ Kegdschnitte in 
der Ebene vorhanden sind^ so sehen wir, daß jeder von ihnen durch 
^^7+1-6 Kollineationen in sich übergeführt wird. Hingegen fELhrt 
jede von den (xfi Korrelationen der Ebene zwei Kegelschnitte in sich 
selbst über (Nr. 308); also ist jeder Kegelschnitt in c»®"* Korre- 
lationen sich selbst entsprechend. 

unter den od^ A;^- Kollineationen — so möge eine Kollineation 
genannt werden, welche Tf? in sich selbst überführt — befinden sich 
cx>^ inTolutorische Homologien; denn jedes Paar Pol und Polare toh 
Tc^ führt zu einer (Nr, 295, 305). und unter den oo^ A^-Korrelationen 
befinden sich, wie wir in Nr. 330 erkannten, oo' Polarfelder, so daß 
die Mannigfaltigkeit nur um 1 sinkt; obwohl diese Spezialitaten drei- 
fache Bedingungen sind, wobei wir die involutorische Homologie schon, 
ab Spezialfall der Herrn iteschen Kollineation betrachten. Anderer- 
seits wissen wir, jede inTolutorische Homologie transformiert oo^^ 
jedes Polarfeld oo' Kegelschnitte in sich selbst. 

Wir brauchen den korrespondierenden Punkten -4, 5, C; J.', B\ C 
auf h*y durch die wir eine ^-Kollineation festlegen, nur die einfache 
Bedingung au£suerlegen, daß AÄ\ BB\ CG' durch denselben Punkt 8 
gehen, um eine involutorische Homologie zu erzielen. Die projektiTcn 
Punktreihen auf ^ werden dadurch involutorisch; und daß die invo- 
lutorische Homologie mit dem Punkte S als Zentrum und seiner 
Polare s nach h^ als Axe die fragliche Kollineation ist, bedarf kaum 
eines Beweises. 

Wenn auf Ji? eine beliebige Projektivitat gelegt wird, in welcher 
A und Ä entsprechend sind^ so sind dann in der zugehörigen A^- Kor- 
relation dem Punkte A und seiuer Tangente a, zum ersten Felde ge- 
hörig, die Tangente a' Ton A und dieser Punkt entsprechend. Ist 
jene Projektivitat involutorisch, so gilt das Entsprechen in beiderlei 
Sinne bei allen Paaren der Involution und den zugehörigen Tangenten. 
In den Punkten A, B, C von Jc^ und irgend welchen Punkten auf 
den Tangenten a, b\ c' der gepaarten Punkte haben wir drei Paare 
doppelt konjugierter Punkte, deren Verbindungslinien nicht konkurrent 
sind; also handelt es sich um ein Polarfeld. In diesem sind dann 
auch AA' und aa', ...,£> und s polar. 

Entsteht bei einer Kollineation oder Korrelation, die 
einen Kegelschnitt Je* in sich überführt, auf demselben durch 
die entsprechenden, bzw. konjugierten Punkte eine Invo- 
lution, so ist die ganze Beziehung involutorisch: involu- 
torische Homologie, Polarfeld. 
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Sobald zu X, Y in derselben Ebene X!y T' als entsprechende 411 
Punkte gegeben sind: je in c»* Lagen, und dann zu Z=^(XY'y YX') 
der entsprechende Puii^ Z' auf XY^ also in oo^ Lagen, ist Eolli- 
neation in eingeschriebener Dreieckslage erreicht (Nr. 365); zu einem 
yierten Punkte kann der entsprechende wiederum ganz beliebig ge- 
wählt werden. Folglich gibt es, in gegebener Ebene, oo^ EoUi- 
neationen in eingeschriebener Dreieckslage, und diese Spe- 
zialität ist eine einfache Bedingung. 

Nehmen wir als viertes Paar entsprechender Punkte Z^ = Z im 
zweiten Felde und Z^, auf XF gelegen, im ersten Felde, also letzteren 
in oo^ Lagen wählbar, so ergeben sich in der Ebene cx)* Eolli- 
neationen, welche zugleich in ein- und in umgeschriebener 
Dreieckslage sind, also zyklische Eollineationen 3. Grades, 
so daß diese Spezialität eine doppelte Bedingung ist. 

Wenn A^A^A^ ein Zyklus ist, so ist die Eollineation: 

.A.'i JL^ jA.^ jIx. 

A^A^A^X 

zyklisch, vom 3. Grade, weil sie schon durch einen Zyklus als solche 
charakterisiert ist. Da jeder Punkt einen Zyklus anfangen kann, so 
können wir A^ festhalten, sowie auch X, und für ^, ^3, X' haben 
wir cx)'*' Lagen, so daß sich auch so die sechsfache Unendlichkeit 
ergibt. Ebenso erhalten wir bei der zyklischen Projektiyität 
4. Grades, die ja durch einen Zyklus gerade bestimmt ist, eine 
sechsfache Unendlichkeit. Dies gilt bei jedem Grade. 

In der Tat, wir haben in Nr. 359 erkannt, daß jede zyklische 
Projektiyität n^^ Grades als Projektion des einfachen speziellen Falles 
erhalten werden kann, bei welchem das eine Feld aus dem andern 

durch Drehung um einen Punkt um den Winkel - entsteht. Diese 

EoUineation ist in ihrer Ebene vollständig bestimmt, wenn der Dreh- 
punkt und die Zahl v gegeben ist; letztere hat nur eine endliche 
Anzahl — (p(n) — yon Werten; also ist die Mannigfaltigkeit der 
Eollineation in den yerschiedenen Ebenen des Baumes 00^+^. Dazu 
kommt die Mannigfaltigkeit 00^ des Projektionszentrums. Anderer- 
seits kann eine gegebene zyklische Eollineation n*^ Grades in cx>^ 
Weisen aus der speziellen Form durch Projektion erhalten werden, 
weil das Zentrum in sämtlichen Punkten eines Ereises liegen kann 
und, nachdem es gewählt, für die Ebene, in der die spezielle Form 
liegt, jede beliebige eines bestimmten Parallelebenen-Büschels zur Ver- 
fügung steht. So gelangen wir zur Mannigfaltigkeit oo*+*+*-*^ also 
00^ der zyklischen Eollineation n^° Grades in gegebener Ebene; so 
daß sie eine zweifache Bedingung ist. 
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412 Ausgeartete EoUineationen und Korrelationen 1. Stufe 

zwischen zwei gegebenen Gebilden gibt es c»^; denn die singu- 
lären Elemente können je cx>* Lagen haben, und, nachdem sie bestimmt 
sind, sind cx)' charakteristische Projektivitaten möglich. Die Aus- 
artung 1. Stufe ist daher eine einfache Bedingung. Und ein 
einfach unendliches System von EolUneationen oder Korrelationen 
wird eine endliche Anzahl yon Ausartungen enthalten. 

Die Ausartungen 2. Stufe sind voUstandig bestimmt durch die 
beiden Paare inzidenter singulärer Elemente, welche je in oo^ Lagen 
möglich sind. Zwischen zwei gegebenen Gebilden lassen sich demnach 
oo* solche Ausartungen herstellen, und die Ausartung 2. Stufe ist 
eine zweifache Bedingung. 



§ 62. Anzahl der Korrelationen, welche acht gegebenen Elementar- 
bedingongen genügen. Konstruktion aus acht Paaren konjugierter 

Punkte. 

413 Wir beyorzugeu die Korrelation zweier Felder Z, Z'. Es 

seien also folgende Elementarbedingungen gegeben. 

1. Einem Pole P in Z ist seine Polare p' in Z', 2. einer 
Polare p in Z der Pol P' in Z' zugeordnet; 3. zwei Punkte 
Ä und Ä' sollen konjugiert sein, 4. zwei Geraden a und a 
sollen konjugiert sein. 

Yon ihnen sind 1. und 2. doppelt, 3. und 4. einfach. 

Die Signatur (aßTÖ) bedeute, daß a Bedingungen 1., 
ß Bedingungen 2., t Bedingungen 3. und b Bedingungen 4. 
gegeben sind, wobei: 

2a + 2ß + T + b = 8, 

was kurz mit (aßTb)8 bezeichnet wird. Zugleich möge damit auch 
die Anzahl der Korrelationen, welche bei dieser Signatur 
möglich sind, bezeichnet werden. Es ist immer: 

(aßTb)8-(ßaTb)8, 
weil da nur eine Yertauschung der beiden Felder vorliegt; ebenso ist: 

(aßTb)8-(ßaÖT)8, 
da der eine Fall aus dem andern durch Dualisieren sich ergibt; daher: 

(aßTb)8= (ßaTÖ)8- (fioLhy)s- (oL^^fV 

Es bleiben demnach von den 55 Signaturen nur noch folgende 
22 wesentlich verschiedenen Signaturen zu behandeln, sie sind 
angeordnet nach dem Werte von a + ß: 



(21 20) 
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(4000), (3100), (2200); (3020), (3011); (2120), (2111); 

(2040), (2031), (2022); (1140), (1131), (1122); 

(1060), (1051), (1042), (1033); 

(0080), (0071), (0062), (0053), (0044). 

Wir wissen schon (Nr. 264, 266): 

(4000) = 1, (3100) -1, (2200) -0; 

(3100) haben wir dort auf (0400) znrückgefahrt, was mit (4000) 
gleich isi Wir geben noch ein Beispiel der ZorückfQhrung einer 
Signatur auf eine andere, nämlich der Signatur: 

P Q r A B 
p q K A B' 

d. \l B, Q, r sollen den jp', g', JR' polar und A^ B zu A\ B' konju- 
giert sein. Wir suchen den Pol S von s^A'B'\ er muß auf r 
liegen und die Polaren von ^p, s'g', A' müssen von S nach P, Qy A 
gehen, daher muß sein: 

S(P, Q, r, Ä) A «'(?', S', S, Ay, 

es gibt auf r nur einen Punkt, der dieser Projektivitat genügt (Nr. 224). 
Der Pol von SB ist sodann derjenige Punkt Sd' auf /, der in dieser 
Projektivitat dem SB entspricht; folglich ist ^'B' die Polare V von 
B. Damit ist unsere Korrelation umgewandelt in: 

B Q r B 

Also ist (2120) - (8100) = 1. 

und wir können diese Korrelation, als (3100) oder (0400), ver- 
vollständigen; d.h. es können beliebige weitere entsprechenden Elemente 
konstruiert werden. 

um die Anzahlen der übrigen Signaturen zu ermitteln, gehen 414 
wir vor wie in Nr. 245^). Durch Fallenlassen einer einfachen Ele- 
mentarbedingong bilden wir einfach unendliche Systeme von Korre- 
lationen, die nur sieben Bedingungen erfüllen, also mit Signaturen 
(aßt^X- In jedem solchen System @ gibt es je eine endliche 
Anzahl it, bzw. X von zentralen, axialen Korrelationen, eine 
endliche Anzahl \k von Korrelationen, in denen noch die 
achte Bedingung erfüllt wird, daß zwei gegebene Punkte 
konjugiert sind, und eine endliche Anzahl v, für welche 
noch zwei gegebene Geraden konjugiert sind. Diese beiden 
Zahlen )ü^ v mögen wiederum die Charakteristiken des Systems 

1) Hirst, Proc. London Math. Soc, Bd. 6, S. 40 (auch Annali di Matematica, 
Ser. n, Bd. 6, S, 260) und Bd. 8, S. 262. 



(3100) 



340 r\r- § 62. Zahlen der Korreiationen bei acht Elementarbedingongen. 

heißen^ tt^ X die AusartungszaMen; wir schreiben kurz: 7r(aßT^)7; ^^^- 
Zwischen diesen yier Zahlen bestehen zwei Beziehungen, 
welche gestatten^ )ü^ v zu berechnen, wenn iT; X ermittelt sind; was 
im allgemeinen leichter ist. 

Es gibt also ]li Korrelationen in @, für welche A und Ä kon- 
jugiert sind; d. h. wenn zu A oder Ä in allen Korrelationen von € 
die Polaren konstruiert werden, so gehen jli von ihnen durch A' oder 
A'^ abo ist in die Klasse der Kurve der Polaren^ welche einem 
Punkte des einen Feldes in den verschiedenen Korrelationen 
von @ im andern zugehören, und ebenso ist v die Ordnung 
des Orts der Pole einer Gerade. 

Es seien nun in Z zwei Geraden a, i gegeben, in Z' ein Punkt 
C\ Ein Strahl x^ des Büschels C und die Gerade a sind in v 
Korrelationen von @ konjugiert; in diesen seien die Pole von h kon- 
struiert und aus C durch die Strahlen x\ projiziert, welche dann dem 
h konjugiert sind. So werden einem x^ v Strahlen x^ und ebenso 
einem x^ v Strahlen x^ zugeordnet. Es entsteht also im Büschel C 
eine (nicht involutorische) Korrespondenz [v, v], in welcher zwei 
Strahlen x^y x^ entsprechend sind, welche in der nämlichen Korre- 
lation von @ zu a, bzw. h konjugiert sind. 

Die 2v Koinzidenzen kommen auf zweierlei Weise zustande. In 
jeder der in Korrelationen von @, in denen die Punkte ah und C 
konjugiert sind, geht die Polare von ah durch C und ist zu a und h 
konjugiert, und umgekehrt, wenn in einer nicht ausgearteten Korre- 
lation von @ ein Strahl durch C sowohl zu a, als zu h konjugiert 
ist, so muß ah sein Pol und daher zu C konjugiert sein. 

Femer in jeder der zentralen Korrelationen vereinigen sich, weil 
im allgemeinen weder a, noch h durch den singularen Punkt in Z 
geht — die Zahl dieser Punkte ist endlich — , die Pole von a und h 
in dem singularen Punkte von Z', und die Gerade aus C nach ihm 
ist wieder konjugiert zu a und h. Dagegen führen die axialen Korre- 
lationen zu keiner Koinzidenz; denn ah liegt auf keiner der singularen 
Geraden von Z', folglich sind in jeder der X Korrelationen die beiden 
Pole von a, h zwei verschiedene Punkte auf der singularen Gerade in 
J!y und da diese nicht durch C geht, sind die beiden sie aus C pro- 
jizierenden Strahlen x^^ x^ nicht koinzidierend. 

Dies führt zu der einen der beiden Beziehungen: 

2v = |Ll -|- TT; 

die andere ergibt sich durch die duale Betrachtung und ist: 

2^ = v + X; 
woraus folgt: 

1) 3|Li = TT -h 2X, 3v = 2iT + X. 
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Es ist: 

n(aßTb)7-(a,ß,T + 1,0)8, 

v(aßTb)7-(a,ß,T,b + l)8; 
also ist: 

H(0, ß, T - 1, ö), - v(a, ß, T, ö - 1)7 - (ctßTÖ)«. 

Wir erhalten so eine Anzahl von Eontrollen. 

Die 13 Systeme, mit denen allein wir uns zu beschäftigen haben, 
sind: 

(3010), (2110); 

(2030), (2021); (1130), (1121); 

(1050), (1041), (1032); 
(0070), (0061), (0052), (0043). 

Betrachten wir z. 6. die yorletzte Gruppe von drei Systemen, so 
fOhren die in, v zu den Anzahlen fOr folgende Signaturen (aßT&)8* 

M V 

(1050): (1060) (1051), 

(1041): (1051) (1042), 

(1032): (1042) (1033), 

80 daß die Zahlen (1051) und (1042) doppelt erhalten werden. 

Man kann die Ausartungszahlen ir, X direkt berechnen, wie es 415 
Hirst in seinem ersten Aufsatze getan hat. Aber es ist einfacher, 
den Prozeß fortzusetzen, wobei es dann nur auf die Berechnung yon 
einigen X oder ir und auf die der Zahlen der Ausartungen 2. Stufe 
ankommt, welche sechs Bedingungen erfüllen. Man läßt also noch 
eine einfache Bedingung fallen, so daß man zu Signaturen (aßTb)^ 
gelangt. Da gibt es nun je ein einfach unendliches System 
& Yon zentralen Korrelationen und ein eben solches S^ von 
axialen^); sind 6 Ausartungen 2. Stufe vorhanden, so befinden 
sich diese, als Ausartungen sowohl der einen, wie der andern Aus- 
artung 1. Stufe, in beiden Systemen. Femer enthält das erste System 
@0 eine endliche Anzahl it von Korrelationen, für welche noch zwei 
gegebene Punkte konjugiert sind, und eine Anzahl if yon solchen, bei 
denen noch zwei gegebene Geraden konjugiert sind. Für ©^ seien 
X, X diese Charakteristiken. 

Ersichtlich ist durch Dualität: 

iT(aßTÖ)e- X(ßaÖT)e - Raß^t)«, 

Ä(aßTö)e-X(aßbT)6, 

7r(aßTÖ)7-X(aßÖT)7. 



1) Bisweilen ist das eine nicht yorhanden, z. B. bei (1040) das System Sa- 

Sturm, 0«om«tr. Yerwandtooluifton. IL 16 



(2100) 
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In ©^ haben wir zwei Karren (S), (S'), erzeugt durch die sin^- 
lären Punkte^ in @^ zwei Kurven (s), (s"), umhüllt Ton den singularen 
Geraden. Da yon zwei konjugierten Geraden a, a' einer zentralen 
Korrelation eine mit dem singularen Punkte ihres Feldes inzidieren 
muß und umgekehrt zwei Geraden konjugiert sind, wenn diese Inzi- 
denz stattfindet; so folgt, daß ü die Summe der Ordnungen von {8) 
und (S') ist, und ebenso ist \ die Summe der Klassen Ton (s) und 
{s'). Wie früher, ist it die Klasse der Kurve, in jedem der beiden 
Felder, die von den Polaren, in bezug auf die Korrelationen von @^, 
eines Punktes des andern Feldes umhüllt wird, und X die Ordnung 
der Pole, die einer Gerade desselben in den Korrelationen von @^ 
entsprechen. 

Es ist möglich, daß eine von den genannten Kurven nicht zu- 
stande kommt, indem das singulare Element in bestimmten Punkten 
oder Geraden festbleibt. Z. 6. bei 

P Q r 

ist {ß) die Gerade r, iß'^ kommt nicht zustande: S' liegt immer in 
jpg'; also ist S—l + O«!; ebenso bleibt 5 fest in P^, s' aber 
beschreibt den Büschel um K\ so daß X » + 1 » 1. 

Bei (3000) kommt keine der vier Kurven zu stände; die singu- 
laren Elemente liegen in einzelnen Punkten oder Geraden fest, und 
die ein&che Unendlichkeit der Korrelationen ergibt sich dadurch, daß 
die charakteristischen Projektivitaten unbestimmt sind; z. B. wenn S 
in P, S' in gV liegt^ haben wir nur: 

Oft artet auch, wenn in beiden Feldern Eurren zu stände kommen, 
das Entsprechen zusammengehöriger singularer Elemente ans. Z. B. bei 

:p q A B 

p' i Ä' B' 

m 

besteht (8') aus dem Geradenpaare p'q^ (ß) hingegen ist der K^el- 
schnitt der Punkte S, für welche 

S(P, Q,A,B)7\ p'q'(jp', i, Ä', B') 

ist, und das Entsprechen ist so, daß zu einem beliebigen Punkte 8 
dieses Kegelschnitts immer pq' als 8' gehört, zu P oder Q jeder 
beliebige Punkt von q oder p\ Jedenfalls ist S = 2 -f- 2 =« 4. Hin- 
gegen s und ^ können nur FQ und A B sein, so daß X -» + « 0. 
Jedes der beiden Systeme @^, @^ liefert eine Relation, aber nur 
eine. Wir l^en wieder in Z die Geraden a, 6, in Z' den Punkt (T 
und versuchen zwei Strahlen xj^^ x^ durch C entsprechen zu lassen. 



(2020) 
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welche je in der nämlichen Korrelation yon @^ zu a, bzw. b kon- 
jugiert sind. Handelt es sich um eine Korrelation, die ihren S weder 
aof dk, noch anf h hat^ so fallen beide Strahlen x^\ x^ in den Strahl 
aus C nach 8' zusammen. Hat die Korrelation aber ihren 8 auf a 
oder hj so wird x^y bzw. x^ unbestimmt. Wir erhalten also keine 
Korrespondenz. 

In bezug aber auf das System @^ ergibt sich eine und zwar 
[X, X]. Wenn dann x^^ x^ sich vereinigen und zwar f&r eine Korre- 
lation, die nur Ausartung 1. Stufe ist, so ist der Schnitt der zu diesem 
Strahle konjugierten Strahlen a, h der Pol desselben; C und ah sind 
konjugiert, und umgekehrt, wenn sie es sind, geht die Polare von ab 
durch C und ist sowohl zu a, ab zu b konjugiert. Das geschieht 
bei X Korrelationen yon @^ (allen, bei welchen s durch ab oder s' 
durch C geht). Femer ergeben sich Koinzidenzen bei den Aus- 
artungen 2. Stufe mit singuBLrer Gerade und singulärem Punkte s, iS; 
s', 8' in jedem Felde, weil die Pole fElr die beliebig gegebenen 
Geraden a^ b in den 8' fallen, also x^^ x^ sich vereinigen. 

Folglich haben wir, indem noch die duale Betrachtung ge- 
macht wird, die Relationen: 

2) 2x - X + e, 2iT - s + e. 

Was die anlangt, so brauchen wir dieselben nur für folgende Sig- 
naturen zu berechnen: 

(3000); (2100); (2020), (2011); (1120), (Uli); 
(1040), (1031), (1022); (0060), (0051), (0042), (0033), 

Denn, weil die Ausartung 2. Stufe in sich dual ist, ist: 

e(aßTb)«- e(ßaTÖ)«- e(ßaÖT)«- e(aßbT)6. 
Wiederum ist: 

X(a, ß, T~l, l>)e- X(a, ß, T, b - 1)6= X(a, ß, t, b), 
oder: 

X(a,ß,T,b)«-X(a,ß,T+ 1,0)7, 
^(a, ß>T, b)e-X(a,ß, T, ö+l),. 

Sind ako die ermittelt und hat man z. B. X für (0060) er- 
mittelt, so (^bt die obige Formel X fOr (0060), das ist X fOr (0061); 
damit wird X fOr (0051) berechnet^ usw. bis (0006). 

Wir brauchen daher nur X fttr (3000), (2100), (2020), (1120), 
(1040) und (0060) direkt zu ermitteln oder, was dasselbe ist, X f&r 
(3010), (2110), (2030), (1130), (1050), (0070). 

Haben wir nun alle Zahlen X ermittelt, so ergeben sich die ir 
yermittelst: 

7T(aßTl>)7-X(aßbTX. 



16 
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Demnach sind die 8 f&r 13 Signataren (aßxb)« und die X (oder v) 
ftb* 6 Signaturen (aßTb)^ zu ermitteln. 

Die Ermittelung der 8 hat den Vorzug, daS bei der Ausartimg 

2. Stufe es sich nur um reine Lageneigenschaften handelt, wahrend 

bei denen der 1. Stufe auch Projektivitaten zu berücksichtigen sind. 

416 Aus der Beschreibung der Korrespondenz bei der Ausartong 

2. Stufe der Korrelation (zentral-axiale Korrelation) in Nr. 4D2 folgt, daB: 

1. wenn zwei polare Elemente gegeben sind^ entweder ein singa- 
larer Punkt in den Pol, oder eine singuBLre Gerade in die Polare 
fallt, oder die eine singulare Gerade durch den Pol geht und der 
eine singulare Punkt auf der Polare liegt, 

2. wenn zwei konjugierte Punkte gegeben sind, eine der beiden 
singularen Geraden durch den einen dieser Punkte gehty und 

3. wenn zwei konjugierte Geraden g^eben sind, einer yon den 
beiden singularen Punkten auf der einen yon ihnen Uegt 

Femer sind 8 und Sy sowie S' und s' inzident. 

Damach haben wir in den 13 oben aufgezahlten Signaturen, wenn 
die g^ebenen Bedingungen durch das neben die Signatur geschriebene 
Schema gekennzeichnet sind, folgende Lage der singularen Elemente, 
wobei, wenn verschiedene Kombinationen möglich sind, immer ein 
typisches Beispiel vorgeführt wird: 



(3000) 



P Q R 

P i r' 



Die singalsren Elemente feilen in die darunter stehenden Punkte oder 
Geraden: 

S s S' ^ 



PQ 



'..^ 



qr 



r . 



Es sind durch Yertaaschung von P, Q, TL und die entsprechende 
Ton j>', g', r' sechs Kombinationen möglich, also: 6 — 6. — 



(2100) 

S 

(PQ, r) 
nur eine Kombination: 6 



P Q r 

P' ^ H' 

s S' 

PQ PQ' 
1. — 



8 



(jp'q, Ry, 



(2020) 



PQ AB 

p' i A' B' 
8 s S' 

P PQ (q^A'B-) 
mit zwei Kombinationen: 8 » 2. — 



r 

s 
A'B' 



Anzahlen der Ansaitungen 2. Stufe. 
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(2011) 



P Q A b 



Wir haben vier Terschiedeae Typen: 



8 


S 


8' 


s' 


P 


PQ 


h'q' 


W, h'q') 


P 


PA 


b'q' 


i' 


(PQ, fe) 


PQ 


P'i' 


(A', p'q') 


{PÄ,i) 


PA 


/«' 


«'; 



der erste, zweite, vierte Typus haben zwei Kombinationen, daher 8 — 7. 

P q A B 
p' Q' A' B' 
wir haben zwei Typen mit je zwei Kombinationen: 



(1120) 



r 

S 

QfB' 

QfB'; 



(1111) 



8 



8 s S' 

P PA Q' 

(PA, q) PA (QTB', p-) 
also 6 =» 4. — 

P q A b 

p' qf A' V 
es gibt zwei Typen mit je einer Kombination: 

8 8 8' 

iPA,q) PA p'V 

H (P, H) (Q'A', p') 
also e — 2. — 

Bei der i^hsten Signatur 

.,^.«-v P A B C B 

'•»^^ ,■ A S C J)- 

ist keine Ausarhing 2. Stufe möglich; denn jede der beiden singa- 
laren Geraden müßte mindestens durch zwei der Punkte A^ B, C, D, 
bzw. Ä'y B\ C, D' gehen, und dann entweder s noch durch P gehen 
oder s' mit p' zusammenfallen, was nicht möglich ist; also » 0. — 






(1031) 



P A B C d 

p' Ä B' C d' 

es gibt zwei Typen mit je drei Kombinationen: 
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mithin 6 



P P^ 

(PA, d) PA 
6. — 



S' 

(B'c, a) 

{B'C, pO 



8 

B'C 
B'C-, 



(1022) 



P A B c d 

p' A' B' e' ä 

hier haben wir vier Typen mit zwei^ zwei, einer, vier Kombinationen: 



s 

PA 

AB 

{cd, P) 

PA 



S' 

p'd: 
{A'b;p) 

p'c( 



8 



{B', c'dT) 

r 

P 
A'B' 

(p'd-, By, 



(0042) 



8 
P 

(AB, e) 
cd 

also e — 9. — 

Ihnlich wie oben bei (1040), sind bei (0060) nnd (0051) keine 
zentral-axialen Korrelationen möglich; 8 -• 0. — 

Ä B C D e f 

A' B' C D' e' f 

wir haben einen Typus mit 2 • 6 Kombinationen: 

S s S' s' 

(ÄB,e) AB {C'B\f) CD'; 

alBO 8 — 12. — 

Endlich 

A B C d e f 

A B' C d' e f 

es gibt zwei Typen mit je nenn Kombinationen: 

8 8 S' s' 

iAB,d) AB e'f (er, CO 

de (de,C) (A'B\f) A'B'-, 

also — 18. 

417 Was nun die X(aßTb)7 anlangt, von denen nur die für die Sig- 

naturen (3010), (2110), (2030), (1130), (1060), (0070) berechnet zu 
werden brauchen, so wissen wir, daß, wenn ein Pol und seine Polare 
gegeben sind, etwa P und p, entweder 8 durch P geht oder s' mit p 
identisch ist; im ersteren Falle müssen P und 8'p' in der Projek- 
tiyitat zwischen den Punktreihen $, s' entsprechend sein. Und wenn 
konjugierte Punkte Aj A' gegeben sind, so muß 8 durch A oder s 
durch A' gehen. Konjugierte Geraden kommen in jenen sechs Sig- 



(0033) 



Anzahlen der Aosartongen 8. und 1. Stufe. 
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(3010) 



(1130) 



natoren nicht vor. Es kann diesen Bedingungen nur bei (2110) ge- 
nügt werden, bei allen fOnf andern ist also X •— 0. Denn z. B. bei: 

P Q R A 

p' 4 *•' 4' 

kann ^ doch nur mit einer der drei Geraden j>', g', /, zosammen- 
fiallen, etwa mit jp', dum ist % die Qi2 und weder s geht durch A^ 
noch «' durch Ä. 

Oder fäUt bei: 

P q_ A B C 

p' q Ä B' C 

s mit q zusammen, so geht sie nicht durch P; a' ist also p'; jene 
wie diese geht durch keinen der Punkte A, B, C, bzw. A', B', C. 
Qehi, 8 durch P, so muß Qf auf s' liegen; geht etwa s noch durch A, 
so mfißte 8' durch B', C gehen, was nicht möglich ist. 

Bei 

P Q r A 

p' q' R A' 

ist 8 — PQ und s'—B'A' und die Projektivilat ist: 

«(P, Q, r) A s'ip', i, BJ, 
also X "-> 1. 

Mithin ist X = bei (3000), (2020), (1120), (1040), (0060), 
X - 1 bei (2100). 

Die erste Formel 2) und X(aßTb)e= X(a, ß, t + 1,0 — 1)« führen 
nunmehr zu folgender Tabelle: 



(21 10) 



und 





e 


X 


X 




e 


X X 


(3000) 


6 





3 


(1022) 


9 


3 6 


(2100) 


1 


1 


1 


(1013) 


6 


6 6 


(2020) 


2 





1 


(1004) 





6 3 


(2011) 


7 


1 


4 


(0060) 








(2002) 


2 


4 


3 


(0051) 








(1120) 


4 





2 


(0042) 


12 


6 


(1111) 


2 


2 


2 


(0033) 


18 


6 12 


(1102) 


4 


2 


3 


(0024) 


12 


12 12 


(1040) 











(0015) 





12 6 


(1031) 


6 





3 


(0006) 





6 3. 


Yermittelst: 














X,(aßTl>)7- 


- X(a, ß, T - 


- 1, b), - X(a, ß, 


T, l> 


-1). 



418 



ir(oßTb)7-X(aßbTX 
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erhalten wir fBr die X und n der Signstaren (aßT&X foIg<aide Wette, 
zu denen gleich die rennittelst der Formehi 1) berechneten Werte 
M, V hinzugefügt sind: 



I 



j (3010) 
• 1 (3001) 3 



n. { <2iio) 



(2101) 



1 
1 



m. 



IV. 



(2030) 

(2021) 1 

(2012) 4 

l (2003) 3 

(1130) 

(1121) 2 

(1112) 2 

l (1103) 3 



n 
3 


1 
1 

3 

4 
1 


3 

2 
2 




1 
2 

1 
1 

1 
2 
3 
2 

1 
2 
2 
2 



V 

2 
1 

1 
1 

2 
8 
2 
1 

2 
2 
2 
1 



V. 



VL^ 



(1050 
(1041 
(1032 
(1023 
(1014 
(1006 

(0070 
(0061 
(0062 
(0043 
(0034 
(0025 
(0016 
(0007 



X 


3 
6 
6 
3 






IT 

3 
6 
6 
3 



3 
6 



M 
1 

2 

4 

5 

4 

2 

1 
2 
4 



V 

2 

4 
5 
4 
2 
1 

2 

4 
8 



(X,ir) 



12 

6 12 8 10 

12 6 10 8 

12 8 4 

6 4 2 

3 2 1. 



Endlich Termittelst 

(aßTb)» - M(a, ß, T - 1, l>)7 - v(a, ß, t, b - 1)t 

ergibt sich folgende Tabelle für die Anzahlen Zg der Korrektionen 
bei allen 55 Signaturen (aßxb),: 



(4000). 
(3100). 

(2200) 
(3020)- 
(3002) - 
(3011) - 
(2120)- 
(2102) - 
(2111)- 
(2040)- 
(2004)- 
(2031) - 
(2013) - 
(2022) - 
(1140) - 
(1131) - 

(1122) 



(0400) -1; 
(1300) -1; 

-0; 
(0320) - 
(0302) - 1, 
(0311) -2; 
(1220) = 
(1202) -1, 
(1211) -1; 
(0240) - 
(0204) - 1, 
(0231) - 
(0213) -2, 
(0222) - 3; 
(1104) -1, 
(11 13) - 2, 

-2; 



(1060) - (Ol 60) - 
(1006) - (0106) - 1, 
(1051) -(0151) - 
(1015) -(Ol 15) -2, 
(1042) - (0142) - 
(1024) -(0124) -4, 
(1033) = (0133) -6; 
(0080) - (0008) - 1 
(0071) - (0017) - 2 
(0062) = (0026) - 4 
(0053) - (0035) - 8 
(0044) - 10. 
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Die Zahl der Lösungen ist 1^ jedesmal^ wenn eine der Zahlen 
T; b null ist, d. h. wenn mindestens eine Art der konjugierten Elemente 
unter den gegebenen Bedingungen fehlt. Ausgenommen ist (2200). 

Femer gilt durchw^, wenn T^^ ist und p die kleinere dieser 
Zahlen ist, daß die Anzahl der Lösungen 2? ist; hingegen bleibt in 
den Fällen Y»b»p die Anzahl der Lösui^en hinter der Potenz 2^ 
zurück. 

In den einfach unendlichen Systemen (aßT^)? von Eorre* 419 
lationen, bei denen )i oder v den Wert 1 hat, folgt daraus, 
wegen der geometrischen Bedeutung der Charakteristiken, dafi die 
Polaren eines Punktes des einen Feldes in allen Korrela- 
tionen des Systems einen Büschel bilden, dessen Scheitel 
jenem Punkte in allen gemeinsam konjugiert ist, bzw. daß 
die Pole einer Gerade eine Punktreihe erfüllen, deren Träger 
der Gerade gemeinsam konjugiert ist. Für diese Systeme von 
Korrelationen bieten sich von selber die Namen: Büschel und 
Scharen dar. Ein Büschel (fi » 1) führt also zu einer ein- 
dentigen Zuordnung gemeinsam konjugierter Punkte, eine 
Schar (v »> 1) zu einer eindeutigen Zuordnung gemeinsam 
konjugierter Geraden. 

Die Fälle, wo fi « 1 ist, sind (abgesehen von der Yertauschung 
von a, ß): 

(3010), (2110) (und (2101)), (2030), (1130), (1050), (0070). 

Von ihnen nimmt (21 10), mit dem wir uns noch beschäftigen werden, 
eine besondere Stellung ein; in den übrigen sind durchweg: v >-> 2, 
X — 0, ir "- 3. Und zerlegen wir polare Elemente P, p' in zwei Paare 
konjugierter Elemente P, Ä'] P, B', wo Ä\ B' auf p liegen, oder a, p'\ 
b, p\ wo a, h durch P gehen, so können wir sie alle unter 
(0070) als den allgemeinsten Fall subsumieren. 

Jeder Punkt X hat einen gemeinsam konjugierten Punkt X', in 
den die Polaren des X in allen Korrelationen des Büschels zusammen- 
laufen (und ebenso die von X' in X); jeder Strahl durch X' ist 
Polare in einer Korrelation des Büschels; wir brauchen ja nur einen 
beliebigen Punkt auf ihm dem X als konjugiert zuordnen, dann 
haben wir (0080) mit 1 Lösung. X' selbst dürften wir nicht dem 
X als konjugiert zuordnen, um aus dem Büschel eine Korrelation 
atiszuscheiden. 

Ist Y' dem Y gemeinsam konjugiert^ so werden die Büschel 
X', Y' projektiv und entsprechende Strahlen, Polaren von X, F in 
derselben Korrelation des Büschels, schneiden sich im Pole von X F» l. 
Die Pole einer Gerade l in den Korrelationen eines Büschels 
erzeugen einen Kegelschnitt; das ist schon durch v = 2 aus- 
gesprochen. Jeder Punkt auf ihm ist ein PoL Der Kegelschnitt 
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wird aber noch ein zweiter Ort: auf ihm li^en die beiden gemein- 
sam konjugierten Punkte X', T' der Punkte Xj T von Z; ersetzt man 
nun diese Punkte durch andere Punkte von Ij so wird der Kegel- 
schnitt, als Ort der Pole von 2, nicht geändert. Er ist also auch 
Ort der den verschiedenen Punkten von l gemeinsam kon- 
jugierten Punkte, und auch als dieser Ort ergibt er sich durch 
projektive Büschel, nämlich um die Pole der (Gerade l in zwei Korre- 
lationen des Büschels; entsprechend in ihnen sind die Polaren je 
desselben Punktes von {, und der Schnitt ist der diesem Punkte in 
beiden und daher in allen Korrelationen des Büschels koiyugierte 
Punkt. Jeder Punkt des Kegelschnitts ist beides: Pol der Oerade l 
in einer Korrektion des Büschels, gemeinsam konjugiert einem Punkt 
von l in allen. Die Yerbrodungslinie zweier Punkte des Kegelschnitts, 
von denen der eine X' als dem X auf l gemeinsam konjugiert, der 
andere als Pol von l in der Korrelation P des Büschels au%e£BhBt 
wird, ist die Polare des X in P. 

Der Kegelschnitt, als Ort der gemeinsam konjugierten Punkte 
der Punkte von Z, ist der Kegelschnitt, welcher in der eindeutigen 
Verwandtschaft der gemeinsam konjugierten Punkte X und X' der 
Gerade l entspricht; also ist diese Verwandtschaft eine quadra- 
tische (Nr. 307). 

AUe diese Kegelschnitte gehen durch drei feste Punkte, die wir 
bei der späteren genaueren Betrachtung der quadratischen Verwandt- 
schaft Hauptpunkte nennen werden. Im Büschel haben wir 
drei zentrale Korrelationen. Ihre singulären Punkte in £' 
sind die Pole der beliebigen Gerade l in ihnen, also auf 
allen diesen Kegelschnitten gelegen. Wir haben auf jeder 
Gerade l einen Punkt, dessen Polare in irgend einer Korrelation des 
Büschels durch einen dieser Punkte 8' geht; sie trifft sich in ihm 
mit der Polare des nämlichen Punktes auf l in der zentralen Korre- 
lation, für welche S' singularer Punkt ist; so daß dieser zu jenem 
gemeinsam koiyugiert wird. 

Um zwei zusammengehörige singulare Punkte 5, 8' haben wir 
projektive Büschel: die charakteristische Projektivität, und nach kon- 
jugierten Punkten müssen entsprechende Strahlen gehen. So liefert 
uns der Korrelationenbüschel (0070) einen neuen Beweis für das 
Ergebnis des Problems der ebenen Projektivität (Nr. 233), 
daß es drei Paare von Punkten gibt, von denen nach zwei 
siebenpunktigen Gruppen mit entsprechend zugeordneten 
Punkten projektive Büschel gehen. 

Wir fanden: füi » 1 ordnet einem Punkt X einen Punkt X' zu, 
den gemeinsamen Punkt der Polaren von X, und einer Gerade l von 
Punkten X wird ein Kegelschnitt von Punkten X' zugeordnet. 

V "- 2 ordnet einer Gerade l einen Kegelschnitt zu, den Ort ihrer 
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Pole. Denn v »- 2 sagt aas^ daß von diesen Polen zwei auf eine 
Oerade in £' fallen, die dadurch konjugiert wird zu {. Das ist der- 
selbe Kegelschnitt; den wir eben der Gerade zugeordnet erhielten. Der 
einer zweiten Gerade m zugeordnete Kegelschnitt hat mit jenem, 
außer den drei festen Punkten 8', einen vierten gemein , denjenigen 
der dem Punkte Im gemeinsam konjugiert ist, und dreht sich l um 
Im, so gehen alle diese Kegelschnitte durch ihn und bilden einen 
BüscheL 

Bei der Signatur (2110) , / -n/ ^' ^ welche oben aus- 420 

p q II Ä 

genommen wurde, ist ir — » X « ^ =« v =* 1. 

Sie hat also beide Charakteristiken gleich 1 und je eine Aus- 
artung von beiden Arten. 

Die zentrale Korrelation (£ hat S' in p'q' und S so auf r ge- 
legen, daß: 

n(S, so S(P, Q, r, A) A S'(p', «', B', Ay, 

wodurch S eindeutig bestimmt ist (Nr. 224). 

Die axiale Korrelation 9 hat 5 » PQ, s' ^B'Ä und die charak- 
teristische Projektivität ist: 

n(5, s') 5(P, Q, r) A s'O', 3^, B'). 

Folglich sind jene Strahlenbüschel zu diesen Punktreihen perspektiv; 
also haben wir auch die Projektivitäten: 

n(S, S(P, Q, r) A s'{jp\ g', UO, 

Aus ihnen folgt, daß f&r alle Korrelationen des Systems (2110) die 
Punkte auf s, bzw. auf s' je den ihnen in der einen oder andern dieser 
ProjektiviiSten entsprechenden Strahl durch S' bzw. S zur gemein- 
samen Polare haben. Für die Punkte auf s ist es unmittelbar klar. 
Der Pol aber von s' (in irgend einer der Korrelationen des Systems) 
muß so beschaffen sein, daß er auf r liegt und derselben Projektivität 
TT(5, S') genügt wie S, also identisch mit S ist; dann haben vier 
Punkte auf 8 in allen Korrelationen dieselbe Polare, folglich alle. 

Wegen fi » 1 laufen die Polaren eines Punktes X in Z in einen 
Punkt X' in £' zusammen; dieser liegt auf s', weil das die Polare in 
der axialen Korrelation 9( ist, und ist der dem 8X in Tt{S, s') ent- 
sprechende Punkt; er ist für alle Punkte von SX der nämliche Punkt 
auf $', ist ja 5 X seine gemeinsame Polare, und ebenso ergibt sich 
f&r einen beliebigen Punkt X' von Z^ als gemeinsam konjugierter 
Punkt X derjenige auf s, welcher in TT (5, S') dem Strahle S'X' kor- 
respondiert und Sir alle Punkte von S'X' derselbe ist. 



252 IV. § 62. Zahlen der KorrelAtionen bei acht Elementarbeding^gen. 



Nehmen wir also diejenige Korrelation ans dem System, ftlr 
welche anch noch B nnd B' konjugiert sind: 

P Q r A B 
p q R Ä B' 



(2120) 



so ist leicht nach dem eben Gesi^^n für J5 im Büschel (2110) der 
gemeinsam konjugierte Punkt auf s' gefunden; verbinden wir ihn mit 
B\ so haben wir die Polare V von B in (2120)^ und diese Bestimmung 
der Korrelation ist umgewandelt in die einfachere: 



(3100) 



P Q r B 
/ q' B' V 



Diese Umwandlung haben wir schon in Nr. 413 , ohne Heranziehung 
eines KorrelationenbüschelSy kennen gelernt 

Kehren wir zum Büschel (21 10) zurück. In der oben besprochenen 
Beziehung zwischen den gemeinsam konjugierten Punkten X xmd X' 
haben wir es mit den beiden ausgearteten Kollineationen zu tun, von 
denen zur einen die singulären Elemente Sy s' und die charakteristische 
Projektivitat Tf^S^ s'), zur andern s, 8' und Tf(s, S') gehören. 

Gemeinsam konjugiert ist zu einem beliebigen Punkt X in £, 
(der weder in Sy noch auf s liegt) der ihm in der ersteren dieser 
Kollineationen entsprechende X\ zu einem beliebigen X' der ihm in 
der zweiten entsprechende X, und ebenso ist gemeinsam konjugiert 
zu einer beliebigen Gerade ^ die ihr in der zweiten Kollineation 
entsprechende x' und zu einer beliebigen x* die ihr in der ersten 
entsprechende x. 

Die beiden Geraden, welche in diesen ausgearteten Kollineationen 

einer Gerade { korrespondieren, nämlich s' und eine durch S' gehende 

r setzen den Kegelschnitt des allgemeinen Falls zusammen, der von 

den gemeinsam konjugierten Punkten der Punkte der l erfüllt wird; 

imd zwar so, daß im allgemeinen s' erfÜUt wird und nur, wenn der 

Punkt auf l nach Is kommt, die V auf einmal Ort der Pole von { in 

den Korrelationen des Systems ist l' (v = 1). 

Bei 

P Q r t 

p 2' R' r 



(2200) 



fanden wir keine Korrelation ^ weil die Würfe PQ{P, Q, r, t) und 
p'q(p, q'y B'y T') im allgemeinen nicht projektiv sind, wie es die 
Korrelation erfordert Sind sie es aber, so ist durch diese Signatur 
ein ganzer Korrelationenbüschel bestimmt und zwar der eben be- 
sprochene (2110); denn man kann dann t durch einen Punkt T auf 
ihr ersetzen imd diesen dem T' als konjugiert zuordnen, weil die 
Polare von T' durch den in der Projektivitat der Würfe dem Strahle 



(4000) 



Konstruktive Behandlung von (8010), (2040), (1060), (0080). 253 

(p'g', 2") entsprechenden Punkt auf PQ, also durch {PQ, t) gehen 
muß, sowie durch T, also mit t zusammenfallt. 

Schröter hat, vor Hirst, direkt nachgewiesen^), daß in den 421 
Fällen (3020), (2040), (1060), (0080) die Korrelation eindeutig be- 
stimmt ist. Wir wollen seine Betrachtungen etwas modifiziert und 
yerein£EM^ht wiedergeben. 

Bei der Korrelation: 

\ ftj 6« &4 i 

wird die Polare h^ von A^, folgendermaßen konstruiert (Nr. 264). Man 
bestimmt auf b^, h^ die Punkte 93 J, 89| so, daß: 

&i(&f^ K K ®6) A Ai^y A; Ay A)> 

h(Pu K K ®6) A AiAy A> Ay ^); 

es ist dann &5="S3J93|. 

Wir drehen nun b^ um JB^, so daß B^ zu A^ konjugiert wird 
und das Korrelationensystem (3010) vorliegt. 93j, 93| bewegen sich 
projektiv auf fe^, 6, und vereinigen sich, wenn b^ durch ^i 2=61 feg 
geht, in diesem Punkte; denn die beiden obigen Projektivitaten werden 
dann ausgeartet, und er ist in beiden singulärer Punkt. Daher dreht 
sich &5 um einen Punkt S^^; und wenn dem A ^^ konjugierter Punkt 
B^ zugeordnet wird, so daß es sich dann um die Korrelation: 

A^A^A^A^A^ I 

61 62 65 JB4 JB5 I 

handelt, so ist b^ eindeutig durch iBs und JS5 festgelegt und daher 
auch die Korrelation (3020); sie ist in (4000) übergeführt. 

Wir schieben hier eine Anwendung ein, die Konstruktion des 
sechsten linear abhängigen oder verbundenen Paars (Nr. 228) zu fünf 
Paaren. Sie seien: 

B^B^B^B^B^ 

dann legen wir die Korrelation: 

A A A -^4 A 

^t^i -BsA ^^i ^6 ^l 

fest; sind A ^^^ ^0 ^^ ^^^^ ^^^ ^4-^6 ^^^ AAy ^^ ei^eben sich 
zwei Paare polarer Dreiecke 

A^A^A^ A^A^Aq 

BiB^B^ B^B^Bq 

1) Journal for MaihemAtik, Bd. 62, S. 216. 

2) Wir w9Men eine etwas ge&nderte Bezeichnung, teils im Anschluß an 
Schröter, teils auch weil sie f&r das Folgende bequemer ist. 



(3020) 



(3020) 
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dieser Korrelation, und nach Nr. 272 bilden A^, B^ das gesnchte 

Paar^. 

Aus dieser Betrachtung folgt, daß ein System von sechs linear 
abhängigen Punktepaaren auf zehn Weisen in zwei Paare polarer 
Dreiecke zerlegt werden kann, die zu zehn Korrelationen gehören. 

935 kann man ebenso konstruieren, wie es im folgenden mit 93« 
geschieht, der zu A^ gehört und der uns weiterhin wichtiger ist. Wir 
konstruieren in den Büscheln um B^^^^h^hi, As*^ ^i^s ^^^ Strahlen 
^B9 y« ^^f ^^B ^^i^ Projektivitaten: 

1) ^is(K K ^4.9 O A ^i(^, ^8, ^4, ^), 

2) B,,{\, 63, B„ yeO A A(A, A. Ay ^) 

genügt wird. Wenn b^ durch B^^ geht, fällt 85| (fCbr Ä^ so kon- 
struiert, wie vorhin 93| für Ä^) in diesen Punkt B^^, 93J aber in den 
Schnitt von x^' mit b^; daher ist x^' die 93J99J oder &«, und wenn b^ 
durch B^^ geht, ist sie y^'] also ist x^'y^' der Punkt 93e, den wir 
aber mit 93«' bezeichnen wollen. 

^ und JS,3, ^ und jß^« sind singulare Punkte fOr zwei zen- 
trale Korrelationen im Systeme (3010), genauer (3010)', die der 
dritten sind A^j B^^. 

Wir erselxen nun Ä^y B^ durch -4^, J^j, wodurch sich (30 10)' 
in (3010)" ändert, konstrideren x^'', y^' so, daß: 

3) -Bfs(*S7 K ^Bf O A Ai^y Af Ay A)y 

4) B,,(b,, 6„ ^5, O A A(^i, Ay Ay M 

und erhalten als Drehpunkt 935" der Polare von A^ in (3010)" den 
x^'y^'^. Daher ist die Polare 63 von A^ in (3020), welche den 
beiden Systemen (3010)' und (3010)" gemeinsam ist, die aSe'aS«". 
Für einen andern Punkt Aj konstruieren wir ebenso x{y y^', SS?', 

^7"; Vi'y ^i'y ^7? "^^^ A durch jiy ersetzend. 

Jetzt drehen wir b^ um B^, so dafi das System (2030) sich 
ergibt; wie bewegt sich b^ oder, was uns bequemer isi^ b^? 

Die Strahlen x^\ y^' drehen sich um feste Punkte auf B^B^y x^ 
z. B. um denjenigen X^', f&r welchen: 

£35,(6,, B^, 5„ 2,0 A -4i(A, ^5, A^, ^); 

sie bewegen sich projektiv zu \j und zwar entsteht Perspektive Lage, 
weil in B^B^ sich entsprechende Strahlen vereinigen. Also bew^ 
sich 93,' auf einer Gerade; diese geht durch JB^,, denn in diesen Punkt 
fällt 937', wenn b^ durch ihn geht Ebenso bew^ sich 93," auf einer 



1) R 08 an es, Jotun. f. Math., Bd. 90, S. 809. 

2) Statt dieseB zweiten Punktes benutzt Schröter hier und weiterhin einen 
andern, der weniger geeignet scheint. 



(2040) 
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Gerade nnd kommt auch nach B^^, wemi b^ durch diesen Punkt geht. 
Daher sind die beiden von ^^', fßj" beschriebenen Punktreihen per- 
spektiv, und b^ » ^^'^^" dreht sich um einen Punkt 83^. 

Das tut auch die Polare b^ von ^; und wird dem A^ der kon- 
jugierte Punkt B^ zugeordnet^ so ist b^ eindeutig bestimmt und damit 
auch die Korrelation: 

6j 6j B^B^B^B^ 

Den SBj erhalten wir folgendermaßen: Wir konstruieren zunächst die 
Punkte S^ auf b^y S^ auf \ und dann durch sie die Strahlen x^^j x^^ 
so daß die Projektivitäten: 

ß) . S,\b,, B,, B,, B,, V) A A(^, ^, ^i, Ay A\ 

6) S,W, B,, B,, B,, y,') A Ä,{Ä,, Ä,, A,, A,, A,) 

erfüllt werden; um z. B. 8^ zu erhalten, konstruiert man auf B^B^ 
den Punkt S^, für welchen: 

B,B,{b,, B„ JB„ e^) A A{A,, A,, A,, A,); 

der Schnitt (JBßßß, 6,) ist 8^^ 

Geht &3 durch 8^^, der dann B^^ ist, so fallen die beiden Pro- 
jektivitäten 1) und 3) in 5) zusammen und a^^ ist sowohl oc^' als x^''; 
folglich liegen S^' und ^^" auf x^^, und dieser Strahl ist b^ für jene 
Lage von b^. Und geht b^ durch 8^^, dann fällt 6^ in y^^. Daher 
ist »f der Punkt x^^y^^ 

A^y 8i^'^ A^, 8^^ sind singulare Punkte zentraler Korrelationen in 

-^ -^ A^ A,^A.^ 

das dritte Paar singularer Punkte besteht, wenn 9 derjenige Punkt 
ist^ für den: 

«(^„ ^, A,, A^, A,) A ^2(^1, K B,, B,, B,\ 

aus 8[ und JS^,. 

Vertauschen wir wiederum A^B^ mit ^«^e ^^^ konstruieren 
also iSj*, Sj*, x^\ y^^ so, daß: 

7) 8,\b,, 5„ 5„ 5., V) A A,{A^, J,, ^„ J,, A,\ 

8) V(6i, ^s; ^4, ^6, y?') A ^,(^, 4i, Ay A, ^); 

80 ist 87* =- ^^^7* dor Scheitel des Büschels der Polaren von A^ im 
Systeme (2030)«, in dem ^» durch lä* ersetzt ist. 

6 8 

Die Yerbindiu^slinie iBfS3^ ist daher die Polare \ von ^ in 

(2040). 



(2030)' 
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(1050)" 



• 

Wie bewegt sie sich^ wenn b^ sich um B^ dreht, so dafi das 
System 

Torliegt? 

^2^; y^\ S^^, y^^ bleiben fest; 8^ hingegen beschreibt einen E^el- 
schnitt K^^ welcher durch B^y B^, B^y B^ geht und dessen Punkte 
nach diesen Punkten Würfe senden^ die zu Äj^{A^, A^, A^^ Ä^) pro- 
jektiv sind, und x^^ dreht sich um einen festen Punkt Q^^ dieses 
Kegelschnitts und zwar projektiv zu b^^B^S^^] folglich bewegt sich 
iB? projektiv zu i, auf y^^. 

Ebenso bewegt sich S^^ auf einem Kegelschnitte K^^ durch S^j B^, 
B^f B^y und ^^ dreht sich um Q^^ auf ihm, so daß 937* ^^^ projektiv 
zu &2 ^^^ Vi^ bewegt. Die projektiven Punktreihen der ^^^ und 93^* 
sind perspektiv. Denn K^y K^^ haben als vierten gemeinsamen Punkt 
den Punkt Ol^ far welchen (Nr. 226): 

0,\B,y B,y B,y B„ JB.) A AiA, Af A, A. A)- 

Die Punkte 8^^, 8j^ liegen immer in gerader Linie mit j^ und kommen 
gleichzeitig nach 0^*, B^, B^. Kommen sie nach 0^^ so werden die 
Projektivi^ten 5), 7) mit der eben geschriebenen und untereinander 
identisch; also vereinigen sich x^^y x^% so daß Q^^, Q^^ mit Oj^ in 
gerader Linie liegen. Aus dieser Vereinigung folgt, daß x^'^, x^^ Per- 
spektive Büschel beschreiben; entsprechende Strahlen gehen nach JB,, 
wenn 8^y 8^ in diesen Punkt fallen, und ebenso nach B^\ also ist 
B^B^ die Perspektivitatsaze. Die Projektivitaten 6)^ 8) lehren, daß 
die Büschel S^y 8^ ebenfalls perspektiv sind, auch mit B^B^ als Aze; 
so daß y^^ und y^^ sich auf ihr treffen. Folglich haben wir auch zwei 
entsprechende Strahlen x^^y on^y die gerade in diesem Punkte 97^2^7* 
der Aze sich treffen, mithin vereinigen sich in ihm zwei entsprechende 
Punkte 85» - x^^y^^ und 33« =- a;7*y7*. 

Daher dreht sich die Polare \ von A^ im Systeme (1050)* um 
einen Punkt; wird also £7, dem A^ konjugiert, hinzugefiigt, dann ist 
sie und die Korrelation: 



(1060) 



6j B^B^B^Bt^B^Bi 

eindeutig bestimmt. 

Wir wollen aber diesen Drehpunkt genauer für A^y statt fär 
A^y ermitteln. Es treten an Stelle von x^y x^ die Strahlen x^^ x^ 
und die Punkte Q^ auf K^ und Q^ auf K^y um die sie sich drehen, 
und an Stelle von y^y y^ treten y^y y^ bzw. durch 8^y 8^\ Um 
•den Drehpunkt zu erhalten, benutzen wir wiederum zwei spezielle 
Lagen von b^. 
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Erstens gelie sie nach 0^^ in welchem Punkte dann sich S^ 
und S^ vereinigen; beide Strahlen x^, x^ fallen in O^Q^Q^', 9iao 
beide Punkte 93|; 9J fallen auf diese Gerade; sie ist die Polare von 
A^ fOr diese Lage von \. 

Zweitens lassen wir h^ nach B^ gehen, in den dann auch S^, S^^ 
fallen, und wollen die diesem Falle entsprechenden Punkte S9 durch 
einen zweiten oberen Zeiger 3 kennzeichnen. Wir haben dann: 

die Polare von A^ ist daher S9g>'93|*' uud der Drehpunkt ist: 

Jetzt Tertauschen wir A^B^ mit A^B^, so daß an Stelle des bisherigen 
Systems (1050)* tritt: (1050)'^; es bleiben unverändert der Kegel- 
schnitt K^^j die Punkte Q^y S^ und der Strahl y^. An Stelle von 
K^ tritt ein durch B^y B^, B^j B^ gehender Kegelschnitt K^ mit 
einem neuen Punkt Q^y der mit Q^ und einem an Stelle von 0^^ 
tretenden Punkte 0^^ in gerader Linie liegt; an Stelle von S^^y y^^ 
treten S^y y^. 

Ist dann {B^Q^\ y^^ «= ®8'S so ist 

der Punkt, um den sich die Polare von A^ in dem Systeme (1050)^ 
dreht. Die Verbindungslinie S3|»*83|'^ ist die Polare 6g von A^ in 
der beiden Systemen gemeinsamen Korrelation (1060). 

Endlich drehen wir noch h^ um B^ und sehen zu, wie h^ sich 
bewegt. Die Punkte S^y Sj*, S^y welche alle je auf \ liegen, be- 
schreiben drei Kegelschnitte K^^, E^\ K^y welche sämtlich durch B^^ 
JS„ B^ und bzw. durch B^, B^y Bj gehen. Die Strahlen y^\ y^y y^ 
drehen sich um Punkte B^y JBg®, JBg', welche bzw. auf diesen Kegel- 
schnitten liegen, und zwar projektiv zu \. Kommt S^ nach B^ und 
damit auch 5,^, S^y so gehen alle drei Strahlen y durch diesen Punkt, 
und die drei Strahlenbüschel schneiden daher in B^{Q^y Q^y Q^ drei 
Perspektive Punktreihen der 33|'', SB^'^ySSJ»' ein. Demnach beschreibt 
S|'^S3J'* einen Strahlenbüschel und ebenso 33J»'33J»*, welche beide 
zu dem der h^ projektiv sind; und durch diese Strahlenbüschel ent- 
stehen wiederum auf den Geraden Q^ Q^ und Q^ Q^ projektive Punkt- 
reihen der 33J'^, Sg*'. Wenn aber y^, um B^ sich drehend, durch 
^g5 geht, fällt 581' 8, ihr Schnittpunkt mit B^Q^\ in ^g^ also auch 
der Schnittpunkt von SB*»»»«»» mit ^g^^g« und von a3|»»g3j»» mit 
Qs^Qs^] i ^' zwei entsprechende Punkte ®g'*, S5J»'^ fallen in den ^g^. 
Die Reihen dieser Punkte sind perspektiv, und die Verbindungslinie 
6g- 331'« 581» % die Polare von A^ im System (0070), dreht sich um 
einen Punkt, den zwei beliebige Lagen von b^ durch B^ liefern, und 

Sturm, 0«omatr. VerwandtsohAften. n. 17 
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ist eindeutig bestimmt, wemi B^ dem A^ konjugiert wird. Das gilt 
also auch für die Korrelation: 



(0080) 



A.^A^A^A.^A^A^AjfA^ 



Die Polare irgend eines Punktes Ä^ in dieser Korrelation erhalt man 
dann als Verbindungslinie der Drehpunkte der Polaren von A^ in 
zwei Systemen (0070), wie: 



(0070)' 



jQ|^ . . . JBj 



(0070) 



8 



Ax • • • A^A^ 
-Bi • • • ^6-^ 



Wir stellen die zur Herstellung dieser Polare notwendigen Kon- 
struktionen zusammen: 

Wir konstruieren auf irgend einer Gerade \ durch B^ die drei 
Punkte Si*, 8^\ S^\ für welche: 

8,\B,, B,, B,, B,) A A,{Aty ^f Ay A\ 
S,'(B,, B,, B„ B,) A A(^, Ay Af A\ 
S,\B„ B,, B,, B,) A ^,(^, ^8, Ay A)5 
dadurch sind die Kegelschnitte: 

K,^^{B,B,B^B,S,% K,*~(B,B,B,B,8,*), K,'' •- iB,B,B,B,S,^ 

bestimmt. Diese schneiden wir zum zweiten Male mit den bzw. durch 
Sj^y 5^^, Sj^ gehenden Strahlen, welche in den Projektivitaten dem 
Strahle AA entsprechen, in QJ^, Q^^, Q^^. 

Ebenso konstruiere man auf einer Gerade h^ durch B^ die drei 
Punkte S^\ iSj«, S^\ für welche: 

S,'{B,,B,, 5„ B,) A A(A; Ay Ay A)y 
S,\B,, B,, B,, B,) A MAy Ay ^4, ^), 

S,\B,, B,, B,, B,) A ^(^1, Ay ^i, A); 

dadurch sind ebenfalls drei Kegelschnitte bestimmt: 

K,^-iB,B,B,B,S,^), K,'^{B,B,B,B,S,% £,•> = (B,B,B,B, S,"^, 

welche mit den durch S^^, S^^y 8^'' bzw. gehenden Strahlen, die in 
den Projektivitaten dem Strahle ^.i^ entsprechen, zum zweiten Male 
in B^^, B^^, B^'' geschnitten werden. 

Man konstruiere nun: 
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diese b^' ist die Polare Yon A^ in 



Als zweite 



Lage Yon \ nehmen wir die B^B^^), wo dann S^S ^t^ ^t^ ^^ ^^^ 
in B^ fallen; die B ändern sich nicht. Es sei b^" die Gerade, die 
dadurch erhalten wird; es ist dann b^'b^^' der Punkt, um den sich 
die Polare von A^ im Systeme (0070)' dreht 

Wir ersetzen jetzt Aj, Bf durch A^, B^, wobei nur die dritten 
Kegelschnitte und die mit ihnen zusammenhängenden Punkte und 
Geraden sich ändern; wir erhalten dann den Drehpunkt der Polare 
von A^ im Systeme (0070)^ und haben beide Drehpunkte zur Polare 
in (0080) zu yerbinden. 

§ 63. Spezialfille und Übertragung auf die Kollineation. 

Den Fall des Polarfeldes können wir yermittelst des Kenn- 422 
Zeichens (Nr. 31 1), daß dreimal zwei konjugierte Punkte oder kon- 
jugierte Geraden in beiderlei Sinne konjugiert sind^ unter die Be- 
Btinunung der Korrelation durch elementare Bedingungen subsumieren. 
Dieses Kennzeichen umfaßt den Spezialfall, daß einmal ein Punkt und 
eine Gerade in beiderlei Sinne polar und einmal zwei Pimkte oder 
zwei Oeraden in beiderlei Sinne konjugiert sind. Die hier voraus- 
gesetzte Lage der gegebenen Elemente bewirkt, daß die beim Kenn* 
zeichen auszuschließende Lage nicht vorliegt. 

Wegen des involutorischen Charakters der Polarkorrelation fallen 

die beiden doppelten Bedingungen ,, p. in eine zusammen, und wir 

haben, es nur mit Signaturen (atb) zn ttin, wo a dos bisherige a-f ß 
nnd 2a + t + b — 5 ist. 

Die folgende Tabelle zeigt, wie sich die Signataren des 
Polarfeldes anter diejenigen der allgemeinen Korrelation 
unterordnen; dabei ist die erlaubte Vertanscbang von t und b nur 
bei dem Polarfelde Torgenommen. 

(2 10) - (201) - (21 20) - 1, (060) - (005) - (0080) - 1, 
(1 30) - (103) -(11 40) -1, (041) -(014) -(0071) -2, 

= (1060)-1, (032) -(023) -(0062) -4. 
(121) = (112) -(11 31) -2, 

-(1122) -2, 

Z. B. 

P A B C 

('«" „ Ä' B- C- 



Polarfeld 



1) Wegen der Konstruktion der JB^*, S^*, B^^ empfiehlt es ßich, als erste 
Lage von b^ eine beliebige anzunehmen. 

17' 
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sobaruiuert sich unter: 
(1140) 

oder unter: 

(1060) 



P p A A' B C 
p P A' A B' C 



allgemeine Eorrelation. 



P A Ä BB' CC 
pA'AB'BC C 

Die eben besprochene Eonstraktion korrelatirer Felder aus acbt 
Paaren konjugierter Punkte: 



(0080) 



^1« • • • ^'■^ 

JB^ . . . Sg 



muß zu derjenigen des Polarfeldes aus fQnf Paaren konjugierter 
Elemente : 

-^1 • • • -^5 



(050) 



-Bj . . . J?ß 



fähren, indem die drei weiteren Paare » » »* von vorhin jetzt etwa 

-°6 -°7 -°e 

Erwähnen wir, daß das einfach unendliche System (040), das 
sich unter (0070) subsumiert, die Büschel -Eigenschaft hat, daß die 
Polaren eines festen Punktes in einen Punkt zusammenlaufen, and 
(004) die duale Eigenschaft, daß die Pole einer Gerade auf einer 
Gerade liegen. 

(121) »2 sagt z. 6. aus, daß es zwei Polarfelder oder Kegel- 
schnitte gibt, fdr welche Pol und Polare, zweimal zwei konjugierte 
Punkte und einmal zwei konjugierte Geraden gegeben sind. 

Ein Pol P, der auf seiner Polare p liegt, 'bedeutet, daß der Kegel- 
schnitt |> in P berühren soll; die Vereinigung von A' mit A oder 
von a mit a, daß er durch A gehen, bzw. a berühren soll. Dem- 
nach umfaßt (050) =» 1 einen allgemeinen Satz und fCLnf spezielle, je 
nach der Anzahl von Vereinigungen konjugierter Punkte, und ebenso 
(041) - 2 und (032) « 4 (vgl. Nr. 186). 

In (130) steckt als Spezialfall die Bestimmung des Kegelschnitts 
durch Pol und Polare und drei auf ihm liegende Punkte. Sind zwei 
von ihnen konjugiert imaginär, die darstellende Involution also die 
der konjugierten Punkte auf der Verbindungslinie, so bestimme man 
ihn durch Pol und Polare, zwei Paare konjugierter Punkte aus dieser 
Involution und den dritten Punkt, so daß wiederum (130), etwas all- 
gemeiner, vorliegt. 

Daß ein Brennpunkt gegeben ist, ist eine durch zwei elementare 
Bedingungen auszudrückende doppelte Bedingung. Reell lautet sie, 
daß zwei durch ihn gehende Paare von rechtwinkligen Strahlen aas 
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konjugierten Strahlen bestehen; dadurch wird die ihm zugehörige 
InTolution konjugierter Strahlen die rechtwinklige. 

In imagiimrer Fassung lautet sie: die durch den Punkt gehenden 
isotropen Strahlen sollen den Kegelschnitt berühren. Ist auch noch 
die ihm zugehörige Direktrix gegeben, so liegt eine weitere Doppel- 
bedingong yor, daß ihm seine Polare zugeordnet ist. 

Ein gegebener Mittelpunkt bedeutet auch, daß Pol und Polare 
gegeben sind; durch zwei konjugierte Durchmesser , welche gegeben 
sind, tritt hinzu, daß zwei konjugierte Geraden oder zwei konjugierte 
Punkte, ihre unendlich fernen Punkte, gegeben sind; so daß es sich 
um eine dreifache Bedingung handelt. Es ist ja dann ein Polar- 
dreieck gegeben, das man als drei Paare konjugierter Punkte oder als 
drei Paare konjugierter Geraden auffassen kann. Welche Auffassung 
bei zwei gleich möglichen dualen die geeignetere ist, kommt auf die 
weiteren Bedingungen an: diejenige, die zur kleineren Anzahl führt. 
Denken wir z. B. den Kegelschnitt durch Brennpunkt, Direktrix und 
einen Punkt bestimmt, welche Bestimmung eindeutig ist, so ist es 
besser, statt der konjugierten Strahlen durch den Brennpunkt die Ton 
ihnen eingeschnittenen konjugierten Punkte auf der Direktrix zu 
nehmen; man hat dann (130), im andern Falle (112)^). Ist aber, 
statt des Punktes, eine Tangente gegeben, was an der Eindeutigkeit 
nichts ändert, so sind die konjugierten Strahlen vorzuziehen, welche 
zu (103) fahren. 

Ebenso bei der dreifachen Bedingung, daß zwei konjugierte 
Durchmesser gegeben sind, sind diese oder ihre unendUch fernen 
Punkte Yorzuziehen, je nachdem etwa zur endgültigen Bestimmung 
Tangenten oder Punkte gegeben sind. 

Sind der Mittelpunkt; und auf einem Durchmesser zwei kon- 
jugierte Pimkte gegeben, so ist die ganze Involution konjugierter 
Pxmkte auf ihm, von welcher der Mittelpunkt der Zentralpunkt ist, 
gegeben, also die Potenz oder das Halbmesser-Quadrat. Ist es positiv, 
so wird man einfacher den Halbmesser selbst geben. Man sieht, 
die Bestimmung der Ellipse durch zwei konjugierte Halbmesser fällt 
unter (130). 

Macht man bei einem einfachen (ebenen) Fünfecke ABC DE je 
die Endpunkte der Diagonalen zu konjugierten Punkten, so hat man 
eine Polarkorrelation (050); jede Ecke hat die Gegenseite zur Polare 
und es handelt sich um die in Nr. 311 besprochene Polarkorrelation. 



1) Die zweite Lösung, die sich bei dieser Signatar ergibt, wird durch den 
Doppelbüschel um den Brennpunkt gebildet: fclr diesen, als Kegelschnitt, ist die 
zu seinem Scheitel gehörige Involution konjugierter Strahlen unbestimmt und 
jeder Punkt der Ebene sendet zwei vereinigte Tangenten aus, gehört zur Punkt- 
kurve, die also unbestimmt ist. 
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Sie kann auch, wenn F^(AB, CD) ist, durch das Polardreieck ADF 
und £0 als Polare von E bestimmt werden: (130)^). 

Dieses Polarfeld lehrt uns, daß der Wnrf der fOnf Ecken dem 
der Gegenseiten projektiv ist (Nr. 270). 

Wir bestimmten in Nr. 319 ein Polarfeld durch zwei Involutionen 
konjugierter Punkte, welche von konjugierten Geraden a, 6 getragen 
werden; nehmen wir aus jenen je zwei Paare, so kommen wir zur 
Signatur (041). Es ergab sich aber, daß die beiden Punkte SB, 9 
von a, 6, welche dem gemeinsamen Punkte CE>«a6 gepaart sind, auch 
koiqugiert sind, und so haben wir ein Polardreieck 983C und aus 
jeder der beiden Involutionen noch ein Paar, mithin die Signatur (050) 
und eindeutige Bestimmung. 
423 Signaturen von Polarfeldern, denen nur eine Losung entspricht, 

sind (210), (130), (050) (und die dualen). Die Herstellung der so 
bestimmten Polarfelder, d. L die Konstruktion der Polare zu einem 
beliebig gegebenen Pole soll nuxmiehr besprochen werden, wobei wir 
erinnern, daß in Nr. 320 schon einige einfachere Fälle behandelt 
worden sind, Der Fall, daß zweimal Pol und Polare gegeben siad 
und zwei koigugierte Punkte: 

P Q Ä 

p q Ä' 

ist schon dort behandelt. 

Es seien gegeben einmal Pol und Polare und dreimal 

konjugierte Punkte: 

P Ä B C 

p Ä B' C 



(210) 



(130) 



Sehen wir zunächst von der letzten Bedingung ab, so ergibt 
sich ein System 1. Stufe von Polarfeldem (Büschel), in welchem der 
Pol von PAj welcher J^ heißen möge, die Gerade p durchläuft. 
Jedesmal ist FA' die Polare von Ay und wir haben die Involution 
konjugierter Strahlen um F, nämlich: F{PyP] Aj J.'); ist dann J5/ 
der Schnitt von PA mit dem Strahle, der in dieser Involution dem 
FB gepaart ist, so ist dieser Punkt der Pol von FB und der ähn- 
lich konstruierte Punkt C/ der Pol von FC, Die Polare von B ist 
daher B'B^\^ der Schnitt Gr dieser Gerade mit p ist der Pol von PJ5, 
und wiederum haben wir die Involution konjugierter Strahlen um (r, 
nämlich: Q{Pj p\ B, B^'B"). Konstruieren wir daher den dem 
Strahle GC gepaarten Stralil und schneiden ihn in C^' mit PB, 
so ist C,' Pol von G C, und die Polare von C muß durch C/ auf PB 
gehen, wie vorhin durch (7/ auf PA. Nun soU sie aber, nach der 

1) Staadt, Geometrie der Lage, Nr. 288; Beje, Geometrie der Lage, 
8. Aufl., Abt. n, S. 126. 
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letzten gegebenen Bedingung, durch C gehen; also kommt es darauf 
an, einen Punkt F auf p zu gewinnen, für den diese drei Punkte in 
gerader Linie liegen. Die Punkte J^ auf p und B^ auf PA bewegen 
sich projektiY. Denn jedem J^ entspricht ein Punkt Bi\ und wenn 
B^ auf PA gegeben ist; so ist der Ort der Punkt X, ftr welchen, 
wenn $ ein Punkt auf p ist, die Strahlenpaare X(P, ^; J, ^'; By B{) 
in Involution sind, eine Kurve 3. Ordnung (Nr. 225), von welcher sich 
aber hier, wo P, Aj B^ in gerader Linie liegen, diese Gerade, für 
deren samtliche Punkte parabolische Involution entsteht, abspaltet; 
die restierende Kurve 2. Ordnung geht durch ^, und der zweite Schnitt 
mit p ist der einzige dem B^ entsprechende Punkt F, 

Ebenso bewegen sich F und G^ projektiv, femer B^ und G per- 
spektiv, dieser Punkt auf p und (7/ auf PB wiederum projektiv. 
Daher tun es auch C^ auf PA und G^ auf PB, 

Wenn F in den Schnittpunkt (p, PA!^ fällt, so wird die Invo- 
lution parabolisch; daher rücken B( und C^ in P; mithin fäUt G 
in den Schnitt (p, PB'\ also auch C^ in P. Daher sind die von G^ 
und C^ beschriebenen Punktreihen in perspektiver Lage, und eine 
Yerbindungsgerade G^G^ geht durch C, Diese ist die Polare c von G 
in (130). Zwei Lagen von C^', G^ liefern das Perspektivitatszentrum 
G und damit diese Polare G'%, Wir haben nun zweimal Pol und 
Polare: Py p; 0, c und einmal konjugierte Punkte Ay Äj könnten 
aber in derselben Weise auch die Polaren von Ay A'y B, B', C kon- 
struieren. 

Nun seien fünf Paare konjugierter Punkte gegeben: 

A B C D E 
O«) i A' B- 0- ly E' 

■ I 

wir nehmen die vier ersten, so daß ein einfach unendliches System 
(040) von Polarfeldem vorliegt. Jede G^erade a durch A als Polare 
von A bestimmt nach dem Vorangehenden eins dieser Polarfelder und 
darin als Polare h von B einen durch B' gehenden Strahl; ebenso ist 
a eindeutig durch h bestimmt. Die Strahlen a und h bewegen sich 
projektiv um Ä und B' und erzeugen einen Kegelschnitt, der durch 
A'y B' geht, sowie auch durch {A'B, B'A)] denn, nach bekannter 
Eigenschaft des Polarfeldes, muß, wenn a durch B geht, b durch A 
gehen ^). 



1) Diese beiden Paare A, a; B^b sind nicht in allgemeiner Lage; sie be- 
deuten nicht zwei Doppelbedingangen, sondern nur eine Doppelbedingong nnd 

eine einfache: T'^m weil die Inzidenz von b mit A eine Folge derjenigen von a 

C D 

mit B ist; wir können also noch beide Bedingungen n^t j\* heranziehen. Auch 

geben, A a\ B^b in dieser Lage nicht die Involutionen auf AB und um ab- 
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Man konstmiere noch zwei weitere Punkte für den EegelBchnitt 
Läßt man jetzt aus den fünf Paaren etwa D, D' weg^ so erhalt man 
einen analogen Kegelschnitt; der ebenfallfl durch A\ B\ {ÄB^ B'Ä) 
geht und durch zwei weitere Punkte festgelegt werden kann. Der 
vierte gemeinsame Punkte der sich linear konstruieren laßt; sei F] er 
liefert in Ä'F, B'F die Polaren a, 6 von -4, B, welche zu (050) 
gehören, und dies Polarfeld ist nunmehr durch zweimal Pol und 
Polare und einmal konjugierte Punkte bestimmt. 

Man kann auch für 



A B C D 
a^ B' C D' 



und 



A B C B 

a^ B' C D' ' 



wo Oj und a, durch A' gehen, die Polaren e^, e, von E konstruieren; 
die Gerade von E' nach dem Schnittpunkte e^e^ ist die Polare toxi E 
in (050). Denn die Polaren eines Punktes in den Polarfeldem von 

,^,^, A B G D 

(«*» I A B- ff D- 
bilden einen Büschel^). 

424 Wir übertrugen (Nr. 407) die Ausartungen der Korrelation von den 

Feldern in die Bündel, nennen sie, je nachdem singulare Axen (Ebenen- 
büschel) oder Ebenen (Strahlenbüschel) vorhanden sind, axial, planar 
und wollen einen Widerspruch, welcher bei der Erzeugung 
der Fläche 2. Grades durch korrelative Bündel (oder Felder) 
auftritt, aufklären. Eine Flache 2. Grades ist bekanntlich durch 
neun Punkte 0, 0', A,.,,G (oder neun Berührungsebenen) gegeben. 
Wenn 0, 0' zu Scheiteln der erzeugenden Bündel genommen werden, 
so werden die Strahlen 0(A, . . . G) die Strahlen 0\A, ... G^) zu kon- 
jugierten haben, denn die enteprechende Ebene von OA geht durch A, 
also durch O'A, Mithin liegt nicht eine Korrelation, sondern ein 
Korrelationenbüschel (0070) vor, und scheinbar entstehen oo^ Flächen. 
Aber tateächlich erzeugen alle diese Korrelationen dieselbe Fläche 
und zwar deshalb, weil jeder Strahl des einen Bündels den ihni ge- 
meinsam konjugierten trifft und daher aUe ihm in den verschiedenen 
Korrelationen entsprechenden Ebenen in demselben Punkte schneidet. 
Der Korrelationenbüschel enthält drei axiale Korrelationen; von 
ihnen ist der eine sofort zu erkennen. Die beiden singulären Ebenen- 
büschel haben die Verbindungslinie 00' zur gemeinsamen Axe und 
die charakteristische Projektivität ist Identität: jede Ebene entepricht 
sich selbst. Konjugierte Strahlen müssen ja in enteprechende Ebenen 
fallen; siebenmal fallen zwei konjugierte Strahlen in dieselbe Ebene, 

1) Andersartige Lösungen hat Schröter gegeben: Steiner- Schröters 
Vorlesungen, § 68 (vgl. Nr. 320). 
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nämlich OÄ und O'Äf . . . Mithin sind diese Ebenen sich selbst ent- 
sprechend, daher alle. Folglich müssen je zwei in allen Korrelationen 
konjugierte Strahlen, da sie auch in dieser ausgearteten Korrelation 
konjugiert sind, in dieselbe Ebene durch 00' fallen, also sich schneiden^). 

Zur Erzeugung der Fläche ist die eben besprochene axiale Kor- 
relation nicht geeignet, wohl aber die beiden andern, wofern sie reell 
sind. Ihre Axen sind die G^eraden der Fläche aus der einen oder 
andern B^gelschar der Fläche, welche durch 0, 0' gehen, und die Er- 
zeugung ist die durch projektive Ebenenbüschel um sie, wodurch je 
die andere Regelschar entsteht (vgl. Nr. 407). Das sonst kubische 
Problem der (ebenen oder Bündel-) Projektivitöt, das bei der Bestim- 
mung der drei zentralen oder axialen Korrelationen eines Büschels 
vorliegt, ist im vorliegenden Falle, wo die eine Lösung bekannt ist, 
quadratisch geworden. 

In Nr. 309 wurde zu einem gegebenen reellen Kegelschnitte f 425 
und reellen Elementen U, F; Uy v eine Korrelation konstruiert, für 
welche K* die Punkt-Kemkurve und CT, . . . die ausgezeichneten Ele- 
mente -sind, die bei der Betrachtung der ebenen Korrelation so ge- 
nannt wurden. 

Wir holen jetzt die allgemeine Konstruktion nach, bei welcher 
die Realität nicht vorausgesetzt wird. 

Es sei ein Polarfeld TT gegeben; W und w seien in ihm polar, 
aber nicht inzident, ebenso C und c. Mit WC schneiden wir c in @ 
und ziehen durch diesen Punkt eine Gerade c' und diejenige, welche 
von c' durch C und c harmonisch getrennt wird; auf sie sei der 
Punkt D gelegt^ wozu wir dem Punkte C noch den zweiten Namen D' 
geben; endlich seien noch E und E' zwei Punkte auf einer Gerade 
durch Wy welche in TT konjugiert sind. 

Wir legen nunmehr eine Korrektion fest: 

W C w D E 
w c' W D' E' 



(2120) 



in welcher Weise die einzige Korrelation mit dieser Signatur vervoll- 
ständigt werden kann, ist in Nr. 413 gezeigt worden. 

Wir wollen dartun, daß das Polarfeld (JT*) der Punkt-Kemkurve 
dieser Korrelation mit TT identisch ist. W und w entsprechen sich 
in der Korrelation involutorisch, sind also, weil nicht inzident, die 
ausgezeichneten Elemente derselben, die wir mit diesen Buchstaben 
bezeichnet haben; sie sind polar in {K}). Es seien noch S8 der 
Schnitt von WC mit w und © derjenige mit der Polare d von D', 



1) In anderer Weise hat dies Schröter in der in Nr. 421 zitierten Ab- 
handlung gezeigt. Hinsichtlich der obigen Anfklärong des Widerspruches sehe 
man Math. Annalen, Bd. 12, S. 867. 
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die ja durch D gehen muß. Dieser Punkt 2) fällt mit (S zusaminexL 
In der Tat, zu Wy Cy Wy d \m ersten Felde sind polar im zweiten 
«?, e'j Wy 2)'; also ist WC{Wy CyW,ä)7\ wc\Wy c'y WyB'). Jener 
Wurf ist TFCSBS); dieser ist perspektiv zu SSeTTC, weil 2)'s C, 
also projektiv zu TTCSBS; daher ist ^ = S, und d ist die Gkrade 
X)2)5(SDy also diejenige, welche tou c' durch C^D' und c har- 
monisch getrennt wird. Daraus folgt, daß c die Polare ron C in 
(jT^ ist (Nr. 318). 

Die Punkte Ey E\ konjugiert in unserer EorreUtion in dem 
einen Sinne und auf einer Gerade durch W gelegen, sind auch im 
andern Sinne konjugiert, und daher konjugiert im Polarfelde {K^. 

Somit hat dieses Polarfeld mit dem gegebenen TT gemeinjuun: 
die beiden Paare polarer Elemente Wy w\ C, c und das Paar kon- 
jugierter Elemente jB, JE'; folglich liegt die Signatur (210) vor (Nr. 422), 
welche nur eine Lösung zuläßt; das bedeutet die Identiföt von {K^ 
mit TT. 

Bringen wir W in alle cx)' möglichen Lagen und jedesmal c' 
durch Drehung um S in die oo^ möglichen Lagen — C und E 
können fest bleiben und damit c und E' — y so erhalten wir oo' ebene 
Korrelationen, für welche TT das Polarfeld (£*') ist; das ist ja 
auch notwendig wegen der <x>^ Korrelationen und <x>^ Polarfelder 
in der gegebenen Ebene. 
426 Wir können in dualer Weise eine Korrelation herstellen, für 

welche ein gegebenes Polarfeld dasjenige der Geraden-Kernkurve ist; 
beide Konstruktionen übertragen wir in den Bündel, um die beiden 
Aufgaben zu lösen, korrelative Bündel oder korrelative 
Felder zu konstruieren, welche eine Rotationsfläche 2. Grades 
erzeugen (Nr. 399). 

um korrelative Bündel dieser Art zu erhalten, stellen wir einen 
Polarbündel her, dessen Basiskegel ein Rotationskegel ist (Nr. 342), 
konstruieren nun eine konzentrische Korrelation, für welche dieser 
Polarbündel derjenige des Strahlen-Kemkegels ist, verschieben beide 
korrelativen Bündel parallel imd haben erhalten, was wir wollen. Ein 
Strahl, der seiner entsprechenden Ebene parallel ist, ist, vor der Ver- 
schiebung, Kante des Strahlen-Kemkegels; der unendlich ferne Schnitt 
der Flache ist der dieses Kegels und berührt die absolute Kurve 
doppelt. 

Der Scheitel des Polarbündels, von dem wir ausgehen, kann ein 
fester Punkt im Raum sein; in seinem Bündel gibt es oo^ „Rotations- 
Polarbündel'^; zu jedem gibt es cx)' Korrelationen, fdr welche er Polar- 
bündel des Strahlen-Kemkegels ist; die beiden Scheitel der erzeugen- 
den Bündel können <x>® Lagen einnehmen. Dies führt zur zwölfGEU^h 
unendlichen Mannigfaltigkeit der Konstruktion. Andererseits kann 
jede gegebene Rotationsfläche auf oo^ Weisen erzeugt werden, weil 
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Scheitel auf ihr beliebig gewählt werden köimen: in oo^ Lagen 
und bei jedem Paare Ton Scheiteln noch cx)^ erzeugende Korrelationen 
möglich sind (Nr. 424). So ergabt sich die Mannigfaltigkeit 12 — 5 » 7 
der Rotationsflächen 2. Ghrades und die Allgemeinheit der Losung. 

Wollen wir aber durch korrelative Felder eine Rotationsfläche 
herstellen, so müssen wir den Asymptotenkegel benutzen und ihn so 
konstruieren, daß er ein Rotationskegel wird. 

Wir fanden (Nr. 395), der Mittelpunkt M einer durch korrelative 
Felder erzeugten Fläche ist die Mitte der Verbindungsstrecke der 
Mittelpunkte B, Q' der beiden Felder; der Asymptotenkegel ist der 
Ebenen-Eemkegel der beiden Bündel, welche aus M die Felder pro- 
jizieren. Wir werden daher so zu verfahren haben: 

Wir stellen in einem Punkte M einen Rotations-Polarbündel her, 
dazu eine konzentrische Korrelation, für welche er der Polarbündel 
des Ebenen-Kemkegels ist; es sei femer durch Jf eine Qerade l^n 
gelegt und auf sie zwei Punkte 22, Q', zu beiden Seiten von M in 
gleicher Entfernung; sind dann in der Korrelation die Ebenen X', v 
jener Gerade entsprechend, so führe man die Ebene uj des ersten 
Feldes durch B parallel zu X', die des andern lu' durch Q' parallel 
zu V, wodurch B und Q' die Mittelpunkte der beiden von den Bündeln 
in den Ebenen hervorgerufenen korrelativen Felder werden und M 
der Mittelpunkt der durch diese erzeugten Fläche. Dem Asymptoten- 
kegel gehört der gegebene Rotations-Polarbündel zu; also ist sie eine 
Rotationsfläche. Bleibt man beim Polarbündel, so werden X' und v 
identisch, uj und ui' parallel, und B und ^' die Berührungspunkte 
von uj imd u)' mit der Fläche, also Durchmesser*Endpunkte (Nr. 399). 

Die zwölffache Unendlichkeit der Konstruktion ergibt sich daraus, 
daß M oo^ Lagen haben kann, bei jedem Punkte M oo^ Rotations- 
Polarbündel und bei jedem wiederum oo* Korrelationen möglich sind; 
sodann kann l^n jedesmal oo' Lagen haben und auf ihr sind <x>^ 
Paare B, Q' möglich^). 

Was für die Korrelation erhalten ist, gilt auch für die Kolli- 427 
neation. Für sie bedeutet, wenn Felder Z, Z' vorausgesetzt 
werden, die Signatur (aßtb)8, daß a-mal zwei gegebene Punkte 
P, P\ ß-mal zwei gegebene Geraden jp, p' zugeordnet sein 
sollen, daß t*mal einem Punkt Ä ein Punkt entsprechen 
soll, der auf a' liegt, oder, was dasselbe, der a' eine Gerade, die 
durch A geht, und b-mal einer Gerade b eine durch den Punkt 
B' gehende Gerade entsprechen soll. Für die Beziehung zwischen 
Ä und a'y h imd B' ist noch nicht ein geeigneter Name eingeführt; 



1) Vgl. hierza G. Müth, Die projektive Erzeagong der Rotationsflächen 
2. (Grades, Diis. von Breslau. 1906, 
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das Wort ^^konjugiert'^ hat man der Korrelation Yorbehalten; es sei 
gestattet, es auch fOr die Eollineation anzuwenden. Die letzteren 
einfachen Bedingungen gehen durch Yertauschung der Felder inein- 
ander über und sind also nicht wesentlich yerschieden; dagegen sind 
die ersteren doppelten yerschieden und, um sie ineinander überzufahren, 
ist Dualisierung erforderlich. Man stelle zwischen Z' und einem be- 
liebigen Felde Z'^ eine Korrelation her; sie wandelt die gegebenen 
Elemente in Z' in die dualen in Z^' um, und diese bilden daher mit 
denen in Z die früheren Korrelationsbedingungen. Jede KoUineation 
zwischen Z, Z"^, die den gegebenen Bedingungen genügt, führt zn 
einer Korrelation zwischen Z und Z'^, die diesen umgewandelten Be- 
dingungen genügt; und umgekehrt Wir können also unsere 
Tabelle (I) in Nr. 418 auch für die KoUineation benutzen. 

Die Affinität ist durch eine elementare doppelte Bedingung 
gegeben: das Entsprechen der beiden unendlich fernen Geraden. 

Daher ist: 

Affinitat (aßTb)6 "^ KoUineation (o, ß + 1, T; ^)si 

d. h. die Anzahl jener Affinitäten und dieser KoUineationen ist die 
nämliche. Und wir haben folgende Tabelle für die Affinitäts- 
Signaturen: 

(1040) - (1004) - 1, 
(1031) = (1013) -2, 
(1022) « 2, 
(Ol 40) -(Ol 04) -1, 
(Ol 31) -(Ol 13) «2, 

(0122) -3; 
(0060) - (0006) - 1, 
(0061) -(0015) -2, 
(0042) -(0024) -4, 

(0033) - 5. 

Bei (2100) ^%l^ seien Ü,B' die Schnitte(Pe,f),(P'Ö>'); 

die Punktreihen PQB und P'Q'R' sind nicht ähnlich; also ist keine 
Affinität möglich. 

Die Ähnlichkeit ist durch das Entsprechen der absoluten Punkte 
bestimmt (Nr. 287); diese Korrespondenz ist aber auf zwei Weisen 
mögUch — was bei ineinander Hegenden Feldern zu Öleichsinnigkeit 
und Ungleichsinnigkeit fQhrt. Daher haben wir: 

Ähnlichkeit (aßTb)4 = 2 X KoUineation (a + 2, ß, t, ^)8- 



(3000) 


-1, 


(2100) 


-0, 


(1200) 


-1, 


(0300) 


-1, 


(2020) - (2002) 


-1> 


(2011) 


-1> 


(1120) -(1102). 


-1, 


(1111) 


-1, 


(0220) -(0202). 


-1> 


(0211) 


-2, 



Anzahlen für Eollineation, AffiniUt, Ähnlichkeit, Eongraenz. 
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Es ergibt sich die Tabelle: 

(2000) -2, (1020) =.(1002) 



(1100) -2, 
(0200) - 0, 

Bei (0200) 



(1011) 

(Ol 20) -(Ol 02) 

(Olli) 



2, 
4, 

2, 

2, 



(0040) -=(0004) -2, 

(0031) -(00 13) -4^ 

(0022) - 6. 



p' a' 



ist die Ähnlichkeit nicht möglich, weil die 

Winkel pq und p'q' nicht gleich sind; aber das ist nur die diesem 
Falle entsprechende Form der Doppelverhaltnis-Üngleichheit (Nr. 266). 



Bei (2000) 



P Q 
P' Q' 



P q 

P' 9' 



sind die beiden zu Z 



und (1100) 

ähnlichen Felder in Z' symmetrisch zueinander in bezug auf P'Q', 
bzw. das Lot aus P' auf q'. 

Daß oo* Ähnlichkeiten zwischen zwei Feldern möglich sind, folgt 
auch daraus, daß ein zu einem festen Dreiecke von Z ähnliches Drei- 
eck (von g^ebenem ÄhnlichkeitsTerMltniB) oo' Lagen in Z' tmd das 
Ahnlichkeitsverhältnis oo^ Werte haben kann. 

Der Kongruenz können nur drei Bedingungen auferlegt werden; 
es liegen da nur vier wesentlich verschiedene Signaturen vor: (1010), 
(0110), (0030), (0021). 

Bei (1010) I jy , gibt es vier Eongruenzen; denn es gibt auf 

a zwei Punkte in der Entfernung PA Ton P' und jedesmal können 
noch die durch PAy P'Ä entstehenden Halbebenen auf zwei Weisen 
zugeordnet (oder Z' um P'Ä umgeklappt) werden. 

Bei (0110) , , gibt es zwei Punkte Ä auf a' in derselben 

Entfernung von p\ wie sie A von j> hat^ und wiederum kann man 
jedesmal die durch die Lote aus A auf j), aus A! auf p' entstehenden 
Halbebenen in zwei Weisen zuordnen , es gibt also ebenfalls vier 
Lösungen. 

Oder: 

Jeder der beiden Punkte Ä liefert zwei Ähnlichkeiten (2000) 
oder (1100), welche, wegen PJL« P'J.', Kongruenzen sind. 

handelt es sich darum, ein dem Dreieck 

J.£(7 kongruentes ÄB'C so dem Dreiseit a'Vc' einzuschreiben, daß 
A' auf a', . . . liegt. Wir bewegen AB' mit ihren Endpunkten auf 
a\ V'^ sie nimmt C mit, und zwar kann es sowohl auf der einen, 
als auf der andern Seite geschehen, und durch diese beiden C werden 
zwei Ellipsen beschrieben^). Ihre Schnittpunkte mit c' geben vier 
Lösungen. 



Bei (0030) ^ ^ 



1) Z. B. Steiner-Schröters Vorlesungen, 3. Aufl., Nr. 128. 
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Lassen wir A3' eine Gerade c^ mitnehmen, welche zu ihr so 
liegt^ wie c za ÄBy so erzeugen zwei Punkte derselben projektive 
Pnnktreihen auf zwei Ellipsen; (^\ die Verbindungslinie entsprechender 
Punkte, umhüllt eine Kurve 4. Klasse und geht viermal durch C, 
Da aber ^^ auch auf der andern Seite von Ä'JB' miigenommen werden 
kann, so ergeben sich acht Losungen bei 

Ä B € 

Also: 

(1010) -4, (Ol 10) -4, (0030) -4, (0021) -8. 

428 Die Homologie, als spezieller Fall der ebenen Kollineation^ 

involviert wohl drei Bedingungen, die sich aber nicht durch Elementar- 
bedinguugen ausdrücken lassen. Sie muß deshalb direkt behandelt 
werden. Es genügt^ dieselben sieben Signaturen: 

(2010), (1110), (1030), (1021), (0060), (0041), (0032) 

wie bei der Polarkorrelation zu behandebL In einem Systeme (aßT^)4 
von Homologien gibt es eine Anzahl ausgearteter Homologien, und 
zwar X Homologien (s, S'), d. h. bei denen die Axe singulär im ersten 
Felde und das Zentrum singulär im zweiten Felde ist, und tt Homo- 
logien {Sy 8'); für die erstere Art ist die Korrespondenz der Punkte 
und Geraden in Nr. 404 beschrieben, die bei der andern ergibt sich 
durch Yertauschung der Felder. Ferner enthalt ein solches System 
)i, V Homologien, welche noch eine weitere einfache Elementarbedingung 
so erfüllen, daß bei den )i der Punkt im ersten, die Gerade im zweiten 
Felde liegt, bei den v umgekehrt 

Zwei Punkte ^, JS in Z und ein Punkt C in Z' führen zu einer 
Korrespondenz [fi, )i] im Büschel C\ in welcher die Strahlen zuge* 
ordnet sind, die je nach den Punkten gehen, welche Äy B in. der 
nämlichen Homologie des Systems entsprechen. Die Koinzidenzen 
entstehen durch die v Homologien des Systems, bei denen die Gerade, 
welche der AB entspricht, durch C geht, und durch die X Homo- 
logien (Sy S'), weil da jene entsprechenden Punkte sich in 8' ver- 
einigen. Daraus und aus der dualen Betrachtung folgen die nämlichen 
Formeln wie in Nr. 414: 

2^«v + X; 2v-|n + TT. 

Hier wollen wir den Schritt zu den Ausartungen 2. Stufe nicht 
vollziehen, sondern, weil es sich ohne große Schwierigkeiten machen 
läßt, X und TT direkt ermitteln. 

P 
(2000), ^, ^, 



Ansohlen für die HomologiA. 
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In der Tat, bei (2010) 



ist das Zentrum S der Schnitt- 



X— 1; s — PQ, S'=-(PP', QQy, ir — l durch VertauBchung der 
Felder; daher |i » v — 1; also: 

(2010)5 - (2001)5 - 1. 

P Q A 

P' Q' a' 

pankt {PP', QQ'), lind wenn SA die a' in Ä, dem entsprechenden 
Punkte zu A^ trifft, so ist die Axe die PerspektivitStsaxe der beiden 
Dreiecke PQÄ, P'Q'A. — 

P 2 

P' i 

X-.2; 1)8-3, S'-P'; 2) «-(P,3j'), S'-(j',PP'); ebenso ir- 2. 
Daher ^ »> v — 2; also: 

(1110)j-(1101)5-2. 

P i A 



(1100), 



Für (1110) p, * ^, woUen wir es direkt einsehen. Wir 

schneiden VP' mit j; q^ in Q^ Q;\ die beiden Koinzidenzen S^ @ der 
konjektiven Pnnktreihen auf dem Zentrumsstrahle W bewegen 
sich (Nr. 71) in der Involution (P^', ^P'). Die Axe 5 muß © mit 
gg verbinden und auf ihr, in TJ, müssen sich VA und VAl schneiden, 
wenn Ä der entsprechende Punkt zu A ist; durchlaufen 5, @ die 
Involution^ so bewegen sich die Strahlen SAAly s und TJP'A' pro- 
jektiv; A durchläuft einen Kegelschnitt und fallt zweimal auf a\ — 

P A B 
P' a' V 



(1020)^ 



X-3; denn \)s^AB, S'-P'; 2)5-P^, S'=(6', PPO mit 
zwei Kombinationen. 

TT - 3; 1) 5 « P, 5' Verbindungslinie von {SA, a) und {SB, V):, 

2) S so auf PP' gelegen, daß P', {SA, a'\ {SB, V) auf 

einer Gerade s' liegen; es sind zwei Lagen von S möglich, weil, wenn 

S die Gerade PP' durchläuft, die Verbindungslinie von {SA, a'), 

{SBy V) einen Kegelschnitt umhüllt. Daher )i — v »- 3; 

(1030)5 -(1021)5 -3.- 

P A b 

X — 8; nämlich 1) 5' - P', s verbindet Ä mit (S'B', b), 

2) 5'- {PP', a'), s verbindet P mit {8'S', b), 

3) s = PA, 8' ist der Schnitt von PP' mit 
der Gerade, welche B' mit sb verbindet. Ebenso ir — 3. 



(0040), 
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Also ebenfalls )i » v » 3; 

(1021)5« (1012)5« 3, 
so daß wir (1021)5 zum zweiten Male gefunden haben. — 

Ä B C D 

a V c' d' 

X « 6; 1^ verbindet namUch zwei von den gegebenen Punkten und S' 
ist der Schnitt der nicht zugeordneten Geraden. 

Zu der Zahl it«6 der Ausartungen {Sy $") fuhrt der Graßmann- 
sehe Satz von Nr. 200: Der Ort der Punkte X, fär welche die drei 
Schnitte (XÄ, a'), (X-B, i'), (XC, c") in einer Gerade x liegen, ist 
eine Kurve 3. Ordnung, welche durch die Punkte Ä, B, C und die 
Ecken von a'Vc' geht, und die x umhüllen eine Kurve 3. Klasse, 
welche a', 6', c und die Seiten von ABC berührt Die beiden Kurven 
3. Ordnung, welche zu -4, Bj C; a\ V, c\ bzw. -4, B, D; a', 6', d' 
gehören^ liefern in ihren sechs Schnitten, außer A^ B, dh\ die sechs 
Zentren 8 und die Kurven 3. Klasse in den sechs gemeinsamen Tan- 
genten, außer a', 6', AB, die zugehörigen Axen b\ Daher |n = v»=6; 

(0050)5« (0041)5= 6.— 
A B G d 

X - 6; 1) 5 = AB, S' ist Schnitt von c' mit (2)', ds); 
2)fif'=a'6', B verbindet C mit (d, S'D'); 
beidemal gibt es drei Kombinationen. 

TT =6. Für A, By C; a', 6', c' werden die Graßmannschen 
Kurven konstruiert. Die Schnitte von d mit der Kurve 3. Ordnung 
liefern drei Zentren S, die entsprechenden Tangenten der Kurve 3. Klasse 
sind die zugehörigen s\ Die Tangenten aus D' an die Kurve 3. Klasse 
sind die s' für drei weitere (5, s'), die entsprechenden Punkte auf 
jener Kurve die zugehörigen S\ daher wiederum jüi => v = 6, und 

(0041)j » (0032)5 - 6. 

Mithin beträgt die Anzahl der Homologien: 1 bei den 
Signaturen (aßT^)6, wo a — 2, ß = oder umgekehrt, 2 bei 
denen, wo a = ß = 1, 3 bei denen, wo a + ß «= 1, 6 bei allen, 
wo a =» ß » 0, wo also nur einfache Elementarbedingungen 
gegeben sind^). 
429 Wir fanden in Nr. 410, daß für eine KoUineation das Ent- 

sprechen von zwei gegebenen Kegelschnitten hy Je (im all- 
gemeinen in verschiedenen Ebenen) eine fünffache Bedingung 



(0031) 



1) Vgl. Math. Annalen, Bd. 22, S. 574. 
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ist. Das gilt also auch für die Eongruenz Ton Bündeln ^ weil diese 
mit dem Entsprechen der isotropen Kegel gleichbedeutend ist. 

Es können daher noch drei weitere Bedingungen auferlegt werden. 
Was mm die elementaren Bedingungen anlangt; so werden, infolge der 
schon Yorli^^nden fOnffachen Bedingung, die beiden doppelten und 

die beiden einfachen Bedingungen äquivalent: ^, mit ,>/; ^/ mit /, 

wo P, P' die Pole von p, jp' in bezog auf h und V sind und A Pol 
Ton a nach \ a' Polare von A' nach k' ist Es sind also je vier 
Signaturen gleich: 

(1010)=.(01 10) -=(1001) -(Ol Ol), (0030)-(0021)-(0012)-(0003); 
daher genügt es, 

A, B, C 

und (0030) ^ ' 



(1010) ^ 



F a 



a', l', 



ZU besprechen. 

Es seien im ersten Falle Q^ B die Berührungspunkte der Tan- 
genten aus P an % und Q\ R' die der Tangenten aus P' an h'; 
diese müssen jenen entsprechen, was auf zwei Weisen möglich ist. 
Lassen wir zxmachst die gleichnamigen homolog sein. Seien dann 
U, Ui die Berührungspunkte der Tangenten aus J. an ft, so muß A' 
so auf a' liegen, daß für die ihm zugehörigen Berührungspunkte U\ U^y 
welche mit dem Pole SS! Ton a' in gerader Linie liegen, gilt: 

infolgedessen sind ü' und ü^ entsprechend in einer Projektivitat auf 
k'] und da an ihren Direktionskegelschnitt Yon %' zwei Tangenten 
kommen, so erhalten wir in jedem der beiden Fälle des Entsprechens 
Yon Q, R und Q\ R' zwei Lösungen, also im ganzen vier; 

(1010) - 4 

Bei der zweiten Signatur seien Ä', 85', (£' die Pole von a\ 6', c', 
tind Uy Ui'j Vj F^; W, W^ die Berührungspunkte der Tangenten aus 
A, Bj C; so gilt es, auf Tc sechs Punkte CT, . . . TT/ zu finden, so daß: 

und U'U^\ rv;, W'W^ bzw. durch «', JB', ®' gehen. 

Zu zwei Pimkten U', V auf Ä' gibt es, wie eben gefunden, zwei 
Punktepaare W'W^\ so daß UVWW^7\ TJ'TW'W^' und WW^ 
durch (J' geht. Jedesmal konstruieren wir F^', dem F^ in der Pro- 
jektivitat entsprechend, und erhalten, bei festem Punkte U\ jedem 
Punkte F' zwei Punkte F/ und jedem Fj' zwei Punkte V zugeordnet, 
also eine (nicht involutorische) Korrespondenz [2, 2], an deren Direk- 
tionskurve 4. Elasse (Nr. 180) vier Tangenten aus 99' kommen. Jedes- 
mal wird, in der bebreffenden nun schon fünf Paare von entsprechen- 

Sturm, 0«om«tz. Vtrwuidtaohafteii. II. 18 
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den Punkten um&ssenden ProjektiTitat^ der dem Ui entsprechende Ui 
konstruiert. Es ergibt sich eine Korrespondenz [4^ 4] der Funkte 
U', Ui und in ilir acht Paare, deren Verbindungslinien durch H' 
gehen. Also ist: 

(0030) - 8. 

Man übertrage dies auf Bündel und insbesondere kongruente Bündel 

Durch eine ausgeartete EoUineation 1. Stufe geht, haben wir 

gelernt, ein eigentlicher Kegelschnitt stets in einen ausgearteten über 

(Nr. 403); also können einfach unendliche KoUineations-Systeme, welche 

die Bedingung ,, erfüllen, keine solche Ausartungen enthalten, wohl 

aber Ausartungen 2. Stufe. Wir wollen z. B. annehmen, daB ein 

solches System durch die doppelte Bedingung p, festgelegt werde. 

Sind dann wieder Q, R] Q\ R' die Berührungspunkte der Ton P, bzw. 
P' kommenden Tangenten, so haben wir zwei Systeme yon Projek- 

k 
tiyitaten auf Je und Je und zugehörigen KoUineationen 



Betrachten 



wir dasjenige, in welchem Q und Q\ R und 12' entsprechend sind, 
so werden die einzelnen ProjektiYitaten und KoUineationen festgelegt, 
indem einem festen Punkte T' von Je die yerschiedenen Punkte T 
Ton Je zugeordnet werden. Dabei kann T in Q oder R fallen, und 
das führt zu Ausartungen. Nehmen wir an, T falle in Q] so haben 
wir, weil die Verbindungslinie QT der sich yereinigenden Punkte die 
Tangente QT ist, ausgeartete Projektivitat (?(P, iJ, T) A Q\P\ R% T) 
mit den singularen Strahlen QP und Q R'\ aber auch Jß(P, Q, T) 
A R\P\ Q'y T') ist ausgeartet mit den singularen Strahlen RQ und 
R'P'. Es liegt daher ausgeartete Kollineation zweiter Stufe yor, fBr 
welche Q und QP singular im ersten Felde sind und R\ R'P' im 
zweiten. Daß in einer solchen allgemeine Kegelschnitte entsprechend 
sein können, haben wir in Nr. 403 erkannt. In den beiden Systemen 
haben wir je zwei solche Ausartungen, abo im ganzen yier. Seien 
wieder füi, v die Charakteristiken eines solchen Systems und 6 die 
Anzahl der Ausartungen, so finden wir durch ähnliche Überlegungen 
wie in Nr. 414: 

2v-|Li + e, 2|i = v + e; 

woraus folgt: ^ =- v =» 8. 

Die Gleichheit yon )x und v haben wir schon erkannt. In dem 

Systeme ^, j ist 8 » 4, also auch ]li » v » 4, in Übereinstimmung 

mit dem obigen Ergebnisse. 

In dem andern Falle, wo das System , w ist, seien wieder 

^; ^1) ^; ^1 ^^ Berührungspunkte der Tangenten aus ^ JB an Ä;; 
jede Qruppe yon yier Punkten U'j üi'] F', V^' auf %', bei welcher ü'Ui 
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durch den Pol «' yon a\ TY^ durch den Pol SB' Ton V geht und 
TJTJ^VV^ A TJ'TJ^V'V^y führt zu einer Projektivitat zwischen * und 
h' und zugehöriger Eollineation. Wir erhalten acht ausgeartete Pro- 
jektiyitaten und EoUineationen folgendermaßen. Wenn TJ' und U^ 
sich in einem Schnittpunkt U' von a' mit Ic yereinigen, dem Berüh- 
rungspunkte der einen Tangente aus %'j so lassen wir auch V oder 
V^ in ihn fallen und haben die beiden Projektivitaten mit den singu- 
lären Punkten V^ oder V auf k und U' auf V. Der zweite Schnitt 
Ton a' und die beiden Schnitte von V geben noch sechs andere. 
Also iet 8 = 8 und ]li » v » 8; wie wir oben schon auf andere Weise 
gefunden haben. 

§ 64. Lineare Systeme von Korrelationen zwischen denselben Feldern^). 

Für den Büschel (0070) von Korrelationen (Nr. 419) haben 430 
wir erkannt, daß jeder Punkt des einen Feldes einen ihm in 
allen Korrelationen des Büschels konjugierten Punkt besitzt, 
weil, wegen der Charakteristik ^ » 1 , seine Polaren in ihnen einen 
Strahlenbüschel bilden. 

Sind zwei Korrelationen gegeben, so hat jeder Punkt des einen 
oder andern Feldes einen gemeinsam konjugierten, den Schnitt der 
beiden Polaren. Wir greifen aus diesen cx>* Paaren gemeinsam kon- 
jugierter Punkte sieben heraus und bestimmen den Büschel (0070), 
zu dem die beiden gegebenen Korrektionen gehören, und der ebenso 
durch jede zwei seiner Korrelationen bestimmt oder konstituiert 
werden kann. Jeder Gerade l des einen Feldes ist ein Kegelschnitt im 
andern zugeordnet (Nr. 419), welcher sowohl Ort der Punkte, die den 
Punkten Ton l gemeinsam konjugiert sind, als auch Ort der Pole der 
Gerade l in den einzelnen Korrelationen des Büschels ist. 

Hat ein Punkt in beiden Korrelationen dieselbe Polare, so sind 
ihm irgend zwei Punkte derselben gemeinsam konjugiert in den beiden 
Korrelationen, also in allen Korrelationen des Büschels; er hat dieselbe 
Gerade in allen zur Polare. Es wurde schon erwähnt, daß die Paare 
der gemeinsam konjugierten Punkte, weil eben einer Gerade 
des einen Feldes ein Kegelschnitt im andern korrespondiert, eine 
quadratische Verwandtschaft bilden, auf welche wir noch aus- 
führlicher zu sprechen kommen. 

Das System der Korrelationen (0007) nannten wir eine Schar; 
wegen der Charakteristik v » 1 desselben erzeugen die Pole einer 
Gerade in seinen Korrelationen eine Gerade, die dadurch jener Gerade 
in allen Korrelationen der Schar konjugiert wird. Zwei Korrelationen 
bestimmen also auch eine Schar; denn sie liefern zu jeder Gerade 



1) Vgl. hieiza Bosanes, Jonm. f. Math., Bd. 88, S. 24; Bd. 90, S. 808; 
Bd. 96, S. 247. 

18* 
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eine gemeinsam konjugierte Gerade, die Verbindungslinie der beiden 
Pole, und sieben solche Paare geben die Schar. Alle die cx>' Paare 
gemeinsam konjugierter Geraden erzeugen dann eine qua- 
dratische Verwandtschaft zwischen den Geraden der beiden 
Felder, in welcher den Geraden eines StrahlenbtLschels des einen 
Feldes die Tangenten eines Kegelschnitts im andern korrespondieren. 
Eine Gerade und ein Punkt, welche in zwei Korrelationen polar sind, 
sind es in allen ihrer Schar. 

Der Korrelationenbüschel (0070) enthält drei zentrale 
Korrelationen. Seien S, S'] S^y 5/; 5), S^' die singulären Punkte 
oder, mit kürzerer Bezeichnung, die Zentren dieser ausgearteten 
Korrelationen. Die Polare von S in der zentralen Korrelation (/S, S') 
ist unbestimmt; ist dann y die Polare von S in einer andern Korre- 
lation des Büschels, so ist jeder Punkt von f dem S konjugiert in 
beiden Korrelationen, also in allen Korrelationen des Büschels; f ist 
gemeinsame Polare von S; als Polare in (S^, S^"), (5,, S,') muß sie 
durch 5/, bzw. 8^' gehen; folglich ist sie deren Verbindungslinie. 
Mithin hat jedes von den sechs Zentren eines Korrelationen- 
büschels eine allen Korrelationen desselben gemeinsame 
Polare in der Verbindungslinie derjenigen beiden Zentren 
im andern Felde, die nicht mit ihm zusammengehören. Daraus 
folgt, daß die Dreiecke der Zentren gemeinsame polare Drei- 
ecke für alle Korrelationen des Büschels sind (Nr. 272). 

Eine Schar (0007) hat drei axiale Korrelationen; die Dreiseite 
der singulären Geraden oder „Axen^^ sind gemeinsame polare Dreiseite. 

Die drei Zentren eines jeden der beiden Felder liegen 
auf allen Kegelschnitten, die den Geraden des andern kor- 
respondieren, als Pole derselben in bezug auf die zentralen Korre- 
lationen. 

umgekehrt, es seien p*^^ zwei Dreiecke, welche in zwei Kor- 
relationen polar sind. Ä^ kann höchstens in einer der drei zentralen 
Korrelationen des Büschels, den sie konstituieren, Zentrum sein; dann 
muß jB^j^s als gemeinsame Polare von Ä^ (mag er Zentrum sein oder 
nicht) in den beiden zentralen Korrelationen desselben, für welche er 
nicht Zentrum ist, durch die im zweiten Felde gelegenen Zentren 
dieser Korrelationen gehen. Daraus wiederum folgt, daß ihr gemein- 
samer Pol A^ in der Tat Zentrum der dritten zentralen Korrelation 
ist; denn er ist auch Pol in dieser. Also: 

Zwei Korrelationen zwischen denselben Feldern haben 
nur ein gemeinsames Paar polarer Dreiecke; ihre Ecken sind 
die Zentren der zentralen Korrelationen des Büschels, den 
sie bestimmen, und ihre Seiten die Axen der drei axialen 
Korrelationen ihrer Schar. 
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Wir fanden (Nr. 273), daß zwei Korrelationen cx>^ gemein- 431 
same Paare polarer Vierseite haben; sie sind allen Korre- 
lationen des Büschels gemeinsam, weil ja die Ecken des einen 
Vierseits zn denen des andern konjugiert sind. Suchen wir ein 
solches gemeinsames Paar zu konstruieren unter Benutzung der 
Herstellung polarer Yierseite für eine einzelne Korrelation, die a. a. 0. 
besprochen wurde. 

Es sei zunächst aiO^a^ ein beliebiges Dreieck im ersten Felde 
und h^h^'i^j b/'V'V seien die polaren Dreiecke in den beiden 
Korrelationen, so brauchen wir ein Dreieck hib^h^j das zu beiden 
perspektiy ist und zwar mit derselben Axe \\ dann sind jene beiden 
Dreiecke selbst perspektiv mit dieser Axe; da also hx^^'y i%W, WW 
auf einer Gerade b^ liegen, so müssen die zu ihnen gemeinsam kon- 
jugierten Punkte o^ag, agO^, a^a^ &u^ dem Kegelschnitt liegen, der in 
der quadratischen Verwandtschaft der Gerade b^ entspricht, können 
also nicht alle drei beliebig gewählt sein, sondern nur zwei; diese 
bestimmen die Gerade b^, und aus ihr laßt sich leicht der korrespon- 
dierende Kegelschnitt herstellen, der jene Punkte enthält und auf dem 
der dritte Punkt liegen muß. Dem entsprechend sei yerfahren worden. 

Jetzt sei b^ beliebig durch b^'b^'' gezogen; b^ und b^ müssen 
auch durch b^'b^', bzw. ftj'fcj" gehen. Die polaren Dreiecke «i'Oj'ag', 
(i^"a^"o^' zu dem gesuchten b^W müssen zu CLi(i%a^ koaxial perspektiv 
sein, also muß a^'a^" auf o^ und a^'a^' auf o, liegen; andererseits 
sind diese Punkte gemeinsam konjugiert zu den beiden Punkten W 
und b^b^ Yon &g, also auf dem Kegelschnitt gelegen, der in der 
quadratischen Verwandtschaft der b^ entspricht, und weil er den c^a^j 
als gemeinsam koiyugierten Punkt zu dem auf \ gelegenen b^b^\ 
enthält^ die zweiten Schnitte der o^, a^ mit diesem Kegelschnitte; indem 
wir diese Punkte d^ck^'y €i^o^' haben, haben wir auch die gemeinsam 
konjugierten b^b^y b^b^ und dann auch \y b^y die beiden andern Seiten 
des gesuchten Dreiecks, als die Geraden von b^b^ nach b^'b^'y yon 
fejftg nach fej'fej''. Damit ist b^b^b^ zu b^b^b^'y V'^a'^s" perspektiv 
gemacht mit b^ als gemeinsamer Axe. Folglich ist (Nr. 273) auch 
a^a^ci^ zu ci^a^a^ und cl^cl^'o^'' perspektiv, und da o^, a^y a^' durch 
denselben Punkt gehen und ebenso a,, o,', a^'y so ist die Verbindungs- 
linie dieser beiden Punkte die gemeinsame Axe a^ der Perspektivität; 
und wir haben in 

6i 6, feg fe^ 

gemeinsame polare Vierseite der beiden Korrelationen und 
ihres Büschels. 

Wir konnten o^a^ag in oo^ Weisen wählen, nämlich zwei Ecken 
beliebig, die dritte dann auf einem bestimmten Kegelschnitte, oder 



L 



(0050) 



278 rV. § 64. Lineaie Systeme von Eozxelationen zwischen denselben Feldern. 

audi \ beliebig und alle drei Ecken von aia^a^ auf dem durch b^ 
bestimmten Kegelschnitte. Nun sind &i'6i", WW> WW *^ ^4 ^^^^^ 
stimmt; h^ kann noch oo^ Lagen durch b^'h^'' annehmen. So zeigt 
sich die sechsfache Unendlichkeit aus der Konstruktion. 

Jede Korrelation besitzt cx>^ Paare von polaren Dreiecken, die 
oo^ Korrelationen zwischen gegebenen Feldern also oo^^ Paare; mit- 
hin gehört, weil es oo^^ Paare von Dreiecken gibt; jedes gegebene 
Paar von Dreiecken zu cx>^ Korrelationen als ein Paar ron 
polaren. Dieses doppelt unendliche System ist (3000), kann aber, 
weil in sich dual, auch mit (0300) bezeichnet werden. 

Jede Korrelation besitzt (Nr. 273) oo^^ Paare polarer Vieraeite 
(oder Vierecke), so daß durch alle Korrelationen sich oo^^ ergeben; 
da es oo^^ Paare von Vierecken gibt, so gehört jedes Paar 

h h h K 

zu cx>' Korrelationen als Paar polarer Vierseite, in der Tat 
zum Systeme: 

CL^C^ Ct^C^l <h^i dxdi ^^4 
W W W &,&8 6361; 

denn für alle diese Korrelationen sind (Nr. 273) auch a^a^ und hj}^ 
konjugiert. 

Bei Vierecken handelt es sich um das System (0005). 

432 Es entstehen bei einem Korrelationenbüschel für den 

Fall, daß die Felder ineinander liegen, die Fragen nach den 
Systemen, welche durch die Kernkurven der einen und der 
andern Art gebildet werden, nach denÖrtern der ausgezeich- 
neten Elemente TT; J7, V und w; w, v. 

Die Punkt-Kernkuryen E^ bilden einen Büschel; denn 
jeder Schnittpunkt Yon zweien ist in den beiden zugehörigen Korre- 
lationen sich selbst konjugiert^ also auch in den übrigen des Büschels 
und liegt daher auf allen Punkt-Kernkuryen. Folglich berühren zwei 
von ihnen eine Gerade. 

Eine Gerade wird auch Yon zwei G^raden-Kemkuryen V^ tangiert; 
denn ihre (einen) Pole erzeugen einen Kegelschnitt, und also fallen 
zwei yon ihnen auf sie. Dadurch wird sie Tangente der beiden zu- 
gehörigen r^. Aber die V^ bilden keinen Büschel. 

Auf der Verbindungslinie der Punkte TT, die zu zwei Korrela- 
tionen des Büschels gehören, liegen zwei der einen und andern zuge- 
hörige Inyolutionen doppelt konjugierter Punkte; ihr gemeinsames 
Paar ist doppelt konjugiert für beide, und daher für alle Korrela- 
tionen des Büschels, und die Gerade muß durch alle Punkte W gehen. 

Es gibt ein Paar doppelt konjugierter Punkte 6', Q'% 
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welches allen Korrelationen des Büschels gemeinsam ist; 
auf seiner Gerade (TT) liegen alle Punkte W. 

Doppelt konjugierte Punkte sind auch in bezug auf die Kern- 
kurve £^ konjugiert; also sind G\ G'' die Doppelpunkte der Invo- 
lution, in der diese Gerade (TT) den jST'- Büschel schneidet^ und Berüh- 
rungspunkte mit zweien seiner Kurven. 

Wenn im speziellen Falle zwei Korrelationen denselben Punkt W 
besitzen, so gilt für jede Gerade durch ihn, was eben für die ein- 
zige Gerade {W) gefolgert wurde; der gemeinsame Punkt ist dann W 
für alle Korrelationen des Büschels, und es ergeben sich 06^ gemein- 
same Paare doppelt konjugierter Punkte, sie sind die Doppelpunkte 
der Involutionen, in denen der Büschel der Kemkurven K^ von den 
Strahlen des Büschels W geschnitten wird, oder die Berührungspunkte 
dieser Strahlen mit Kemkurven und erzeugen daher eine Kurve 3. Ord- 
nung, die durch W geht. 

Aber im allgemeinen tritt dies nicht ein. Die Reihe der Punkte W 
auf jener ausgezeichneten Gerade (W) ist projektiv zu dem Büschel 
der Korrelationen und dem der Kemkurven JST'; die auf ihr entstehende 
Korrespondenz [1, 2] der Pimkte W und der Schnitte der zugehörigen 
Kemkurve K^ lehrt, daß dreimal W auf dieselbe fällt. Die Berührung 
von K^ und V^ in zwei getrennten Punkten J7, V ist dann eine vier- 
punktige Bei*ührung in einem Punkte geworden. 

Man kann {W) auch erhalten als die Perspektivitatsaze zweier 
Perspektiven Strahlenbüschel um die Punkte P, Qy in denen ent- 
sprechende Strahlen nach den P^, Q^ gehen, die diesen Punkten je 
in derselben Korrelation des Büschels doppelt konjugiert sind; wenn 
PPi durch Q geht, dann liegt auch Q^ auf dieser Gerade. 

Der Kegelschnitt der dem P doppelt konjugierten Punkte P^ ist, 
wie man leicht findet, die erste Polare des P nach der Kurve 3. Ord- 
nung (P), die durch den Büschel PW und den zu ihm projektiven 
£^-Büschel entsteht. 

Der Polarenbüschel von P in bezug auf die Kemkurven K^ 
schneidet in die Gerade (TT) eine zu der Punktreihe der W projek- 
tive Punktreihe; jede der Koinzidenzen ist ein TT, dessen Polare in 
bezug auf den zugehörigen jST', d. L die zugeordnete u; durch P geht. 
Die Geraden w der Korrelationen unseres Büschels umhüllen 
also einen Kegelschnitt (w)\ sein Tangentenbüschel ist zur Punkt- 
reihe der W projektiv, und wir erhalten auch hieraus drei Inzidenzen 
zusammengehöriger TF und u; oder vierpunktige Berührungen zwischen 
JS:» und r,. 

Die vier Tangenten aus P an die eben erwähnte Kurve 3. Ord- 
nung (P) sind Tangenten an einen K^ und gehen durch den zuge- 
hörigen TT; daher sind sie Geraden u, t? für die betreffende Korre- 
lation. Also umhüllen die Geraden ti, v der verschiedenen 
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Korrelationen des BüsclielB eine Kurve 4. Klasse. Weil (TfO 
zwei Kurven K* (oder f,) berührt, fttr welche sie dann u oder v 
wird, ist sie Doppeltangente dieser Kurve 4. Klasse. 

(W) berührt die zusammengehörigen Kemkurven K^ und f, in 
demselben Punkte (einem U oder F); und die beiden Berührungs- 
punkte mit dem einen und dem andern Kurvenpaar sind die auB- 
gezeichneten Punkte G\ G", Dies sind zwei Schnitte des Orts der 
Punkte TJf V mit der Gerade (TT), drei weitere sind die drei Punkte 
Wf die mit U und V sich vereinigen und in denen zwei zusammen* 
gehörige Kemkurven sich vierpunktig berühren. Also ist der Ort 
der Punkte U, V eine Kurve 5. Ordnung. 

Die zentralen Korrelationen des Büschels haben eine nicht zer- 
fallende Punkt-Kernkurve, erzeugt durch die charakteristische Projek- 
tivitat zwischen den Büscheln um die singulären Punkte, und eine 
ausgeartete Geraden -Kernkurve, bestehend aus diesen Büscheln. Die 
drei Geradenpaare im f -Büschel müssen daher zu nicht 
ausartenden Korrelationen im Büschel gehören. Nun sind 
die beiden Kemkurven immer zueinander in der Korrelation, zu welcher 
sie gehören, polar und zwar in beiderlei Sinne (Nr. 307); also mufi, 
weil die Korrelation allgemein ist, zu einer K* des Büschels, 
welche ein Geradenpaar ist, eine f^ gehören, welche ein 
Punktepaar ist, und dieses Paar muß zu jenem Paare in beiderlei 
Sinne polar sein; d. L wenn d^e', f^g' das Geradenpaar ist, so 
muß D' ^ Gf F' =^E das Punktepaar sein; denn so allein kommt 
die Eigenschaft zustande, daß ein Punkt des Geradenpaars seine beiden 
Polaren tangential an das Punktepaar, d. h. durch seine Punkte sendet, 
und eine Tangente des Punktepaars ihre Pole auf dem Geradenpaare 
hat. Und die weiteren Eigenschaften, welche zwei zusammengehörigen 
Kemkurven zukommen, fordern, daß der Doppelpunkt des Geraden- 
paars auf die Doppelgerade des Punktepaars fällt und W von jenem 
durch die Punkte des letzteren Paars, w von dieser durch die Geraden 
des Geradenpaars harmonisch getrennt wird. Im Doppelpunkte sind 
dann CT, F, in der Doppelgerade u, v vereinigt, und man erkennt» 
daß ?7, m; F, t?; TF, ii? in bezug auf beide Kemkurven Pole und 
Polaren sind (vgl. Nr. 392). 

Auf diese Weise sind in das System der Geraden-Kern- 
kurven drei neue Punktepaare gekommen. Wir fanden schon, 
daß zwei von den f, eine Gerade berühren; dann schließen wir, ver- 
mittelst der Charakteristiken-Formeln für Kegelschnittsysteme 1. Stufe 
(Nr. 186), daß in dem Systeme der f, vier durch einen Punkt gehen 
und daß es kein Geradenpaar enthalt, was aber zu erwarten war. 

Ein interessanter Spezialfall, auf dessen geoauere Untersuchung 
wir jedoch nicht eingehen können, ist folgender: 

In einer Ebene liegen Ay B, C in gerader Linie und ebenso 
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Äj B\ Cy femer mögen P und P' so hergestellt sein, daß sowohl 
PA und P'A, als PB und P'B' auf der Verbindungslinie 5 « CG' 
sich schneiden. Es handelt sich dann um den Eorrelationenbüschel: 



(3010) 



A B C P 
B'C CA' AB' P' 



Zu jedem Punkte X wird der gemeinsam konjugierte X' ebenso ge- 
wonnen, wie P' aus P. Alle Punkte von 8 sind sich selbst konju- 
giert^ außerdem noch der Punkt 8 — {AA\ BB'). 

Sämtliche Punkt -Eemkurven zeif allen, und zwar in die feste 
Gerade s und eine yeranderliche Je, die durch S geht. Die zentralen 
Korrelationen haben die Zentren A, Ä\ B, JB'; C, C'\ die charakte- 
ristischen Projektiyitäten entstehen durch Perspektive Lage, in den 
beiden ersten Fällen mit der Aze S] im dritten verbindet sie die 
drei Punkte {CA, CB'\ (CB, CA') und Ä 

Auch sämtliche Geraden -Kemkurven zerfallen, und zwar bilden 
je zwei entsprechende Punkte der Projektivität ABC'7\A'B'C eine 
solche Kurve. 

Es seien drei Korrelationen Fj, r,, Tg zwischen den- 433 
selben Feldern gegeben. Im allgemeinen laufen die drei Polaren 
eines Punktes X des einen Feldes nicht in einen Punkt zusammen; 
bewegt man X auf einer Gerade l, so entstehen durch die Polaren 
drei projektive Büschel um die Pole von Z; und dreimal gehen zu- 
sammengehörige Polaren durch einen Punkt (Nr. 200). Bei drei 
Korrelationen gibt es also 00^ gemeinsame Paare konjugierter 
Punkte, welche in den beiden Feldern zwei Kurven 3. Ord- 
nung a^y h^ erfüllen. Greifen wir sechs von diesen Paaren heraus, 
so erhalten wir ein doppelt unendliches System (0060) von 
Korrelationen, zu dem die drei gegebenen gehören. 

Ein weiteres Paar konjugierter Punkte bestimmt darin einen 
Büschel (0070), zwei weitere Paare bestimmen eine Korrelation, 
welche den beiden Büscheln gemeinsam ist, die durch das eine und 
das andere Paar einzeln bestimmt werden, umgekehrt, zwei Korre- 
lationen aus (0060) bestimmen einen Büschel; denn sie haben 00^ 
gemeinsame Paare konjugierter Punkte, darunter die sechs gegebenen; 
ein beliebiges Paar aus ihnen bestimmt den Büschel. Folglich 
können wir das System (0060) aus den drei gegebenen Kor- 
relationen r^, r^t r, fächerförmig erzeugen; denn, ist F eine 
beliebige Korrelation aus ihm, so haben die beiden Büschel rr^ und 
r^r, eine Korrelation gemein; also befindet sich jede Korrelation des 
Systems in einem der Büschel, welche P^ mit den verschiedenen Kor- 
relationen von r^Ps verbinden. 

Wir nennen deshalb das System ein Netz von Korrelationen, 
oder auch, weil ja der Büschel, der zwei Korrelationen des Systems 
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verbindet, ihm ganz angehört und daher die eben beschriebene 
Erzeugung durch Büschel möglich ist, ein büschel-Iineares System 
2. Stufe. Aus dieser Entstehungsweise folgt, daß die oo^ Paare 
Ton konjugierten Punkten, welche den drei Konstituenten 
r^y Tg, Fj gemeinsam sind, allen Korrelationen des Netzes 
zugehören; denn sie sind, wegen der Eigenschaft eines Büschels Yon 
Korrelationen, zunächst allen Korrelationen von r^r, gemeinsam, dann 
wiederum allen Korrelationen der Büschel, die von P^ nach den Kor- 
relationen von r^r, gehen. 

Folglich muß, wenn im Netze (0060) ein Büschel (0070) aus- 
geschieden wird, als siebentes Paar konjugierter Punkte ein nicht zu 
diesen cx>^ allen Korrelationen des Netzes gemeinsamen Paaren ge- 
höriges genommen werden; und ähnliches gilt, wenn aus dem Büschel 
eine einzelne Korrelation (0080) genommen wird. 

Die Eigenschaft, daß zwei Büschel des Netzes immer eine Kor- 
relation gemeinsam haben, lehrt aber auch, daß die drei ursprüng- 
lichen Konstituenten durch drei beliebige aus dem Netze 
ersetzt werden können (wofern sie nur nicht zu demselben 
Büschel gehören); denn die fächerförmige Erzeugung aus ihnen kann 
ebenso begründet werden, und ebenso kann man die sechs 
festlegenden Paare konjugierter Punkte beliebig durch sechs 
andere aus der einfach unendlichen Mannigfaltigkeit ersetzen. 

Aus dem Netze wird durch die Doppelbedingung, daß ein Punkt 
in dem einen Felde und eine Gerade im andern Pol und Polare seien, 
eine Korrelation ausgeschieden, denn es ist (1060) — 1; man kann ja 
auch diese Bedingung in zwei einfache zerlegen, daß nämlich der 
Punkt zu zwei Punkten der Gerade konjugiert sei. 

Die beiden Kurven a', P ergaben sich zunächst als Örter der 
Punkte, welche in allen Korrelationen des Netzes konjugiert sind, 
und befinden sich infolgedessen in eindeutiger Beziehung ihrer Punkte. 

In bezug auf sechs Punktepaare ^^, JB*^: 

fanden wir (Nr. 231) zwei Kurven 3. Ordnung a^*, h^^ mit eindeutig 
zugeordneten Punkten A, JB, weiche korrespondierend sind, d. h. nach 
den beiden sechspunktigen Gruppen projektive Büschel senden. Es 
ergab sich aber noch eine weitere eindeutige Zuordnung der homo- 
logen Punkte % 93 dieser Kurven, nach denen je weitere entsprechende 
Strahlen aus den projektiven Büscheln Äj B gehen (Nr. 232). 

Wir erkennen nun, daß die korrespondierenden Punkte A, B 
zusanunengehörige singulare Punkte zentraler Korrelationen aus dem 
Netze (0060) sind; die Projektivität zwischen ihnen ist je die charak- 
teristische, und umgekehrt, alle Zentren zentraler Korrelationen des 
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Netzes senden nach den beiden Grappen projektive Büschel^ also be- 
finden sie sich auf aj^ h^^ Indem weiter nach zwei homologen 
Punkten % 93 entsprechende Strahlen ans allen diesen Paaren pro- 
jektiver Büschel gehen y ergeben diese Punkte % 93 sich als gemein- 
sam konjugiert zimächst in allen zentralen Eorrelatiouen des Netzes 
xmdf weil es durch drei von ihnen konstituiert werden kann, in allen. 
Damit erweisen sich die Kurven a^^ b^^ mit den a^, b^ identisch. 

Wir haben also bei einem Netze von Korrelationen zwei 
Kurven 3. Ordnung a\ 6*, welche einerseits durch die Punkte 
entstehen^ welche in allen Korrelationen des Netzes konju- 
giert sind, andererseits auch durch die Zentren der zen- 
tralen Korrelationen des Netzes erfüllt werden. 

Infolgedessen erhalten wir auf den Kurven die Ecken von oo^ 
Dreiecken, die Zentren der zentralen Korrelationen der Büschel des 
Netzes, also der Dreiecke, welche gemeinsam polar sind in allen 
Korrelationen eines solchen Büschels. 

Diese Identität der beiden Kurvenpaare ergibt sich auch durch 
folgende Überlegung. Es sei F^ eine zentrale Korrelation des Netzes 
und $1 ihr eines Zentrum; es ist in Fq allen Punkten des andern 
Feldes konjugiert, daher dem 93, der ihm in zwei beliebigen Korre- 
lationen des Netzes gemeinsam konjugiert ist, in allen Korrelationen 
desselben konjugiert. 

Durch 93 geht jede von den Polaren von 9, die er je gemeinsam 
hat für alle Korrelationen eines Büschels des Netzes, zu welchem Tq 
gehört; je die beiden andern Schnitte einer dieser Polaren mit b^ sind 
die beiden nicht mit 9 zusammengehörigen Zentren dieses Büschels 
im zweiten Felde. 

Ordnet man dem Punkte % eine nicht durch 93 gehende Polare 
zu, so ist die dadurch bestimmte Korrelation des Netzes die zentrale 
Korrelation P^; ordnet man ihm aber eine durch 93 gehende Polare 
zu, so ergibt sich ein ganzer Büschel von Korrelationen aus dem 
Netze, zu welchem immer Pq gehört. 

Wenn Ä', Ä", A'"] B\ B", B'" die Zentren der drei zen- 
tralen Korrelationen eines Büschels (0070) aus dem Netze 
sind, so ist zu H = A" der gemeinsam konjugierte Punkt 93 im 
Netze der dritte Schnitt der gemeinsamen Polare B'B" (im Büschel) 
mit W, Daher sind in den projektiven Büscheln A% B' die 
Strahlen A! Ä" und B'B", weil sie nach 81, 93 gehen, ent- 
sprechend, ebenso ÄÄ' und B'B'"] desgleichen in den Büscheln 
A" und B" die Strahlen A"A'" und B"B\ Ä'Ä und B"B''\ und in 
Ä'\ B"' die Ä"Ä und B"'B'\ A"A" und B"'B\ 

Diese drei Punktepaare A\ JB'; Ä\ £"; A'\ B'" sind aber 
diejenigen, welche im Problem der ebenen Projektivität 
(Nr. 233) bei zwei siebenpunktigen Gruppen sich ergeben 
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als Paare von korrespondierenden Punkten; also gilt das 
eben gefundene Entsprechen auch für die drei Paare pro- 
jektiver Büschel um sie^). 

Bezüglich der a. a. 0. betrachteten Kurven a^f) und aj^, die ixi 
A^,... 4j, Aq, ä\ Ä\ Ä'\ und 6(?j, ft^J,, welche in B^y...B^j B^, 
B\ B"y B'" sich schneiden, muß, weil a^^ und 6^^); ^(S) ^^^ M) ^^ 
bezug auf G(efq) korrespondierend sind, gelten (Nr. 232), daß den 
Strahlen J.' J.'", Ä'A'\ die aus den auf a^f , und a^J, gelegenen Punkten 
Äy Ä' kommen und nach dem ebenfalls auf beiden Kurven gelegenen 
E^mkte Ä" gehen, Strahlen in B'y B" entsprechen, die auf beiden 
Kurven h^^ und h^^ sich schneiden; das tun sie dadurch, daß sie 
identisch sind: B'B'\ B"B\ 

Drei Korrelationen führen aber auch zu oo^ Paaren 
gemeinsam konjugierter Geraden, welche in den beiden 
Feldern Kurven 3. Klasse umhüllen. Wir gelangen dann zu 
einem schar-linearen Systeme 2. Stufe von Korrelationen, 
dem diese Paare konjugierter Geraden gemein sind, und zu dessen 
Festlegung sechs genügen: (0006). Es entsteht fächerförmig aus drei 
Konstituenten, indem man mit Scharen statt mit Büscheln arbeitet. 
Und die beiden Kurven werden von den Axen der axialen Korrelationen 
dieses Systems umhüllt. 
434 In dem dreifach unendlichen System von Korrelationen (0050) 

bestimmen 1, 2, 3 weitere Paare konjugierter Punkte ein Netz, einen 
Büschel, eine einzelne Korrelation; zwei Netze aus ihm haben einen 
Büschel gemeinsam, ein Netz und ein Büschel eine Korrelation. Zwei 
Korrelationen des Systems liefern einen demselben angehörigen Büschel 
und drei Korrelationen, nicht aus demselben Büschel, oder ein Büschel 
und eine nicht in ihm enthaltene Korrelation ein dem System ganz 
angehöriges Netz. Wenn zwei Büschel 93, 93i und eine einzelne Kor- 
relation r aus dem Systeme vorliegen, so bestimmen 93 und V ein 
Netz, welches mit 93^ eine Korrelation V^ gemeinsam hat; daher 
schneidet der Büschel rP^ die beiden Büschel 93 und 93^, letzteren 
in r^, ersteren, weil rP^ und 93 sich beide in dem Netze 93 P befinden, 
dem ja auch P^ angehört Jede Korrelation des Systems befindet 
sich in einem der cx>' Büschel, welche eine Korrelation von 
93 mit einer von 93^ verbinden; dabei muß jedoch vermieden werden, 
daß 93 und 93^ demselben Netze angehören, was der Fall ist, wenn 
sie sich in einer Korrelation schneiden. Wegen dieser Herstellung 
des Systems durch Büschel wollen wir es ein büschel-lineares 
System 3. Stufe, kürzer ein Gebüsche nennen. Alle die Büschel, 
welche von der nämlichen Korrelation nach denen eines Büschels, 
etwa 93i, gehen, bilden das Netz, welches dieselbe mit 93^ verbindet; 

1) S. Kantor, Denkschiifben der Wiener Akademie, Bd. 96, S. 92. 
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man erhält also das Gebüsche auch durch alle die Netze, 
welche den einen der beiden Büschel fÖ^ mit allen Korrela- 
tionen des andern 93 yerbinden. Sind femer F^ und P, fest in 
S3i; r beweglich in 93; so können wir diese Netze fächerförmig je 
durch r^ und den Büschel F^f erzeugen, letzterer durchwandert das 
Netz r293; und das Gebüsche entsteht durch die Büschel aus 
r^ nach den Korrelationen eines Netzes aus ihm, welches 
Pj nicht enthält. 
Seien wiederum 

die fünf gemeinsamen Paare konjugierter Punkte, so wissen wir aus 
dem Problem der ebenen Projektivität (Nr. 226), daß jedem Punkte 
Ä ein Punkt B korrespondiert, so daß 

Ä(A„ A,, Ä„ A^, A,) A B{B^, B„ B,, 5„ B,). 

Folglich sind Ä, B zusammengehörige Zentren einer zen> 
tralen Korrelation aus (0050). Das Gebüsche enthält oo^ 
zentrale Korrelationen; sie erfüllen mit ihren Zentren die 
ganzen Felder. Jedem der zehn Punkte ist ein vollständiger Kegel- 
schnitt korrespondierend; dem Punkte A^ z. B. der Kegelschnitt; für 
dessen Punkte B gilt: 

B(B„ B,, B„ B,)AA (A, A, A, A)- 

Zu ihnen kommen noch die beiden verbundenen Punkte Äqj Bq, die 
das sechste linear abhängige Paar bilden (Nr. 228); Äq entspricht allen 
Punkten des Kegelschnitts (JBj . . . B^) und B^ allen von (Ä^ . . . -45). 
Nun wurde (Nr. 232) gezeigt; daß in den projektiven Büscheln um 
korrespondierende Punkte Ä, B entsprechende Strahlen auch nach 
diesen Punkten Äq, Bq gehen; folglich sind dieselben konjugiert zu- 
nächst in allen zentralen Korrelationen des Gebüsches. Verbinden wir 
zweimal zwei zentrale Korrelationen durch Büschel 93; 93^; so sind 
weiter die Punkte Äq, Bq konjugiert in allen Korrelationen dieser 
Baschel, daher in allen Korrelationen irgend eines BüschelS; der eine 
Korrelation von 93 mit einer von 93^ verbindet; folglich; weil diese 
Büschel zu allen Korrelationen des Gebüsches führen; in allen. Also: 

Alle 00^ Korrelationen zwischen zwei Feldern, welche 
fünf Paare konjugierter Punkte gemeinsam haben, haben 
noch ein sechstes gemein, das sechste linear abhängige Paar, 
das zu den fünf Paaren gehört. Wir wissen, es ist linear kon- 
struierbar. 

Man kann durch Dualisierung des einen Feldes aus den voran- 
gehenden Sätzen entsprechende Sätze für die KoUineation ableiten. 
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Es genüge zQnächst, den vorangehenden Satz umzuwandeln. Er 
lautet dann: 

Alle oo' Eollineationen zwischen zwei Feldern^ bei denen 
fünf gegebene Punkte Ä^y . . . A^ des einen ihre entsprechen- 
den Punkte auf fünf gegebenen Geraden h^, , . . b^ haben, be- 
sitzen noch ein sechstes derartiges Paar Ä^, b^^). 

Einen speziellen Fall unseres Satzes fanden wir schon (Nr. 272): 
Sind A^y , . . A^ die Ecken a^a^, (h^>^i^%y ^^i9 ^^i eines toU- 
ständigen Yierseits und B^,..,B^ die Ecken b^b^, b^b^, b^b^, ^a^s^ 
b^b^ eines anderen, so haben alle Korrelationen, in denen die ^, . . .^5 
den Bj^y . , . B^ konjugiert sind, auch die sechsten Ecken a^a^ und 
b^b^ zu konjugierten; und wir sehen nochmals, dafi in den sechs Ecken- 
paaren sechs linear abhängige Punktepaare vorliegen (Nr. 228). 

Wir erwähnen einige interessante Falle. 

Liegen die beiden Felder ineinander, so befindet sich 
unter den 00^ Korrelationen ein Polarfeld (Nr. 422 Signatur 
(050) und Nr. 423), in dem also auch Alq, Bq konjugiert sind. 

Nehmen wir weiter an, daß die fünf Verbindungslinien 
A^Bi, , , , A^B^ demselben Strahlenbüschel angehören, so be- 
findet sich unter den Korrelationen auch diejenige zentrale, deren 
Zentren sich im Scheitel vereinigen und deren charakteristische Pro- 
jektivität die Identität ist, aus lauter sich selbst entsprechenden Strahlen 
besteht; es gehört demnach auch der StrahlJ^JB^ zum Büschel 

Femer, wenn A^ auf b^, A^ auf &,,... ^[5 auf b^ liegt, so 
befindet sich unter den cx>' Kollineationen auch die Identität, in der 
jeder Pankt mit dem entsprechenden sich deckt; also liegt auch A^ 
auf &o. 

Dualisieren wir bei dem obigen Satze über zwei Yierseite das 
eine Feld und setzen sie in derselben Ebene voraus, so haben wir: 

Wenn die Ecken o^a^, a^aiy (^i^hy ^i^d ^2^4 eines Yierseits 
mit den Seiten B^B^y ^i^iy ^i^aj ^2^3? ^z^i ©ii^os Vierecks 
inzidieren, so inzidiert auch a^a^ mit B^B^. 

Oder dualisieren wir beide Felder, sie ebenfalls in derselben Ebene 
(oder in parallelen) annehmend, und setzen voraus, daß die Seiten 
A^A^y Aü^A^j A^A^y A^A^y A^A^ des einen Vierecks zu den Seiten 
B^B^y B^B^y B^B^y B^B^y B^B^ des andern senkrecht sind, so 
befindet sich unter den Korrelationen, in denen jene diesen konjugiert 
sind, das ausgeartete Polarfeld, das zu dem Punktepaar der absoluten 
Punkte gehört und in welchem jede zwei konjugierten Geraden recht- 
winklig sind; also sind auch A^A^ und B^B^ rechtwinklig. Eine 



1) In dieser Form hat den Satz C leb seh zuerst (ohne Beweis) ausgesprochen: 
Math. Annalen, Bd. 6, S. 206. Vgl. auch Yoß ebenda Bd. 16, S. 866; Bosanes, 
Joum. f. Math. 88, S. 249; Sturm, Math. Annalen, Bd. 22, S. 670. 
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Drehung des einen Vierecks um 90® fdhrt die Normalitat in Par- 
allelismus über. 

Wenn vier Korrelationen V^, ., .T^ gegeben sind^ so haben 
wir £Br die beiden Netze r^f^F^ und rir2r4 je zwei Kurven a*, 6*, 
bzw. ä^j &'; gemeinsam sind den a^ und ä', b^ und b^ die Zentren der 
zentralen Korrelationen des Büschels r^P^. Es sei dann 9 einer der 
sechs ferneren Schnittpunkte von a^ und ä^j so laufen seine Polaren 
in Tj, r„ r, in einen Punkt zusammen und ebenso die in r^, T,, T^; 
und da 9 nicht Zentrum einer zentralen Korrelation in r^r, ist^ so 
ist dies beidemal derselbe Punkt, nämUch der einzige dem « im 
Büschel gemeinsam koigugierte Punkt, der dann einer der weiteren 
Schnitte Yon b^ und b^ ist. 

Vier Korrelationen zwischen denselben Feldern haben 
sechs Paare konjugierter Punkte gemeinsam. Sie sind 
dann allen KorrelatioDen des Gebüsches gemeinsam, das aus 
den yier als Konstituenten sich ergibt, indem man zweimal 
zwei zu Büscheln und die Korrelationen des einen mit denen des 
andern wiederum zu Büscheln verbindet. 

Fünf von diesen Paaren genügen, das Gebüsche fest- 
zulegen, und bedingen das sechste; womit der Satz von Clebsch 
von neuem bewiesen ist. 

Ist ein System 4. Stufe von Korrelationen durch vier 435 
Paare konjugierter Punkte bestimmt: 



(0040) 



so werden axiale Korrelationen möglich; weil von zwei in einer 
solchen Korrelation konjugierten Punkten stets der eine auf der Axe 
seines Feldes liegt, so muß die eine Axe zwei von den vier Punkten 
z. B. J.^, ^, verbinden, während die beiden ihnen nicht konjugierten 
J^, £4 auf der andern liegen. Das ist auf sechs Weisen möglich. 
Aber für die Festlegung der charakteristischen Projektivitat ist noch 
nichts durch die gegebenen Punkte geschehen; sie kann noch in 00^ 
Weisen erfolgen; jede diesersechs unbestimmten axialen Korre- 
lationen zählt 00'- fach. Bei den bisherigen büschel-linearen Systemen 
1., 2., 3. Stufe (0070), (0060), (0050), in denen es oo^ oo^ sechs 
gemeinsame Paare konjugierter Punkte gibt, sind eben deshalb axiale 
Korrelationen nicht vorhanden, weU zwei Geraden nicht mögUch sind, 
von denen mindestens eine durch einen Punkt aus jedem dieser Paare 
geht. Nun ist aber an sich die axiale Korrelation eine einfache 
Bedingung (Nr. 412), und da sie in diesen Systemen, wo man sie, als 
einfache Bedingung, in endlicher Anzahl, 00^-, oo^-mal erwarten konnte, 
nicht möglich ist, so ist es ganz berechtigt, daß sie in dem Systeme 
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4. Stufe (0040) in dem sie möglich wird; sofort in der Mannigfaltig- 
keit oo' auftritt. 

Während die Systeme (0070), (0060), (0050) allgemein sind, 
ist (0040) nicht mehr allgemein. Ein allgemeiues büschel -lineares 
System 4. Stufe konstituieren wir durch fdnf beliebige Korrelationen, 
etwa so, daß wir eine Yon ihnen mit jeder Korrelation des büschel- 
linearen Systems 3. Stufe, das durch die vier andern konstituiert wird, 
durch einen Büschel verbinden ^). Wenn vier Korrelationen noch eine 
endliche Anzahl gemeinsamer konjugierter Punkte besitzen, so gilt das f&r 
fünf beliebige Korrelationen nicht mehr. Das System (0040) mit vier 
gemeinsamen Paaren ist sogar yierfach spezialisiert, indem 
ihm diejenigen mit ein, zwei, drei Paaren konjugierter Punkte — den 
fünf Konstituenten und dann allen Korrelationen des Systems gemein- 
sam — vorangehen. 

Ob die allgemeineD büschel-linearen Systeme 4. und höherer Stufe 
axiale, bzw. die allgemeinen schar-linearen zentrale Korrelationen ent- 
halten, soll später untersucht werden. 

In dem Systeme (0040) sind die Zentren der zentralen Korre- 
lationen zwei beliebige Punkte auf zwei analogen Kegelschnitten durch 
die beiden vierpunktigen Gruppen (Nr. 225). 
436 Wenden wir diese Ei^ebnisse auf die Erzeugung der Fläche 

2. Grades durch korrelative Gebilde an; wobei wir die durch Bündel 
vorziehen, um der Korrelation der Bündel etwas gerecht zu werden. 

Ein Korrelationenbüschel (0070) zwischen zwei Bündeln 
0, O erzeugt einen Büschel von Flächen 2. Grades; denn sobald 
ein Strahl von die ihm in zwei Korrelationen des Büschels ent- 
sprechenden Ebenen von 0' in dem nämlichen Punkte trifft, trifft er 
die Axe des Büschels, den alle seine Polarebenen bilden, also alle 
diese Ebenen in jenem Punkte; jeder gemeinsame Punkt von zweien 
der erzeugten Flächen liegt auf allen. 

Jede der Flächen wird aus und 0' durch einen Korrelationen- 
büschel erzeugt (Nr. 424); von ihm gehört zu unserem Büschel je 
nur eine Korrelation. 

Die vier Kegel des Flächenbüschels werden durch Korrelationen 
des Büschels von der Spezialität in Nr. 398 erzeugt. 

Ebenso entsteht durch ein Korrelationennetz (0060) und 
ein Korrelationengebüsche (0050) ein Netz, bzw. Gebüsche 
von Flächen 2. Grades, denn der fächerförmigen Herstellung jener 
durch Büschel entspricht die analoge fächerförmige Herstellung dieser 
Flächensysteme durch Büschel. 

Beim Netze (0060) haben wir in den Bündeln zwei Kegel 3. Ord- 



1) Eingehendere Erörterungen über lineare Systeme höherer Stofe wird 
§ 97 in Bd. m bringen; aber § 34 in Bd. I hat schon Belehrong gebracht. 
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nang a', b^ mit in zwei Weisen eindeutig zugeordneten Kanten; die 
eine Zuordnung ist die der korrespondierenden Kanten a, b, welche 
nach den sechs Paaren konjugierter Kanten projektive Büschel senden, 
die Axen axialer Korrelationen des Netzes, die je die betre£Fende Fläche 
durch diese projektiven Büschel erzeugen; für die andern Flachen 
gehören diese Ausartungen nicht zum Netze. 

Die homologen Kirnten a, b, welche in allen Korrelationen des 
Netzes konjugiert sind und nach denen weitere entsprechende Ebenen 
jener projektiven Büschel gehen, bilden die zweite Zuordnung. Diese 
Kanten a, B rufen in dem gemeinsamen Ebenenbüschel um 00' eine 
Korrespondenz [3, 3] hervor, in der zwei Ebenen einander entsprechen, 
welche solche konjugierte Strahlen 0« b enthalten. Die sechs Koin- 
zidenzen beweisen, daß es sechs Paare a, b gibt, die einen Schnitt- 
punkt haben. Diese sechs Schnittpunkte sind die übrigen 
gemeinsamen Punkte der Flächen des Netzes, außer 0, 0\ 

Nehmen wir an, daß die sieben, sechs oder fünf gegebenen 
Paare konjugierter Strahlen einen Schnittpunkt C^ haben, 
dann gehört zum Büschel, Netze oder Gebüsche von Kor- 
relationen die axiale Korrelation Pq, deren Axen sich in Off 
vereinigen und deren charakteristische Projektivität Iden- 
tität ist; daraus folgt, daß alle weiteren gemeinsamen Paare 
konjugierter Strahlen (oo*, (x>\ ein sechstes) einen Schnitt- 
punkt haben. 

Der Büschel, der diese Korrelation mit irgendeiner des Systems 
verbindet, ist dann der eine und dieselbe Fläche erzeugende Korre- 
lationenbüschel; denn jeder Strahl von tri£Pt den ihm im Büschel 
gemeinsam konjugierten Strahl, mit dem er in derselben Ebene durch 
OCX liegt, und damit alle polaren Ebenen in demselben Punkt. 

Daher ist im ersten Falle der gegebene Korrelationen- 
büschel eben dieser Büschel, und es ergibt sich nur die eine 
Fläche 2. Grades, nicht ein Büschel. 

Im zweiten Falle zerlegt sich das Korrelationennetz in 
oo^ derartige Büschel, die je dieselbe Fläche 2. Ghrades erzeugen 
und alle durch die ausgezeichnete Korrelation Fq gehen. Erzeugnis 
ist nur ein Büschel von Flächen 2. Grades, dessen Grund- 
kurve durch 0, O'f C^y...C^ bestimmt ist. 

Im dritten Falle zerlegt sich das Korrelationengebüsche 
in cx>' von Tq ausgehende derartige Büschel, und es entsteht 
nur ein Netz von Flächen 2. Grades. Das zu den ftinf Paaren 
a^— 0(7|, &^— GC^ gehörige sechste Paar konjugierter Strahlen, allen 
Korrelationen gemeinsam, sei a^, b^ und sein Schnittpunkt C^; so 
sind 0, 0', G^j..,Cf,j C^ die Grundpunkte dieses Netzes. Die 
lineare Konstruktion des Paares Oq, &o aus den fünf gegebenen Paaren 

Btarm, €(«om«tr. Verwandtaoluiftoii. II. 19 
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liefert (Nr. 235) eine lineare Eonstraktion des achten assoziierten 
Punktes zu sieben gegebenen. 

Bestimmt man das Netz Ton Korrelationen dorch drei doppelte 
Bedingungen: 

a b c 



(3000) 



so hat man (Nr. 390) die acht Orundpunkte des Flächennetzes unmittel- 
bar: 0, (X, aa\ 6ß', cYf (bc, ß'tOi (p<^7 f'^lf (<^h ct'ß'); das sind aber 
nicht acht assoziierte Punkte in allgemeiner Lage, sie liegen vielmehr 
dreimal in zwei Ebenen^ z. B. 0, b9>\ Cf', (pc, ß'tO in der Ebene be, (/, 
aa, (cüy YoT), {ab, a'ß^ in a'. Die drei Ebenenpaare ergeben sich 
durch planare Korrelationen; welche in diesem Falle im Netze vor- 
handen sind. 



§ 65. Apolare lineare Systeme von Korrelationen zwischen zwei 

Feldern^). 

437 Es werde vorausgesetzt; daß zwei Korrelationen C und F 

zwischen den nämlichen Feldern Z; Z' so beschaffen seien, 
daß einmal einem Dreiseite a'Vc' in Z' durch sie Dreiecke 
ABCj A^ByC^ polar sind, von denen A^B^C^ dem ABC ein- 
geschrieben ist und zwar so, daß A^ auf BC liegt usw. 

Die KoUineation in Z, in der zwei Elemente einander korrespon- 
dieren, welche in C und P demselben Elemente von Z' entsprechen, 
ist in eingeschriebener Dreieckslage (Nr. 365). Es gibt deshalb in 
Z oo^ Dreiecke X^Y^Z^^ welche dem entsprechenden XYZ ein- 
geschrieben sind, demnach in Z' oo^ Dreiseite x'y b\ so beschaffen, 
daß von ihren in C und P korrespondierenden Dreiecken 
HYZj X^T^Z^ das zweite dem ersten eingeschrieben ist. 

Betrachten wir nun XYZ aus Z, sein in C entsprechendes ist 
x'yZy das in P entsprechende sei x^y^e^-^ weil X^ auf YZ liegt, 
geht, wegen P, x' durch yi'B^y ebenso y durch z^x^y d durch x^y^'^ 
d. h. x^y^s^' ist dem x'yz eingeschrieben. 

Ebenso zeigt sich X^Y^Z^ als ein Dreieck, von dessen beiden 
polaren Dreiecken dasjenige in P (welches x'y'z' ist) dem andern ein- 
geschrieben ist. Damit ist erkannt, daß die beiden Felder sich 
gleichartig verhalten und wir in der Voraussetzung auch von 
einem Dreiecke in Z ausgehen konnten. 

Es ergeben sich demnach in beiden Feldern oo^ Drei- 
ecke, von denen jedes folgende Eigenschaften hat: Das ihm 



1) Vgl. hierzu BosaneB' erwähnte Abhandlungen; Pasch, Math. Annalen, 
Bd. 28, S. 419; London, ebenda Bd. 38, S. 384. 
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in r polare Dreieck ist dem in C polaren eingeschrieben; 
konstruiert man zu ihm das in C polare und zu diesem das 
in r polare, so ist dieses ihm eingeschrieben; konstruiert 
man hingegen das in P polare und zu diesem das in C polare, 
so ist letzteres ihm umgeschrieben. 

Femer wissen wir (Nr. 365\ daB, wenn unter der obigen Voraus- 
setzung bei den zwei demselben Dreiecke polaren Dreiecken die Inzi- 
denz der Ecken imd Seiten zweimal erfüllt ist, sie von selbst zum 
dritten Male eintritt. 

Bezeichnen wir das Dreieck XTZ nach seinen Seiten xy0, so 
sind diese Seiten x, y, Zy weil sie die Pole X^, F^, Z^ der t!^ y\ / 
in r enthalten, diesen konjugiert in P; und bezeichnen wir xye' nach 
seinen Ecken X/ Y^Z^y so sind diese Ecken konjugiert zu den X|, F^, Z^ 
in C Folglich haben die genannten oo^ Dreiecke noch fol- 
gende Eigenschaft. Von jedem und dem zu ihm in C polaren 
sind die entsprechenden Seiten (je dem Pole der andern gegen- 
überliegend) in P konjugiert, und von ihm und dem zu ihm in 
P polaren sind die entsprechenden Ecken in C konjugiert 

Es kann also die Voraussetzung auch in den beiden 
Formen ausgesprochen werden: Es sind einmal zwei in C 
polare Dreiseite ahc^ a'Vc vorhanden, deren entsprechende 
Seiten a und a', . . . in P konjugiert sind. Oder es sind ein- 
mal zwei in P polare Dreiecke A^B^G^y A^'B^G^' yorhanden, 
deren entsprechende Ecken in C konjugiert sind. 

Denn z. B. die Eonjugiertheit von a und a\ , , , in P sagt ja 
aus, daß der Pol A^ Ton a' auf a^ BG liegt usw., also daß das eine 
polare Dreieck A^B^G^ dem andern ABG eingeschrieben ist. 

Zwei Korrelationen in dieser Beziehung zueinander 
seien als apolar^) bezeichnet; nach Reyes Terminologie, in der 
sie deutlicher Toneinander unterschieden werden, sagt man: C stützt 
P und P ruht auf C, 

Die Apolarität ist für jede der beiden Korrelationen C 
und P eine einfache Bedingung, wenn die andere gegeben 
ist Wenn z. B. C gegeben ist, so stellen wir in Z (oder Z') eine 
der oo^ Kollineationen in eingeschriebener Dreieckslage her, welche 
also Z in ein in derselben Ebene befindliches Feld Z^ transformiert, 
das cx>^ Dreiecke enthalt, die dem entsprechenden in Z eingeschrieben 
sind; Z^ wird dann zu Z' korrelativ, und diese Korrelation P ruht 
auf C Es gibt daher unter den oo^ Korrelationen oo^, welche 



1) Zu Bob an es* Wort „konjugiert** kann ich mich nicht entschließen, weil 
dies Wort schon zn viele Bedentangen hat und hier insbesondere vielfach ver- 
schiedene Bedeutungen desselben in dem nämlichen Satze zusammenkommen 
wiirden. 

19 • 
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auf C ruheiiy und ebenso oo^^ welche eine Korrelation P 
stützen. 

Demnach führen i gegebene Korrelationen (zwischen 
denselben Feldern) zn oo^'* Korrelationen, welche auf ihnen 
ruhen, bzw. sie stützen. 
438 Wir beweisen nun den Fundamentalsatz der Linearitat dieser 

Beziehung. 

Cij Cf seien zwei Korrelationen, welche beide die Korrelation P 
stützen. Wir haben zwei yierfach unendliche Mannigfaltigkeiten von 
Dreiecken in Z', welche zu C^ und P, bzw. C^ und P gehören. Da 
oo* Dreiecke Torhanden sind, so gibt es oo'*^~* Dreiecke, welche 
beiden gemeinsam sind. Es sei x'ya eins von diesen oo' Dreiecken; 
ihm seien in C^, C|, P polar X^Y^Z^f X^Y^Z^^ XYZ\ letzteres ist 
also den beiden andern eingeschrieben; X liegt demnach auf den 
Polaren Y^Z^ und Y^Z^ von y'z' in C^ (^, ist daher dem y'g' 
gemeüisam konjugiert in diesen Korrelationen, ebenso Y dem g'x\ 
Z dem xy. Ist also C^ eine dritte Korrelation aus dem Büschel 
CiC^j so sind diese Punkte auch in ihr konjugiert; es gehen die 
Polaren von y e\ bx\ x'y in ihr auch durch X, F, Z, d. L XYZ 
ist auch dem Dreiecke X^Y^Z^ eingeschnitten, das dem x'y/ in C, 
polar ist; auch C^ stützt die P. 

Wenn Ci, C^ die P stützen, so tun es alle Korrelationen 
ihres Büschels. 

Wenn P^, P| auf C ruhen, so tun es alle Korrelationen 
ihrer Schar. 

Wie aus drei, vier Konstituenten büschel- oder schar -lineare 
Systeme 2., 3. Stufe von Korrelationen rermittelst Büschel oder 
Seharen aufgebaut werden, ist schon erörtert Wir gelangen ent- 
sprechend zu höherstufigen linearen Systemen. Das Gebüsche 
(büschel-lineare Systeme 3. Stufe), das zu vier Konstituenten gehört, 
erweitem wir vermittelst einer fünften (ihm nicht angehörigen) Kon- 
stituente, indem wir mit ihr alle seine Korrelationen durch Büschel 
verbinden, zum büschel-linearen System 4. Stufe, usw., bis zum büschel- 
linearen System 8. Stufe, welches alle Korrelationen zwischen den 
gegebenen Feldern umfaßt; und ähnlich bei den schar-linearen Systemen. 
Dann lehrt der Fundamentalsatz: 

Alle oo''"' Korrelationen P, welche auf i+1 unabhängigen 
Korrelationen (7q, Ci,...C,(i^ 7) ruhen, ruhen auch auf sämt- 
lichen Korrelationen des durch diese konstituierten büschel- 
linearen Systems i^' Stufe und bilden selbst ein schar- 
lineares System (7 — *)*•' Stufe, das durch irgend 8 — i unab- 
hängige der P konstituiert ist. Unabhängig sind «-}-l Korre- 
lationen, wenn sie nicht einem linearen Systeme von niedrigerer als 
t^' Stufe angehören. 
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So sind demnach je ein büschel-lineares System i^ Stufe 
Ton Korrelationen C und ein schar-lineares System %^' Stufe 
von Korrelationen P, wo i + h'^l ist, durch Apolarität ver- 
banden; alle Korrelationen jenes Systems stützen alle von 
diesem, und die des zweiten ruhen auf denen des ersten. 

Ist eine der Zahlen i, Tc gleich 7, so ist die andere 0; es handelt sich 
in dem letztem Falle nur um eine endliche Anzahl von Korrelationen^ 
und zwar um eine; denn mindestens zwei würden sofort eine Schar 
oder einen Büschel, d. h. ein System 1. Stufe nach sich ziehen. Also: 

Auf acht Korrelationen und dem durch sie bestimmten 
büschel-linearen Systeme 7. Stufe ruht eine Korrelation. 
Dieselben acht Korrelationen und das durch sie konstituierte 
schar-lineare System 7. Stufe werden von einer Korrelation 
gestützt. 

Wenn ein büschel- oder ein schar-lineares System f" Stufe in 
einem von höherer Stufe \ enthalten ist, so ist das diesem apolar 
verbundene schar-, bzw. büschel-lineare System (7 — i^)^ Stufe in dem 
jenem apolar verbundenen Systeme (7 — i)^ Stufe enthalten. 

Haben daher zwei gleichartige lineare Systeme i^ und 
i^ Stufe ein lineares System niedrigerer Stufe h gemein, so 
befinden sich die beiden ihnen apolar verbundenen Systeme 
(7 — i)*®'und (7 — fj*" Stufe in dem diesem apolar verbundenen 
System (7-Ä)*«' Stufe. 

Infolgedessen greifen sie mit einem System von der Stufe 

7 - i + 7 - i, - (7 - Ä) - 7 - (i + h) 4- Ä 

ineinander über, und das zu diesem apolare System von der Stufe 
i '\- i^ —h um&ßt die beiden gegebenen. 

Wenn also zwei gleichartige lineare Systeme >^' und i^^' 
Stufe ein lineares System %^' Stufe derselben Art gemein- 
sam haben, so sind sie in demselben linearen System (i+h"^)^' 
Stufe dieser Art enthalten. 

Erwähnen wir gleich zwei interessante SpezialfäUe apolarer 
Systeme. Das System der Korrelationen (3000) <- (0300), welche 
zwei gegebene Dreiecke zu polaren Dreiecken haben, ist 
2. Stufe, in sich dual und daher sowohl büschel- ak schar-linear. 
Auf ihm ruht, infolge der umgestalteten Voraussetzung für die 
Apolarität, das schar-lineare System 5. Stufe, dessen Korre- 
lationen die entsprechenden Seiten der beiden Dreiecke zu 
konjugierten haben, und es wird gestützt durch das büschel- 
lineare System 5. Stufe der Korrelationen, in denen die ent- 
sprechenden Ecken der beiden Dreiecke konjugiert sind. 

Es handelt sich hier durchweg um spezielle Systeme, denn all- 
gemeine lineare Systeme von höherer als 3. Stufe haben keine gemein- 
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Samen konjugierten Geraden oder Punkte, und ein allgemeines System 
2. Stufe hat keine gemeinsamen polaren Dreiecke, da schon das 
System 1. Stufe nur ein solches Paar besitzt. 
439 Es seien 8, 8' zwei konjugierte Pimkte der Korrelation C; und 

r sei irgend eine der cx>' zentralen Korrelationen, welche sie zu 
Zentren haben. Zu einem Dreiseit a'Vc' in Z', dessen Ecke Vc in 
8' liegt, sei ABC polar in C] so geht BC durch 8. Weil a nicht 
durch 8' geht, ist ihr Pol ^ in P das Zentrum 8; dagegen die Pole 
Yon b\ dy die durch 8' gehen, in P sind beliebige Punkte der Strahlen 
Yon 5, welche den 6', c' in der charakteristischen Projektivitöt ent- 
sprechen; wir nehmen diejenigen als B^j C^, welche auf CA, bzw. ÄS 
liegen. Dann ist A^B^C^ dem ABC eingeschrieben, und P ruht 
auf C. 

Jede der oo' zentralen Korrelationen, deren Zentren in 
zwei konjugierten Punkten 5, 8' von C liegen, ruht auf C 

Umgekehrt, wenn eine zentrale Korrelation P auf C 
ruht, so sind ihre Zentren 5, 8' in C konjugiert. 

Denn sei wieder aVc in J! so, daß Vc' in 8' liegt; polar zu 
ihm in C sei ABC] genau aus denselben Gfründen wie oben nehmen 
wir als Pole B^, C^, in P, von V, c die auf CA, AB gelegenen; Pol 
A^ Yon a ist 8. Weil P auf C ruht und zwei Inzidenzen erfüllt 
sind, so muß auch diese Ecke 8 = A^ von A^B^^C^ auf BC liegen, 
d. i. auf der Polare, in C, Ton b'c <- 5'; also ist 8 zu £>' konjugiert 
in C. 

Ebenso, wenn 5, s' in einer Korrelation P konjugiert sind, 
so stützt jede axiale Korrelation, für welche sie die Axen 
sind, die P; und umgekehrt, wenn eine axiale Korrelation 
mit den Axen $, s' die Korrelation P stützt, so sind s, 8 in P 
konjugiert. 

Damit ist die Konjugiertheit Ton Punkten oder Geraden in einer 
Korrelation Spezialfall dayon geworden, daß eine Korrelation auf ihr 
ruht oder sie stützt. 

Und wie wir aus einem büschel- oder schar-linearen Systeme 
solche niedrigerer Stufe durch die Bedingung ausscheiden, daß ge- 
gebene Korrelationen auf Korrelationen des Systems ruhen oder sie 
stützen sollen, so auch durch die Bedingung, daß gegebene Punkte 
oder Geraden konjugiert seien. Für die Systeme der 2. und 3. Stufe 
wissen wir das sdion. 

In den schar-linearen Systemen, welche auf C ruhen, zählen solche 
zentralen Korrelationen, deren Zentren in konjugierten Punkten von C 
liegen, trotz der Unbestimmtheit, nur einfach; und (8, 8') repräsen- 
tiert die einzige Korrelation, welche auf dem büschel-linearen Systeme 
7. Stufe ruht, dessen Korrelationen die konjugierten Punkte 8, 8' 
gemeinsam sind. 
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Sie ist nur nnbestimmt als Mitglied eines büschel-linearen Systems^ 
nicht als Mitglied eines schar-linearen. 

Betrachten wir jetzt den andern Fall, daß eine zentrale Korre- 
lation C eine Korrelation V stützt. Es seien 8^ S' die Zentren von C 
und TT die charakteristische Projektiyität. Wir ziehen d beliebig; a 
hing^^n durch 5'; der Pol C von c' in C ist S, der Pol A von a' 
ein beliebiger Punkt des Strahls a, der dem a' in TT entspricht. Die 
Pole von a'j d in P seien A^yG^\ dann ziehen wir den Strahl h^SA^ 
und den entsprechenden V in TT. Jetzt haben wir das Dreiseit dVii\ 
der Pol der V in C ist jeder Punkt von h. Die Polare der Ecke 
a'V =^ 8' in C ist ganz beliebig; wir nehmen eine durch C^ gehende 
Gerade und dann als Pole Aj B von a'y V m C die Schnitte dieser 
Oerade mit a, 6. 

Weil vom Dreiecke A^B^C^y das zu a'Vc' in P polar ist, zwei 
Ecken C^ A^ auf den Seiten AB, BC des in C polaren Dreiecks 
GAB = 8 AB liegen und Apolarität zwischen C und P besteht, so 
muß B^ auf CA liegen. Da nun a, h die Pole jB^, Jl^ von Vy a in 
P enthalten, so sind sie ihnen in dieser Korrelation konjugiert. 

Wenn daher eine zentrale Korrelation C eine andere 
Korrelation P stützt und a, a' in der Projektivität TT, die zu 
jener gehört, entsprechend sind, so sind die beiden Strahlen 
Vy h aus den singulären Büscheln, welche zu ihnen in P kon- 
jugiert sind, wiederum in TT entsprechend. 

Und umgekehrt, geschieht dies einmal, so ist A^B^Ci dem 
ABC eingeschrieben, € stützt P, und die genannte Eigenschaft 
findet durchweg statt. 

Wenn eine axiale Korrelation P auf einer andern Korre- 
lation C ruht und Ay Ä in der charakteristischen Projek- 
tivität TT von P entsprechend sind, so gilt dies auch für die 
Punkte B'y B der Axen, welche jenen in C konjugiert sind. 

Wir betrachten das spezielle büschel-lineare System 4. Stufe (0040) 440 
mit vier gemeinsamen Paaren koigugierter Punkte: 

A^A^A^A^ 
B^B^B^B^ 

dasselbe enthält (Nr. 435) sechs unbestimmte axiale Korrelationen, 
die aber in dem büschel-linearen Systeme je nur als eine Korrelation 
zählen; Axen derselben sind A^A^y B^B^] . . .; A^A^, S^B^. 

Das schar-lineare System 3. Stufe, welches auf jenem Systeme 
ruht^ ruht auch auf diesen Korrelationen, also sind je die zusammen- 
gehörigen Axen in allen seinen Korrelationen konjugiert; da diese 
Axen aber „gegenüberliegende^^ Seiten der Vierecke sind, so sind diese 
fOr alle Korrelationen des zweiten Systems polar (Nr. 273). 
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Wir erhalten bo weitere interessante Beispiele apolar 
yerbundener Systeme: 

Das büschel-lineare System 4. Stufe der Korrelationen, 
für welche die entsprechenden Ücken zweier Vierecke kon- 
jugierty nnd das schar-lineare System 3. Stufe, für dessen 
Korrelationen diese Vierecke polar sind, 

und dual: 

das schar-lineare System 4. Stufe, für dessen Korre- 
lationen die entsprechenden Seiten zweier Vierseite kon- 
jugiert, nnd das büschel-lineare System 3. Stufe der Korre- 
lationen, für welche diese Vierseite polar sind. 

Sämtliche genannten Systeme sind speziell 

Es sei C eine Korrelation, in welcher: 

616,63 

polare Dreiseite sind. P ruhe auf C und habe a^ und 6^, o, und b^ 
zu konjugierten Geraden; die Konjugiertheit von a^ und 63 wird dann 
Yon selbst erfüllt. Denn durch jene zwei Konjugiertheiten wird aus dem 
schar-linearen Systeme 7. Sttde der auf C ruhenden Korrelationen 
eins Yon der 5. Stufe ausgeschieden. Andererseits haben wir das 
schar-lineare System 5. Stufe der Korrelationen, die auf allen Korre- 
lationen ruhen, für welche die Dreiseite polar sind. Sie haben 
die entsprechenden Seiten derselben zu konjugierten Geraden. Beide 
Systeme erfüllen aber die nämlichen drei linearen Bedingungen, das 
Buhen auf C xmd die Konjugiertheit von a^ und 6^, o, und 6|. Also 
sind sie identisch; P, zum ersten System gehörig, befindet sich im 
zweiten und o^, 63 sind deshalb konjugiert in ihr. Also: 

Wenn eine Korrelation P auf einer andern C ruht, welche 
die Dreiseite a^ct^a^^ ^i^t^s ^^ polaren hat, und a^ und 61, o, 
und 6, in P konjugiert sind, so sind es auch a^ und 63. 

Und wenn P, für welche Ä^Ä^Ä^, B^B^B^ polar sind, auf 
C ruht und in dieser Ä^ und B^^, Ä^ und B^ konjugiert sind, 
so sind es auch A^ und B^. 

Ebenso, wenn P auf einer C ruht, für welche o^xO^c^a^f 
6^61636^ polar sind, und a^ und 6^, o^ und 6,, a^ und 63 zu kon- 
jugierten Geraden hat, so sind es auch a^ und 6^. 

Wenn C die P stützt, für welche A^A^Ä^A^, B^B^B^B^ 
polar sind, und selbst A^ und B^, A^ und j^, A^ und B^ zu 
konjugierten Punkten hat, so sind es auch A^ und B^^\ 



1) Hier zeigt sich, daß „polare^' Vieiseite und Vierecke doch nicht un- 
begründet ist (Nr. 273). 
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Wir haben: Für eine Korrelation P; die anf allen oo^ Eorre- 441 
lationen C ruht, in denen A^ nnd By^y A^ und B^y Ä^ und B^ kon- 
jugiert sindy sind die Dreiecke A^Ä^A^y B^B^B^ polar. 

Für eine Korrelation F; die anf tälen oo^ Korrelationen C mht, 
in denen Ä^ nnd B^j Ä^ und B^^ A^ nnd B^y A^ nnd B^ konjugiert 
sind, sind die Vierecke A^A^A^A^y B^B^B^B^ polar. 

Dies führt zur Fortsetzung: 

Für eine Korrelation Vy die auf allen oo^ Korrelationen 
C ruht; in denen Al^ und B^^ A^ und B^y A^ und B^y A^^ und B^^y 
A^ und B^ konjugiert sind, nennen wir die beiden Fünfecke 
A^A^A^A^A^y Bj^B^B^B^B^ polar. Da in den C nicht bloß jene 
Punkte , sondern auch die beiden linear abhangigen Punkte A^ und 
B^ konjugiert sind, so geben die sechs Paare von Punkten fünf Paare 
Ton Fünfecken, die dann alle in bezug auf P polar genannt werden 
müssen, da ja das linear abhangige Paar mit jedem der andern yer- 
tauscht werden kann. Eine direktere Beziehung zweier solcher polaren 
Fünfecke zu P scheint nicht vorhanden. 

Es gilt noch der Satz: 

Wenn C die P stützt, für welche A^ » . , 4^, B^ , . , B^ polar 
sind, und A^ und B^y . . , A^ und B^ zu konjugierten Punkten 
hat, so sind es auch A^ und B^y 

sowie der duale. 

In dem büschel-linearen Systeme 7. Stufe, auf welchem eine ge- 
gebene Korrelation P ruht, haben wir alle linearen Systeme 3. Stufe 
aufzusuchen; jedes hat sechs linear abhängige Paare von gemeinsamen 
konjugierten Punkten und führt daher zu sechs Paaren polarer Fünf- 
ecke Yon P. Aus dem System 7. Stufe kann man die vier Konsti- 
tuenten auf cx)^*^ Weisen wählen, während andererseits jedes lineare 
System 3. Stufe auf cx)'*^ Weisen konstituiert werden kann; folglich 
gibt es in dem System 7. Stufe oo*®~** Systeme 3. Stufe. Dies be- 
weist, daß P (x>^* Paare polarer Fünfecke besitzt, von denen immer 
sechs zusammengehören. Da es <x>^ Paare von Fünfecken in den 
beiden Ebenen gibt, so ist es für zwei Fünfecke eine vierfache 
Bedingung, in einer gegebenen Korrelation polar zu sein. 
Und zu einem gegebenen Fünfeck-Paare gehört ein büschel-lineares 
System 3. Stufe, für dessen Korrelationen die entsprechenden Ecken 
konjugiert sind. Für jede der oo^ Korrelationen des auf ihm ruhenden 
schar-linearen Systems 4. Stufe sind die beiden Fünfecke polar; und 
es zeigt sich, daß es für eine Korrelation eine (8 — 4)-, also 
vierfache Bedingung, daß zwei gegebene Fünfecke in ihr 
polar sind. 

Ingleichen: Die Yielfachheit der Bedingung für zwei po- 
lare Vierecke (in beiderlei Sinne) ist fünf und bei zwei 
polaren Dreiecken sechs. 
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Wir definieren dual die Polarität Ton zwei Fünfseiten in einer 
Korrelation und haben irwei weitere Beispiele apolarer Systeme: 
das büschel-lineare System 3. Stufe der Korrelationen^ welche 
die entsprechenden Ecken zweier Fünfecke zu konjugierten 
Punkten haben, und das schar-lineare System 4. Stufe, für 
dessen Korrelationen diese Fünfecke polar sind; und die 
beiden dualen Systeme. Diesmal handelt es sich nicht um spe- 
zielle Systeme. 

442 Für eine Korrelation P seien zwei polare Dreiecke 
BBB ^^^^f ^ Dreiseite aufgefaßt, f*?? gegeben, wodurch sie 

1 Z o 1 S 8 

einem in sich dualen System 2. Stufe zugewiesen wird, sowie zwei 
zentrale Korrelationen, auf denen sie ruhen soll: Cq, Cq, 
wodurch sie Yollständig und eindeutig bestimmt ist. Die erstere 
habe die Zentren A^^ Bq und die Projektiyitat TTo; ziehen wir zunächst 
nur sie heran, so kommt P in eine gewisse Schar; wir wollen zu 
einer gegebenen Gerade a die in dieser gemeinsam konjugierte Grerade 
b konstruieren. Wir ziehen die Strahlen Bq{B^, B^y B^) und ihre 
entsprechenden in TTq und durch die Punkte, in denen diese die a 
schneiden, die Geraden Qi, C^, o, bzw. nach Ä^y A^, Ä^] die Ecken 
Yon a^Q^as seien 3(^, ^, ^. Dann ziehen wir ^(%i, St,) und ihre 
entsprechenden in TTo, welche bzw. mit h^, h^ geschnitten werden; die 
Verbindungslinie der beiden Schnittpunkte ist die gesuchte h. Denn 

ft & ft ft sind polare Vierseite in Cq, weil 

1 s o 

a^o, =- ?li und 6^6, OjOi — Ä, und 6,6, 
a^a und 6,65 « B^, a^a und 6,61 — B„ a^a und 6i6, «» B^ 

auf entsprechenden Strahlen von TTq liegen, also in Cq konjugiert sind 
und dies (Nr. 272) dann auch für aiQ^ — St^ und 636 gilt. Nun sind 
^1» ^1? ^7 ^tj ^f h ^^ 1" konjugiert, weil Oi, . . . durch die Pole A^, . . . 
yon 6^, . . . gehen, also sind auch a, 6 in P (oder yielmehr jeder Korre- 
lation der Schar) konjugiert. 

Wird nun C^' herangezogen, so sei b', welche der a in der neuen 
Schar konjugiert ist, konstruiert; dann ist 66' der Pol von a in 
der Korrelation P, die den beiden Scharen gemeinsam ist; und 
dieselbe ist in der elementaren Weise durch Tier Geraden (^, <h, o^f c^ 
und ihre Pole bestimmt. 

443 Ein Korrelationenbüschel ist durch sieben Paare gemein- 
sam konjugierter Punkte bestimmt; wir treten nun an die Auf- 
gabe heran, zu einem achten Punkte den gemeinsam konju- 
gierten Punkt zu konstruieren. Dazu mögen erst zwei Hilfs- 
sätze über acht solche gemeinsame Paare konjugierter Punkte eines 
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Korrelationenbüschels hergeleitet werden. Wir zerlegen sie in zwei 
Gruppen von drei und fünf Paaren: 

B^B^B^, B^B^B^BjB^. 

Die erste f&hrt zu einem (speziellen) büscheMinearen System 5. Stufe, 
die andere zu einem (allgemeinen) Ton der 3. Stufe; da sie den Eprre- 
lationenbüschel gemeinsam haben, so befinden sie sich in einem büschel- 
linearen System 7. Stufe (Nr. 438). Die beiden auf ihnen ruhenden 
sehar-linearen Systeme 2. und 4. Stufe haben daher die Korrelation 
und nur sie gemeinsam, welche auf dem Systeme 7. Stufe ruht. Für 
sie sind A^A^A^j B^B^B^ polare Dreiecke und A^. . . A^, B^, . , Bg 
polare Fünfecke. Also: 

Acht Paare gemeinsam konjugierter Punkte eines Korre- 
lationenbüschels haben die Eigenschaft, daß, wenn sie in 
zwei Gruppen Ton drei und fünf Paaren zerlegt werden, eine 
Korrelation existiert, in welcher sowohl die zugehörigen 
Dreiecke, als die zugehörigen Fünfecke polar sind. Und 
analoges gilt bei der Zerlegung in zwei Oruppen von je 
vier Paaren. 

In ähnlicher Weise ergeben sich folgende Sätze: 

Für sieben Paare gemeinsam konjugierter Punkte eines 
Korrelationennetzes, das ja durch sechs Paare bestimmt ist, gibt 
es bei jeder Zerlegung in vier und drei Paare einei Korre- 
lation, in welcher die beiden Vierecke und die beiden Drei- 
ecke polar sind. 

(Jnd endlich für die sechs gemeinsamen und linear- 
abhängigen Paare konjugierter Punkte eines Korrelationen- 
gebüsches, das durch fünf von ihnen bestimmt ist, gibt es, wenn 
sie in drei und drei Paare zerlegt werden, eine Korrelation, 
in der die einen und die andern Dreiecke polar sind. 

Die XJmkehrung kennen wir (Nr. 272). 

Dazu treten die dualen Sätze. 

Wir kommen auf die beiden apolaren Systeme zurück, von 444 
denen, wenn 

A^ A^ A^ A^A^ 

B^B^B^BJS^ 

vorliegen, das eine, büschel-linear 3. Stufe, die Korrelationen entlmlt, 
für welche A^ und B^^.,,A^ und B^ konjugiert sind, das andere, 
schar -linear 4. Stufe, diejenigen, für welche die beiden Fünfecke 
polar sind. Jede zentrale Korrelation des ersteren hat ihre 2^ntren, 

Aj B so, daß: 

A{A^^ . , . A^) 7\ B{B^y . . . B^. 
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Wir wissen (Nr. 228), daß hierdurch eine eindeutige Zuordnung der 
beiden Punktfelder festgelegt wird, und daß in allen den projektiven 
Büscheln entsprechende Strahlen nach den Punkten des linear ab- 
hangigen Paars Ä^B^ gehen. Jedem der zwölf Hauptpunkte korrespon- 
diert ein ganzer Kegelschnitt, je durch die fünf nicht homologen Punkte 
der andern Ebene, z. B. dem A^ der Kegelschnitt (B^B^B^B^B^). 

Ordnen wir dem Hauptpunkte einen dieser fELnf Punkte zu, so 
erhalten wir Zentren yon 30 oder, wenn wir Yon J^y Bq absehen, 20 
zentralen Korrelationen des dreistufigen Systems, die besonders brauch- 
bar sind; ihre charakteristische Projektiritat ist ja leicht anzugeben, 
z. B. für die mit den Zentren A^, B^ ist sie: 

Auf diesen Korrelationen ruhen diejenigen des andern Systems. 

Nunmehr seien sieben Paare gemeinsam konjugierter Punkte 
eines Korrelationenbüschels gegeben: 

/l| ^3La ... ^CLv 

jB| B^ . . . Bj ] 

wir wollen zu A^ den zugehörigen B^ haben. Wir fanden eben, es 
gibt eine Korrelation F, für welche A^A^A^y B^B^B^ polare Drei- 
ecke und A^, . . A^y B^. . ,B^ polare Fünfecke sind. Sie ruht auf 
dem büschel- linearen System 3. Stufe, für dessen Korrelationen A^ 
und -B4, . . . A^ und B^ konjugiert sind, und auf den ihm zugehörigen 
zentralen Korrelationen; unter den 20 haben wir solche, die von dem 
gesuchten B^ unabhängig sind, z. B. die beiden: 

^ (^, Jo, A) 7\B^{B^, B„ B,), Ä^ (^„ A^, A,) A B, (5„ B„ R,). 

Die Korrelation P können wir daher bestimmt ansehen durch die beiden 
polaren Dreiecke A^A^A^^ B^B^B^ und das Ruhen auf diesen zen- 
tralen Korrelationen. Wir haben gelernt, sie in einfacherer Weise zu 
bestimmen (Nr. 442), und nehmen an, daß das geschehen sei. 

Jetzt yervollstandigen wir die Projektivitaten von andern unserer 
zentralen Korrelationen yermittelst des Umstandes, daß sie die F 
stützen. 

Nehmen wir z. B. 

A, (A, A,,A^)7\ B^ (B,, Be, -B«); 

JBg ist noch nicht bekannt, also brauchen wir ein anderes drittes 
Paar. Suchen wir zn AjA^ und B^B^ die in F konjugierten Strahlen 
6, a, die zu den Büscheln B^, A^ gehören, so haben wir (Nr. 439) 
wiederum in der Projektiyitat entsprechende Strahlen und damit das 
notwendige dritte Paar S, 6. Nun kann zu A^A^ der entsprechende 
b konstruiert werden, der nach B^ geht. Und wiederholt man dies an 
einer andemzentralenProjektivitat, etwa: A^ (A^,A^,A^) A B^{B^yB^yB^\ 
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80 erhalt man eine zu b analoge Gerade V, und der Schnitt bV ist 
der gesuchte B^. 

Damit ist unsere Aufgabe von Nr. 443 gelöst und zwar 
Tollständig linear. 

Nachdem später erkannt sein wird^ daß jede quadratische Ver- 
wandtschaft zwischen zwei Punktfeldem die Beziehung der gemeinsam 
konjugierten Punkte eines Eorrelationenbüschels ist, haben wir dann 
mit unserer Lösung auch diejenige der Fundamental-Aufgabe 
der quadratischen Verwandtschaft. 

Zugleich ist nun auch die Aufgabe erledigt, deren Lösung 
wir in Nr. 421 in Schrot er scher Behandlung gegeben haben: 

Von einer Korrelation sind acht Paare konjugierter 
Punkte gegeben; es soll zu einem neunten Ä^ die zugehörige 
Polare 69 konstruiert werden. Wir bilden aus jenen acht Punkte- 
paaren zwei Gfruppen von sieben Paaren, denen dann zwei Eorre- 
lationenbüschel zugehören ; seien auf Grund der vorangehenden Auf- 
gabe zu Ä^ die beiden zugehörigen Punkte B^ imd B'^ konstruiert, 
so ist B^B\ die gesuchte Polare b^). 

Und umgekehrt, hat man die Lösung dieser Aufgabe, dann hat 
man auch die der früheren. Zu den sieben Punktepaaren fdgen wir 
zwei Punktepaare hinzu Ä^y B^'] Ä^'y Bg' und haben zweimal die 
jetzige Aufgabe: 

•^\ ... jcLj JoLg .^3^ . . . ^x<v ^Xg 

Bi . . . jBj Bg B^ • . . B^ Bg . 

Die Polaren zu Äg seien bg\ b^"] so ist b^bg' der gesuchte Bg. 

Konstruiert man bei sieben gegebenen Paaren den Kegelschnitt, 
welcher durch die den Punkten einer Gerade a konjugierten Punkte 
gebildet wird, bzw. fünf Punkte desselben, sehneidet ihn mit einer 
Gerade b in Bg, Bg und sucht dann wieder auf a zn Bg^ Bg die 
konjugierten Punkte Ag, Ag\ so hat man in 



B^ . . . B^ Bg 
die beiden Korrelationen 



B^ . . . B^ Bg 



(0071) 



■ijL, ... -^7 A 

Bi . . . Bj b 

Auf der obigen Aufgabe: Zu sieben Paaren konjugierter Punkte 445 
eines Korrelationenbüschels ein achtes Paar zu konstruieren, beruht 



1) Die obige LÖBiing, von mir etwas modifiziert, rührt von London (a. a. 0.) 
her. Gegenüber der Schrot ersehen Lösung, bei welcher von einfacheren Fällen 
ftUmählich zu schwierigeren emporgestiegen wird nnd bei der einfachere Mittel 
herangezogen werden, operiert diese Lösung mit dem schwierigeren Begriffe 
apolarer Korrelationen und bringt dadurch eine einfachere Konstruktion zustande. 
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die Konstruktion der Fläche 2. Grades aus neun Punkten 
Oy 0% C^...Gt, welche in allgemeiner Lage sich befinden. Der Büschel 
der Korrelationen zwischen den Bändeln 0, 0\ welche die Fläche er- 
zeugen, hat OCj, O'C^] . , . OC7, O'C^ zu konjugierten Strahlen, und 
weil diese sich schneiden, so tun es alle konjugierten Strahlen, die 
dem Büschel gemeinsam sind (Nr. 436), und diese Schnittpunkte er- 
zeugen die Fläche; wir sind auf Grund der obigen Aufgabe imstande, 
weitere konjugierte Strahlen oder ihre Spuren in einer festen Ebene 
zu konstruieren, und haben hier den Vorteil, daß, weil durchweg zwei 
konjugierte Strahlen mit 0(7 in einer Ebene liegen oder ihre Spuren 
mit derjenigen von 00' in einer Gerade, immer bloß einer von den 
Strahlen b, V notwendig ist 
Wenn 

•^1 • • ■ -^^^ 

ß^ . . . jDIj 

sieben Paare gemeinsam konjugierter Punkte für ein Korrelationennetz 
sind, gibt es eine Korrelation T, in der 

A^A^A^ A^A^A^Aj 

B^B^B^ B^Bj^B^Bj 

zugleich polare Dreiecke und polare Vierseite sind (Nr. 443). Dies 
führt zur Konstruktion von B^, wenn die andern Punkte bekannt 
sind. Die Korrelation P können wir uns (Nr. 273) bestimmt denken 
durch: 

AfA^, A^A^j A^Af, A^A^y A^Aj 

^it ^t; -ß«* ^b^Bf ^1^9 

sodaß die Signatur (0302) vorliegt, welche, wie die duale (3020) auf 
(4000), ebenso leicht auf (0400) zurückgeführt werden kann (Nr. 421). 
Es sind in ihr auch konjugiert A^A^ und B^B^, A^A^ und B^Bjj 
konstruieren wir also für sie die Pole von A^A^, ^4^> ^^ geben 
diese, bzw. mit B^, B^ yerbunden, zwei sich im gesuchten Punkte 
Bf schneidende Geraden. 

Sind also acht Punkte gegeben: 0, 0', Ci, . . . 0«, so sind 
in allen Korrelationen des Netzes, welches den Flächenbüschel 2. Ord- 
nung durch diese acht Punkte erzeugt, die Strahlen 00| und O^O^,... 
konjugiert Wir können nach dem Vorangehenden weitere gemein- 
same konjugierte Strahlen konstruieren, es liegen immer zwei zu- 
sammengehörige in einer Ebene durch 00\ was wiederum ein Kon- 
struktionsYorteil ist, und wir erhalteb durch die Schnitte die 
Grundkurye des Flächenbüschels. Die Strahlen bilden die beiden 
Kegel a^y h^ des Korrelationennetzes. 

Der Fall von sieben gegebenen Punkten, zu denen der achte 



Ein Büschel enthält eine Eoxrelation, die zn einer gegebenen »polu ist. 303 

assoziierte gesucht werden soll, ist, als der einfachste^ schon früher 
erledigt (Nr. 235). 

Es seien drei Korrelationen zwischen denselben Feldern Z^ Z' 446 
gegeben: C^, C^f P; es soll entschieden werden, wie viele Kori-elationen 
der Büschel SB— C^Q enthält, auf welchen P roht; was nur eine 
einfache Bedingung ist. Enthält der Büschel zwei Korrelationen, für 
welche das gilt^ dann gilt es fiir alle. Wir haben daher nur eine 
zn erwarten. 

Nehmen wir in Z' zwei Punkte X', y, die Polaren in Cj, Cj, 
P seien ^i; ^i; ^t? yt; ^^ y; diejenigen o;, y in den verschiedenen 
Korrelationen von 99 durchlaufen projektive Büschel um x^x^, ViVf 
Wenn nun ein Punkt Z' von Z' in P die Polare z und in einer Kor- 
relation von 93 die Polare » hat und diese Korrelation die gewünschte 
Eigenscbaftr besitzt, so kommt es darauf an, Z' so zu finden, daß 
xye dem xye eingeschrieben ist. Sehen wir noch von der Inzi- 
denz von b mit dem Punkte Sy ab, so werden wir für jede Korre- 
lation von 93 einen zugehörigen Punkt Z' finden, für den wenigstens 
die beiden Inzidenzen von x mit yz und von y mit zx erfüllt 
werden; es ist z die Verbindungslinie der Punkte xy und yx und 
Z' ihr Pol in P. Jene Punkte beschreiben auf y und x projek- 
tive Punktreihen*, also umhüllt z einen Kegelschnitt, welcher de und 
y berührt, und Z' beschreibt in Z' einen Kegelschnitt Ky der durch 
X' und T' geht. Diese krumme Punktreihe der Z' ist projektiv 
zum Büschel 83 und daher auch zum Büschel der Polaren eines 
festen Punktes in bezug auf die Korrelationen von 83; wir nehmen 
dazu den Punkt xy. Der Polarenbüschel schneidet in St' eine Invo- 
lution, welche zu der Reihe der Punkte Z' projektiv ist; die Korres- 
pondenz [1, 2] auf 9! 9 die wir so erhalten, hat drei Koinzidenzelemente. 
Zu diesen gehören die Punkte X\ Y\ Denn wir haben im Büschel 83 
eine Korrelation, für welche die Polare x von X' durch den Punkt 
Q^y geht und folglich die Polare von ^y durch X'\ wenn aber xy 
in xy fäUt, so kommt f, die Verbindungslinie von xy mit yx^ auf S^ 
zu liegen und Pol in P ist X\ Die dritte Koinzidenz Z' entspreche 
der Korrelation C von 83; weil die Polare von xy in ihr durch Z' 
geht, so geht diejenige z von Z' durch £y; und es wird auch die 
dritte Inzidenz erfüllt. 

In jedem Büschel von Korrelationen zwischen zwei 
Feldern gibt es eine Korrelation, welche eine gegebene Kor- 
relation P zwischen den nämlichen Feldern stützt. Sie ist 
dem Büschel mit dem büschel-linearen System 7. Stufe der Korre- 
lationen gemeinsam, welche P stützen. 

Daraus folgt, daß jedes büschel-lineare System <^' Stufe 
ein lineares System ($—1)^ Stufe von Korrelationen enthält, 
welche eine gegebene Korrelation stützen; mit jedem ihm 
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nicht angehörigen Büschel jenes Systems hat dieses eine Korrelation 
gemein. 

Das System i^ Stufe enthält^ allgemeiner, ein büschel- 
lineares System (i — k — 1)**" Stufe von Korrelationen, welche 
k+1 gegebene Korrelationen (k^i—1) und daher alle Kor- 
relationen des schar-linearen Systems k*^ Stufe stützen, 
welches jene konstituieren. Dies System (f — ä— 1)**' Stufe ist 
dem gegebenen i^' Stufe gemeinsam mit dem büschel-linearen Systeme 
(7 — Jfc)*^' Stufe, welches das System **•' Stufe stützt. 

Ebenso gibt es in jeder Schar von Korrelationen eine, 
welche auf einer gegebenen Korrelation (zwischen denselben 
Feldern) ruht. Usw. 
447 Wenn 8y S" in, einer Korrelation C konjugiert sind, so ruht jede 

der cx>' zentralen Korrelationen, welche diese Punkte zu Zehtren haben, 
auf ihr, und umgekehrt; ist etwa C eine axiale Korrelation mit 8, s^ 
als Azen, so muß von den Punkten 5, jS', weil sie koiyugiert sind, 
entweder 8 auf $ oder S' auf s' liegen (Nr. 400) ; und ist das der Fall, 
so ruht die zentrale Korrelation auf der axialen. 

Sind Sj S' konjugiert in allen Korrelationen eines büschel- linearen 
Systems i^' Stufe, so befindet sich die unbestimmte zentrale Korre- 
lation (S, 8') in dem schar-linearen Systeme (7 — t)*®' Stufe, welches 
auf jenem ruht. Die drei büschel-linearen Systeme 1., 2., 3. Stufe 
haben immer gemeinsam konjugierte Punkte und zwar cx>', oo\ eine 
endliche Anzahl 6, die höheren nur in speziellen Fällen. Folglich 
enthalten die schar-linearen Systeme 6., 5., 4. Stufe immer 
oo', cx>\ sechs unbestimmte zentrale Korrelationen, und im 
letzteren Falle bilden die Zentren sechs linear abhängige 
Paare. Aber wie in Nr. 439 gesagt, im schar-linearen Systeme zählt 
jede dieser Korrelationen nicht oo*-fach, sondern nur einfach. Ebenso 
haben die büschel-linearen Systeme 6., 5., 4. Stufe immer cx>', 
oo^, sechs unbestimmte axiale Korrelationen, und weil die 
einzelne Korrelation oo' Paare konjugierter Punkte oder Geraden hat, 
so besitzt das schar-, bzw. büschel-lineare System 7. Stufe 
oo' unbestimmte zentrale, bzw. axiale Korrelationen. Was 
in Nr. 435 für die speziellen büschel- oder schar-linearen Systeme 
4. Stufe mit vier gemeinsamen Paaren konjugierter Punkte oder 
Strahlen erkannt wurde, gilt auch für die allgemeinen derartigen 
Systeme, nur ergeben sich dort die Axen oder Zentren sehr einfach 
aus den gemeinsam konjugierten Elementen. 

Eine zentrale oder axiale Korrelation erhält in jeder 
Schar oder jedem Büschel eines Systems, zu welchem sie ge- 
hört, eine bestimmte Projektivität. Eine axiale Korrelation Cq 
z. B., welche zu einem bestimmten Büschel gehört, sei betrachtet, und 
C sei eine allgemeine Korrelation des Büschels. Wenn s, s' die Axen 
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von Cq siBdy 8o sind ihre Pole ®'; @ in C auch Pole in Cq und 
daher in allen Korrelationen des Büschels. Die durch @' gehende 
Polare eines Punktes H auf 8 in der Korrelation C treffe s' in %\ 
00 ist dieser der Pol Ton ®S(*, S( und V bewegen sich projektiv auf 
Sf s\ Das ist die der Cq zukommende Projektivi^i Denn die Polare 
eines beliebigen Punktes yon @SC in C geht durch W, diejenige in Cq 
ist s\ also ist S(' jenem Punkte in C und Cq koxyugiert, daher in allen 
Korrelationen des Büschels; oder SC hat iu allen die @2( und % in 
allen die @'0' zur Polare^ also auch in Cq] womit die obige Projek- 
tiyität als diejenige erkannt ist, die der Cq, insofern sie zu dem 
Büschel gehört, zukommt. Die beiden ebenfalls projektiven Büschel 
um @, & (bzw. perspektiy zu den Punktreihen s, $') bilden die ein- 
zige zentrale Korrelation im Büschel; die beiden andern haben sich 
in der axialen vereinigt. Eine axiale Korrelation ist. im all- 
gemeinen in einem Büschel nicht vorhanden; ist es aber 
der Fall, so nimmt sie zwei der zentralen in sich auf. 

§ 66. Apolarit&t von Polarfeldern. 

Wir wollen dem Spezialfälle des Polarfeldes noch einige Betrach- 448 
tungen widmen. Wenn C und T, welche apolar sind, beide Polar- 
felder sind, so fallt, wegen des involutorischen Charakters beider Yer- 
"«^andtschaften, der Unterschied der Felder weg; es existiert dann nur 
ein vierfach unendliches System von Dreiecken; jedem aus demselben 
sind in C und P zwei dem System ebenfalls angehörige Dreiecke 
polar, von denen das zweite dem ersten eingeschrieben ist. Dieses 
Tier&ch unendliche System hat mit dem dreifach unendlichen Systeme 
der Polardreiecke von P (weil es oo* Dreiecke in der Ebene gibt) 
ein einfach unendliches System gemeinsam. Gehört x'y'g' diesem 
System an, so ist das polare Dreieck X^Y^Z^ in F mit ihm identisch; 
dem in C polaren Dreiecke XYZ ist X^T^Z^^ x' y' z' eingeschrieben. 
Der Punkt X^^y'g hat zur Polare in C die YZ, auf welcher er 
liegt; also ist er ein Punkt der Basiskurve {C) von C, ebenso Y^y Z^. 
Unser Dreieck ist daher dieser Basiskurve (C) eingeschrieben und Polar- 
dreieck der andern (P), und solcher Dreicke gibt es cx>^ Und ebenso 
sind die <x>^ Polardreicke von C, welche sich in der vierfach unend- 
lichen Mannigfaltigkeit befinden, der (P) umgeschrieben. 

Wenn also von zwei Polarfeldern C und P derselben 
Ebene das erste das zweite stützt, d. h. wenn es ein Dreieck 
gibt, von welchem das nach P polare dem noch C polaren 
eingeschrieben ist, so gibt es cx>^ solche Dreiecke und unter 
ihnen 00^ Polardreiecke von P, welche dann der Basiskurve 
(C) ein-, und 00* Polardreiecke von C, welche der Basiskurve 
(P) umgeschrieben sind. Und jedes der 00^ Dreiecke und 

Sturm, Oeometr. Verwandtschaften. IL 20 
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sein polares in C haben die entsprechenden Seiten in P kon- 
jugiert, während das Dreieck und sein entsprechendes in F 
die Ecken in C konjugiert haben. 

Wenn umgekehrt ein Polardreieck x^sf Ton P vorhanden 
ist, das der Basiskurye (C) eingeschrieben ist, so seien die 
beiden in C und F polaren XYZ, X^ ^\Zi\ "^on ihnen ist das letztere 
mit x'y'z' identisch und zwar so, daß X^^^y' /,...; die Seiten des 
ersteren sind Tangenten yon (C) in den Ecken Ton x'tfe' und zwar 
berührt YZ in y'/, . . .; folgUch ist X^T^Z^ = x'y's' dem XYZ ein- 
geschrieben. C stützt T; es gibt cx>^ Dreiecke, für welche das 
in r polare dem in C polaren eingeschrieben ist, und, außer 
dem Dreiecke der Voraussetzung, cx>^ andere Polardreiecke Ton F, 
welche (C) eingeschrieben sind, und oo^ Polardreiecke yon C, 
welche (F) umgeschrieben sind, usw. 

Und ebenso kann man dayon ausgehen, daß ein Polar- 
dreieck yon C yorhanden ist mit der eben genannten Eigen- 
schaft, oder endlich auch dayon, daß einmal polare Dreiecke 
in C yorhanden sind, deren entsprechende Seiten in F, oder 
polare in F, deren entsprechende Ecken in C konjugiert sind. 

An diesem speziellen Falle zweier Polarfelder oder Kegelschnitte 
derselben Ebene ist die Apolaritat zuerst untersucht worden^). 

Es ist für die Eigenschaft, daß oo^ Polardreiecke yon F oder (F) 
dem (C) ein-, bzw. oo^ Polardreicke yon C oder (C) dem (F) um- 
geschrieben sind, auch der Ausdruck gebraucht worden (Smith), daß 
(F) dem (C) harmonisch eingeschrieben und (C) dem (F) har- 
monisch umgeschrieben ist. Wird (F) ein Punktepaar, so 
bedeutet jene Eigenschaft, daß seine Punkte in C oder in 
bezug auf {G) konjugiert sind; ist (C) ein Geradenpaar, so 
bedeutet diese Eigenschaft, daß seine Geraden in F oder in 
bezug auf (F) konjugiert sind. 

Zwei Geradenpaare, auf denen F ruht, bestimmen ein Polyiereck 
yon F; also ruht F auch auf jedem demselben umgeschriebenen E^el- 
schnitte (C), weil er dem Büschel der beiden Geradenpaare angehört. 
Wenn also (C) einem Polyiereck yon F umgeschrieben ist, so ruht 
F auf C Wenn (F) einem Polyierseit yon C umgeschrieben ist, 
wird F yon C gestützt. 

Zwei Polarfelder derselben Ebene konstituieren einen 
Büschel und eine Schar, welche aus lauter Polarfeldern be< 
stehen; denn die konjugierten Punkte oder Geraden eines Polarfeldes 



1) Smith, Proceed. London Math. Soc, Bd. 2, S. 86, Gollected Math. Papers, 
Bd. 1, S. 624; Rosanes, Math. Annalen, Bd. 6, S. 266; Reye, Geometrie der 
Lage, Abt. I, Anhang. 
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sind durchweg doppelt koiyagiert^ also sind die gemeinsamen kon- 
jugierten Punkte oder Geraden der beiden Polarfelder^ weil doppelt 
konjugiert ftbr sie, auch doppelt konjugiert f&r alle übrigen Korre- 
lationen des Büschels^ der Sohar^ und drei beliebige Paare unter ihnen 
(mit Verbindungslinien, die nicht in einem Punkt zusammenlaufen, 
oder Schnittpunkten, die nicht in einer Gerade liegen) lehren, daß der 
ganze Büschel, die ganze Schar aus Polarfeldem besteht. Daraus 
folgt wieder, daß ein büschel- oder schar-lineares System be- 
liebiger Stufe, dessen Konstituenten Polarfelder sind, nur 
aus solchen besteht. Da es nun in einer Ebene cx>^ Polarfelder 
gibt, so sind je ein büschel-lineares System t^' Stufe Ton 
Polarfeldern (Kegelschnitten) und ein schar-lineares System 
t**' Stufe, wo i + Ä — 4 ist, durch Apolarität verbunden. 
Ersteres ist in dem büschel- linearen System (7 — k)^^ Stufe enthalten, 
welches das schar-lineare System k*^^ Stufe stützt, und letzteres in 
dem schar-linearen System (7 — i)^^ Stufe, welches auf dem System 
i^ Stufe ruht. 

Es sei Ä ein Punkt der Basiskunre (C), also sich selbst konju- 
giert in C, so ruhen die imbestimmten zentralen Korrelationen F mit 
in A vereinigten Zentren auf C Diejenigen, deren charakteristische 
Projektivitat Involution ist, sind Polarfelder mit Geradenpaaren (den 
Doppelstrahlen) als Basen. Die Unbestimmtheit der Involution macht 
die Basis (F) nur als Punktgebilde oo^- deutig; als Geradengebilde ist 
sie eindeutig: der doppelte Strahlenbüschel um A. Sein Polarfeld 
ruht auf den Polarfeldem aller durch A gehenden Kegelschnitte, und 
jedem der schar-linearen Systeme 4. Stufe von Polarfeldem, die auf 
einem dieser Polarfelder mhen, gehört es einfach an. Dieser Spezial- 
fall veranschaulicht uns, daß eine zentrale Korrelation, deren Pro- 
jektivitat noch nicht bestimmt ist, nicht in jeder Beziehung unbe- 
stimmt ist, nur als Mitglied eines büschel-linearen Systems, nicht aber 
als Mitglied eines schar-linearen Systems (Nr. 439). 

Fünf Paare konjugierter Punkfce bestimmen ein Polarfeld (Kegel- 449 
schnitt); (060) - 1 (Nr. 422). 

Vier Paare konjugierter Punkte bestimmen einen Büschel 
von Polarfeldern (Kegelschnitten). Dieser Büschel subsumiert sich 
nnter den allgemeinen Fall eines Büschels von Korrelationen, als: 

A^A^A^A^B^B^B, 

B^B^B^B^A^A^A^ 

(Nr. 422). 

Die weiteren (»'gemeinsamen Paare konjugierter Punkte 
führen zu einer quadratischen Verwandtschaft, welche, wegen 
des involutorischen Charakters des Polarfeldes, . ebenfalls involu- 
torisch ist. Ein gemeinsamer Punkt von zwei Basiskurven ist sich 

20* 
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selbst konjugiert in den zugehörigen Polarfeldem, abo in allen des 
Büschels und daher anf allen Basiskurven gelegen. 

Der Büschel von Polarfeldem enthalt so viele zentrale ^ der 
Büschel Ton Kegelschnitten so viele GeradenpaarC; als es Punkte gibt, 
aus denen die vier gegebenen Punktepaare durch Strahlenpaare in 
Involution projiziert werden, also drei nach Nr. 230; was wir aber 
auch schon anderweitig erkannt haben. 

Der Fall des durch drei Paare konjugierter Punkte: 

bestimmten Netzes von Polarfeldern oder Kegelschnitten sub- 
sumiert sich unter den allgemeinen Fall: 

A^J^A^B^B^B^ 
B^B^B^A^A^A^ 

Hier haben wir zwei Kurven a', 6', welche in zwei Weisen in 
eindeutiger Beziehung ihrer Punkte stehen: die einen entsprechenden 
Punkte sind die Zentren der zentralen Korrelationen, die andern die 
gemeinsamen konjugierten Punkte. In unserm Falle haben sich zu- 
sammengehörige Zentren durchweg vereinigt; es liegt also nur eine 
Kurve c? vor, der Ort der Doppelpunkte der Geradenpaare 
des Kegelschnitt-Netzes, seine Jacobische Kurve, die Kurve 
(Nr. 225), aus deren Punkten die drei Punktepaare A^B^y 
Ä^B^j A^B^y sowie auch die Paare der weiteren gemeinsamen 
konjugierten Punkte — alle auf c* gelegen, — durch Strahlen- 
paare einer Involution projiziert werden. Die zweite ein- 
deutige Beziehung auf e>, die der gemeinsam konjugierten 
Punkte %y 93 aller Polarfelder des Netzes, ist hier aueh in- 
volutorisch. Weil eben die konjugierten Punkte S(, SB aus jedem 
Punkte der c* durch gepaarte Strahlen einer Involution projiziert 
werden, so müssen zwei solche Strahlen die ^ immer noch in einem 
zweiten Paare konjugierter Punkte treffen. Daher treffen, wenn 
H, S konjugiert sind und ebenso St', S', sowohl "üV und 3383', 
als a»', »»' sich auf der Kurve. Diese Punkte «o-C^^«'. S3830 
und a3o»(9(a3', SbW) sind, nach dem Satze von Hesse (Nr. 314), 
ebenfalls in allen Polarfeldern des Netzes konjugiert, also auf c* 
gelegen. 

Die beiden Involutionen um Sq, SSq haben die Eigenschaft, 
daß zu jedem Strahlenpaare ^(S(9', 93 SS') der einen ein Strahlen- 
paar 93o (ä 93', 93 %") der andern gehört, das dieselben Punktepaare projiziert ; 
also sind sie projektiv und zwar in halbperspektiver Lage, 
da 9o7 93o auch entsprechend, also SqSSq zu zwei entsprechenden 
Paaren gehört Die Kurve ist ihr Erzeugnis (Nr. 176). 
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Vereinigen wir W, 93' mit 9, 93, so zeigt sich, daß die Tangenten 
der c* in zwei konjugierten Punkten denselben dritten Schnitt 
(Tangentialpunkt) haben. 

Liegen wiederum yier Punktepaare vor, so haben die Kurven 

3. Ordnung, welche zu T*"^'"^* und ^ n*»* gehören, gemeinsam die 

sechs Punkte A^, J^y B^j ^, {A^Ä^j ^i^t) ^^^ i^t^t) -^1^9)9 ^^ 
drei übrigen Schnittpunkte sind die Zentren der zentialen Polarfelder 
im Büschel, oder die Punkte, aus denen die vier Paare durch eine 
Involution projiziert werden. 

Zwei Paare konjugierter Punkte ^ ^ bestimmen ein 

Gebüsche von Polarfeldern, in denen allen, nach Hesses Satz, 
auch (A^A^f S^B^) und (A^B^, -^lA) konjugiert sind. 

Zwei, drei, vier Polarfelder derselben Ebene haben cx>', 
00^, eine endliche Anzahl (3) von Paaren konjugierter Punkte 
gemein, die dann auch den durch sie konstituierten büschel- 
linearen Systemen 1., 2., 3. Stufe gemeinsam sind. Dagegen 
haben fünf Polarfelder und das durch sie konstituierte 
büschel-lineare System 4. Stufe von Polarfeldern im all- 
gemeinen keine gemeinsamen konjugierten Punkte. 

Ähnlich ergeben sich die dualen Sätze über schar-lineare Systeme 
von Polarfeldem und ihre gemeinsamen Paare von konjugierten Geraden. 

Auf einem büschel-linearen System 3. Stufe von Polar- 450 
feldern ruht ein schar-lineares System 1. Stufe, eine Kegel- 
schnitt-Schar. Die drei Paare konjugierter Punkte, welche 
jenen gemeinsam sind, sind (Nr. 449) die drei Punktepaare 
dieser Schar oder die Doppelpunkte der Involutionen der 
axialen Polarfelder (Nr. 404)deB Systems 1. Stufe. Und die drei 
gemeinsamen Paare konjugierter Geraden eines schar-linearen Systems 
3. Stufe sind die Geradenpaare des Kegelschnitt-Büschels, auf welchem 
es ruht. 

Ferner ruht auf einem büschel-linearen System 2. Stufe 
@ oder Netze von Polarfeldern oder Kegelschnitten ein 
schar-lineares System ebenfalls 2. Stufe @'. Die Punkte- 
paare dieses Systems & bilden die Paare der gemeinsamen 
konjugierten Punkte von @ und erzeugen eine Kurve 3. Ord« 
nung c*, die Jacobische Kurve dieses Systems @; sie möge, 
als Ort der Punktepaare des zweiten, die Gayleysche Kurve 
von @' heißen. Als Jacobische Kurve des © ist sie auch der Ort 
der Zentren der zentralen Polarfelder des Systems @ oder der Doppel- 
punkte seiner Geradenpaare. 

Diese Geradenpaare von @ bilden andererseits die ge- 
meinsamen Paare konjugierter Geraden von ®' und um- 
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hüllen eine Eurye 3. Klasse, c^^ welche die Jacobische Enrye 
Yon @' und die Gajleysche Enrye yon @ heißt. Als Jacobi- 
sche Eurye yon ®' ist sie auch der Ort der Axen der axialen Polar- 
felder dieses Systems oder der Doppellinien der Ponktepaare desselben. 

Jede Tangente yon c^ tnigt also die beiden Punkte eines Ponkte- 
paars yon @', konjugiert in bezug auf ®, also auf c^ gelegen; der 
dritte Schnitt ist der Doppelpunkt des Geradenpaars yon ®, zu 
welchem sie gehört. In jedem Punkte yon c* schneiden sich die 
beiden Geraden eines Paars aus @; konjugiert in bezug auf ©', also 
c^ tangierend; und die dritte Tangente ist die Doppellinie des Punkte- 
paars yon ®', zu welchem jener Punkt gehört. 

Leicht zu bestätigen sind diese Ergebnisse f&r das in sich 
duale System 2. Stufe der Polarfelder mit gemeinsamem 
Polardreiecke A. Als büschel-lineares System @ stützt es das 
schar-lineare System @' der Polarfelder, deren Basiskuryen dem A 
eingeschrieben sind; als schar -lineares ^^ ruht es auf dem büscheU 
linearen System ©^ der Polarfelder, deren Basiskuryen dem A um- 
geschrieben sind (Nr. 448). 

Für @ besteht die Jaco bische Eurye 3. Ordnung c^ aus den 
' drei Seiten yon A, jedoch derartig, daß im allgemeinen nur die Ecken 
Doppelpunkte yon Geradenpaaren des Netzes sind und die Seiten sich 
nur dadurch ergeben, daß sie — mit lauter Doppelpunkten erfUlte — 
Geradenpaare mit yereinigten Geraden darstellen. Jede Ecke yon A 
trägt eine Inyolution yon Geradenpaaren des Netzes; die drei Büschel 
um die Ecken stellen also die Gayleysche Eurye 3. Elasse yon @ 
dar. Dieselben Euryen ergeben sich bei @x; aber in anderer Weise; 
dessen Geradenpaare zerfallen in eine Seite yon A und eine Gerade 
durch die Gegenecke. Für @/ und @' aber ist es umgekehrt: die 
drei Büschel um die Ecken bilden die Jacobische Eurye 3. Erlasse 
und die Seiten die Gayleysche Eurye 3. Ordnung. 

Femer bei @ ist einem Punkte einer Seite yon A die Gegen- 
ecke konjugiert; so entstehen die Jacobische Eurye und die Gayley- 
sche als Ort solcher Punkte, welche konjugierte Punkte haben, und 
der Verbindungslinien dieser Punkte. 

Bei @i hingegen ist einem Punkte einer Seite yon A ein anderer 
Punkt derselben konjugiert; die drei Seiten bilden die Jacobische 
Eurye. Dabei bleibt je die Verbindungslinie fest, imd die Büschel um 
die Ecken yon A ergeben sich als Gayleysche Eurye, indem jede 
Ecke sich selbst konjugiert und die Verbindungslinie unbestimmt ist. 
451 Das System aller cx>^ Polarfelder einer Ebene ist in sich dual, 

sowohl büBchel-, als schar-linear. Das schar-lrneare System 2. Stufe 
der Eorrelationen, die auf ihm ruhen, und das büschel-lineare der- 
jenigen, welche es stützen, sind sehr spezieller Art. Jenes besteht 
aus allen axialen Eorrelationen mit yereinigten Axen, deren charak- 
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teristische ProjekÜTitat die Identität ist^ dieses aus den ähnlich be- 
schaffenen zentralen Korrelationen^). 

In der Tat, es sei $ ein Polarfeld und S( eine jener axialen 
Korrelationen; wenn dann a'Vi! ein Polardreiseit Ton $ ist^ so ist 
das in ?ß polare Dreieck ABC^aVc\ die Pole aber von a', Vj d 
in SC sind die Punkte auf der Axe, durch welche sie gehen; polar 
ist also ein ausgeartetes Dreieck A^B^C^ (mit Ecken, die in einer 
Gerade liegen), das dem ABC eingeschrieben ist. 

Für ein Polarfeld ^ seien die beiden Dreiseite aiO^Ot^y W\ 
polar; es gehört dann zu dem büschel-linearen Systeme 2. Stufe Ton 
Korrelationen, ftlr die das auch gilt. Das darauf ruhende schar- 
lineare System 5. Stufe der Korrelationen, in denen a^ und h^y a^ 
und l^y o, und \ konjugiert sind, und das schar-lineare System 
2. Stufe der eben beschriebenen axialen Korrelationen SU werden um- 
faßt von dem schar -linearen Systeme 7. Stufe der auf $ ruhenden 
Korrelationen und haben deshalb eine Korrelation gemein, also eine ^, 
in der a^ und &i, . . . konjugiert sind, d. h. auf deren Axe sie sich 
schneiden. Damit sind diC^a^y ^i^a^s; ^^^^ polare Dreiseite eines 
Polarfeldes, von neuem als perspektiv erkannt (Nr. 314). 

Für zwei polare Vierseite des $ erhalten wir dagegen nicht ein 
entsprechendes Ergebnis, denn den beiden Systemen 4. und 2. Stufe, 
mit denen wir dann zu tun haben, ist keine Korrelation gemeinsam. 

Wir wenden uns nun zu der schon in Nr. 423 Torgenommenen 452 
Au^be, das durch fünf Paare konjugierter Punkte eindeutig 
bestimmte Polarfeld (050) zu yeryollständigen, zu jedem 
Punkte die Polare zu konstruieren, um sie jetzt unter Benutzung 
Ton Apolaritäts-Eigenschaften zu behandeln. 

Auch diese Aufgabe kann, ähnlich wie in Nr. 444, auf die andere 
zurückgefQfart werden: 

' . Ä A AmA 

Wenn rier Paare von konjugierten Punkten jj^^j'^jj* ge- 

geben sind, zu einem Punkte A^ den B^ zvl konstruieren, der 
ihm in dem Büschel (0040) von Polarfeldern, den jene be- 
stimmen, gemeinsam konjugiert ist. 

Für solche fünf Paare, gemeinsam konjugiert in allen Polarfeldem 
eines Büschels 83, gilt wiederum folgendes. In zwei Gruppen von je 
zwei und drei Paaren geteilt: 

Ai A^ -4.J A^ A^ 

liefern sie ein Gebüsche und ein Netz von Polarfeldem, denen S3 ge- 
meinsam ist. Daher befinden diese sich in einem büschel-linearen 



1) Rosanes, Jonmal f. Math., Bd. 88, S. 247. 
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System 4. Stufe; das durch alle Büschel entsteht ^ welche die Polar- 
felder des Gebüsches mit einem solchen aus dem Netze yerbinden, 
das nicht zu 93 gehört. 

Für alle Polarfelder des Gebüsches sind auch konjugiert die 

Pxmkte Äf^ = (^^3f ^1^9) ^^^ ^0 — (A^ä; -^1-^)- ^^ i""^ ^^^^ 
eine Schar^ zu welcher (Nr. 448) A^B^y A^^tJ -^0-^0 ^^ Punktepaare 
gehören; folglich bilden die drei Geraden s^'^A^B^y s^y s^ das ge- 
meinsame Polardreiseit derselben. 

Auf dem Netze ruht ein schar-lineares System 2. Stufe von Polar- 
feldem^ welches mit dieser Schar das Polarfeld T gemeinsam hat, das 
auf jenem büschel- linearen Systeme 4. Stufe ruht. Für T ist s^s^s^^ 
ein Polardreiseit; es handelt sich darum, es weiterhin möglichst ein- 
fach zu bestimmen. 

r ruht, dem schar-linearen Systeme 2. Stufe angehörend, auf den 
zentralen Polarfeldem des Netzes. Die Zentren derselben erfüllen 
eine Kurve 3. Ordnung c', welche durch die sechs Punkte der drei 
Paare geht; und es sind diejenigen zentralen Polarfelder, deren Zentren 
in Ä^y B^y Ä^y B^y Ä^ fallcu, besonders geeignet, yor allem das mit 
dem Zentrum Ä^y weil seine Involution ^5(^9, B^\ Ä^, B^ vom ge- 
suchten B^ unabhängig ist 

Nun gilt (Nr. 439) für jedes der T stützenden zentralen Polar- 
felder, daß die Strahlen durch das Zentrum, welche in T zu zwei 
Strahlen konjugiert sind, die in der charakteristischen Involution ein 
Paar bilden, gleichfalls ein Paar bilden, und daß umgekehrt, wenn 
dies einmal der Fall ist, P auf dem zentralen Polarfelde ruht. 

r ist dasjenige Polarfeld aus der obigen Schar, das auf dem zen- 
tralen Polarf^de mit der Involution Ä^{A^y B^\ A^y B^ ruht. Sei 
nun äy b ein Paar dieser Involution, so gibt es in der Schar ein 
Polarfeld T, in welchem ä, b konjugiert sind. Ebenso legt ein be- 
liebiger Strahl a des Büschels A^ ein Polarfeld in der Schar fest, 
in dem er zu ä konjugiert ist; und in demselben Polarfelde sei b aus 
dem Büschel A^ zu b konjugiert; a ergibt sich ebenso aus b. Folg- 
lich bewegen sich a und b projektiv; die Projektivität legen wir fest 
durch S, äy die bei P sich ergeben, und zwei Paare, zu denen wir am 
besten zwei axiale Polarfelder der Schar benutzen; z. B. (A^y B^ 
liefert uns a^, ftj, welche bzw. von ä, 5 durch A^y B^ harmonisch 
getrennt werden. Sie besitzt zwei Paare entsprechender Strahlen, 
welche auch in der Involution gepaart sind; das eine ist &, ä; das 
andere, welches nach Nr. 209 linear konstruierbar ist, bestehe aus 
a'y b\ Für r sind also ä und a'y b und V konjugiert; und T ist 
durch das Polardreiseit s^s^s^ und die Involution (ä, a'; by b') kon- 
jugierter Strahlen festgelegt. Diese Bestimmung kann auf diejenige 
durch zwei Involutionen konjugierter Punkte oder Strahlen, deren 
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Trager selbst konjugiert sind^ zurückgefiihrt werden (Nr. 320); und 
da ist ja leicht zu jedem Elemente das polare zu konstruieren. 

Ist nun r so bestimmt, so nehme man eins der vier übrigen 
bequemen zentralen Polarfelder, auf denen T ruht, etwa das mit dem 
Zentrum A^^ verschafiFt sich zu dem bekannten Paare A^{Ä^, B^ ein 
zweites in den beiden Strahlen, die diesen in P konjugiert sind, und 
konstruiert den Strahl, welcher in der so bestimmten Involution dem 
A^As, gepaart ist; er mu£ durch B^ gehen. Wiederholt man dies 
bei einem andern der vier Punkte, so erhält man einen zweiten Strahl 
för B5. 

Dieser Punkt B^ ist linear konstruiert. 

Liegt nun die ursprüngliche Aufgabe Tor mit fünf gegebenen 
Paaren konjugierter Punkte: 

A^ A^ A^ A^A^ 

B^B^B^B^B^ 



(0050) 



80 werden zu -4^ in j} * ^ * und -^^^ J die konjugierten 



B^B^B^B^ 



B^B^B^Bi 



Punkte B^\ B^' konstruiert; ihre Verbindungslinie ist die Polare h^ 
von A^ in (0060). 

Mit Hilfe der gewonnenen Sätze können wir nochmals (Nr. 324) 453 
das interessante Polarfeld nachweisen, das durch den Bündel 
kubischer Baumkurven, welche durch fünf Punkte gehen, in 
einer Ebene a hervorgerufen wird. Die drei Schnitte jeder 
Kurve des Bündels mit der Ebene bilden je ein Polardreieck dieses 
Polarfeldes, oder, anders gesagt, jede Gerade der Ebene hat zum Pole 
in demselben den dritten Schnitt derjenigen kubischen Baumkurve 
des Bündels, für welche sie Doppelsekante ist (Nr. 206). In der Tat, 
die Flächen 2. Grades, welche durch die fünf Punkte gehen, bilden ein 
büschel-lineares System 4. Stufe und schneiden in die Ebene a ein 
eben solches System von Kegelschnitten ein; also gibt es einen Kegel- 
schnitt r,^ (oder ein Polarfeld), der auf allen Kegelschnitten dieses 
Systems ruhi Die Flächen des Systems, welche durch eine Gerade a 
der Ebene und die Bündelkurve gehen, für die sie Doppelsekante ist, 
bilden einen Büschel; sie schneiden Geradenpaare ein, von denen die 
eine die a ist, während die anderen durch den dritten Schnitt der 
Baumkurve gehen; da diese Geraden zu jener in bezug auf V^ kon- 
jugiert sind, so ist dieser dritte Schnitt der Pol von a. 

Jede Ebene durch drei von den fünf Punkten bildet mit einer 
durch die beiden übrigen ein Ebenenpaar des Flächensystems; also 
sind ihre Schnittlinien mit a konjugiert in bezug auf V^. Daraus 
folgt, daß in bezug auf r^^ die Spuren jeder Verbindungslinie von 
zweien der fünf Punkte und der Verbindungsebene der übrigen Pol 
und Polare sind. Das Polarfeld ist das in Nr. 322 gefundene. 
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Der Kegelschnitt r^^ ist Ort der Berührungspunkte der 
Ebene mit Kurven des Bündels^)^ und der dritte Schnitt einer 
solchen Kurve liegt immer auf der Tangente von f,^ im Berührungs- 
punkte; von welcher die Tangente der Baumkurre im allgemeinen 
verschieden ist. 

In der Tangente von fg^ haben sich die beiden vom dritten 
Punkte ausgehenden Seiten des Polardreiecks vereinigt; sie sind Kanten 
des aus ihm die Kurve projizierenden Kegels. 

Die Tangenten des f,^ sind Kanten^ längs deren die 
Ebene a von durch die fünf Punkte gehenden Kegeln 2. Grades 
berührt wird. 

Wenn wir nun die kubischen Raumkurven unseres Bündels be- 
trachten^ welche eine gegebene Gerade ä treffen, so hat jede von ihnen 
mit einer durch ä gehenden Ebene a noch zwei Punkte gemein; deren 
Verbindungslinie ist die Polare des auf ä gelegenen Schnittpunktes 
in bezug auf den f,^ in o, geht daher durch den Pol Ä von a; und 
umgekehrt jeder Strahl in a durch Ä als Doppelsekante führt zu 
einer Kurve des Bündels, welche ä trifft. Somit sind unsere die ä 
treffenden Kurven des Bündels diejenigen, welche die Strahlen des 
Büschels (Ä, a) zu Doppelsekanten haben. Nun gibt es eine Kurve 
im Bündel, für welche ä Doppelsekante ist; ihr dritter Schnitt ist Ä, 
und diese Kurve ergibt sich bei ihren beiden durch Ä gehenden 
Doppelsekanten. Wir sehen, wie durch die Schnitte der Kurven mit 
ihren zu (Ä, a) gehörigen Doppelsekanten eine Kurve 4. Ordnung 
entsteht, für die Ä Doppelpunkt ist; also ist die Flache dieser Kurven 
5. Ordnung, da ä ihr einfach angehört. 

Wir können diese Flache durch zwei Kegelbüschel 2. Ordnung 
erzeugen. Zu jedem Strahle a von (J[, a), der Doppebekante werden 
soll, haben wir im Kegelbüschel Ä^(Äi, A^, A^, Ä^ den Kegel zu 
konstruieren, dessen Kanten das Doppelverhältnis a(^^, A^, A^, A^ 
umfassen, und im Büschel ^^(J^, A^y A^, A^) denjenigen, dessen 
Kanten das Doppelverhältnis a^A^, A^j A^y A^) umfMsen. Diese 
beiden Kegel schneiden sich in der kubischen Raumkurve, welche 
durch A^y...A^ geht und die a zweimal trifft^ außer in ^4^ (Nr. 224). 
Jedem Kegel des ersten Büschels sind zwei Strahlen a aus (J[, a) 
zugeordnet, diejenigen des tetraedralen Komplexes, welcher zum Tetra- 
eder A^A^A^A^ gehört und den Kegel enthält; jedem dieser Strahlen 
ist ein Kegel im zweiten Büschel zugeordnet; und ebenso umgekehrt. 
Es entsteht daher zwischen den beiden Kegelbüscheln eine Korrespon- 
denz [2, 2] und auf einer Gerade eine Korrespondenz [4, 4]; also ist 
das Erzeugnis eine Fläche 8. Ordnung; aber die beiden Ebenenpaare 



1) Den Komplex dieser Berührungs-Eegelschnitte hat Humbert, Journal 
de TEcole polytechnique, Heft 64, untersucht. 



Dei Büschel knbischei EaumkxirTen durch fünf Punkte. 315 

A^(Äj^A^, Ä^Ä^ und A^{A^A^y -^s-^s) sind entsprechend, beide dem 
Strahle des Büschels (Ä, d) zugeordnet^ welcher die Verbindungslinie 
A^A^ trifft; folglich gehört die gemeinsame Ebene A^A^A^ und ebenso 
A^A^(A^, A^) zum Erzeugnisse; xmd das eigentliche Erzeugnis ist 
eine Fläche 5. Ordnung. 

Die kubischen Raumkurven, welche durch fünf gegebene 
Punkte Aiy.,.A^ gehen und eine gegebene Gerade ä treffen, 
erzeugen eine Fläche 5. Ordnung, auf welcher ä einfach und 
diejenige Raumkurye des Bündels, welche ä zweimal trifft, 
doppelt ist. 

Die zehn Verbindungslinien der fünf Punkte befinden sich auf 
der Fläche, weil sie zu zerfallenden erzeugenden Kurven gehören. 

Alle Kurven des Bündels, welche eine durch A^ gehende Gerade 
a treffen, erfüllen den Kegel 2. Grades A^{Ai, A^^ A^, A^, a), und 
durch einen beliebigen Punkt desselben geht eine; die beiden, welche 
durch die Schnitte mit ä gehen, treffen a in den beiden Punkten, 
welche diese Gerade mit der Fläche 5. Ordnung, außer dem Punkte A^, 
gemein hat. Daraus folgt, daß auf der Fläche 5. Ordnung die 
fünf Punkte A^, . . . -^g dreifach sind^). 

Die Doppelsekanten dieser a treffenden kubischen Baum- 
kurven des Bündels bilden einen Komplex 5. Grades. Denn 
diejenigen Kurven des Bündels, welche die Strahlen eines Büschels 
zu Doppelsekanten haben, erzeugen eine Fläche 5. Ordnung, und fünf 
von ihnen treffen daher a; so daß im Büschel fünf Strahlen des 
Komplexes liegen. Die Komplexkurve 5. Klasse in jeder Ebene a 
durch ä besteht aus dem Büschel um Ä und der Kurve 4. Klasse, 
welche in dem oben beschriebenen Polarfeld (in bezug auf r^^) zu 
der in a gelegenen Kurve 4. Ordnung, die der Fläche 5. Ordnung 
angehört, polar ist. 

§ 67. Lineare Systeme von Eollineationen zwischen denselben Feldern. 

Wie schon die Ausartungen, so sind auch die beiden Arten von 454 
linearen Systemen von Kollineationen zwischen zwei Feldern nicht 
wesentlich verschieden, sondern gehen durch die Yertauschung der 
beiden Felder ineinander über. 

Wir haben uns schon entschlossen (Nr. 427), das Wort konju- 
giert auch bei der KoUineation anzuwenden. Zu einem Punkt A 
des ersten Feldes ist eine Gerade a im zweiten konjugiert, wenn sie 
durch den entsprechenden Punkt A' geht und daher ihre entsprechende 



1) Reye, Zeitschrift far Mathematik und Physik, Jahrgang 18, S. 626; 
Sturm, Jonmal f. Math., Bd. 79, S. 99; Math. Annalen, Bd. 10, S. 124 (sowie 
auch Bd. 6, S. 622). 
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a durch Ä. Es empfiehlt sich, den yon Clebsch^) herrührenden 
Begriff des Konnexes einzuführen. 

Mit jeder Eollineation sind zwei lineare Konnexe ver- 
bunden: in dem einen (A, a) werden jedem Punkt Ä des 
ersten Feldes alle oo^ konjugierten Geraden a des zweiten 
und jeder a alle oo^ konjugierten Punkte Ä zugeordnet; im 
andern (a, A) gehören die Geraden zum ersten und die Punkte 
zum zweiten Felde. Man kann auch bei der Korrelation die dual 
umgestalteten Konnexe definieren, den Konnex {A, A) der konjugierten 
Punkte und denjenigen (a, a) der konjugierten Geraden. 

Wir haben nun also zwei lineare Systeme yon Kollinea- 
tionen, die Systeme {Aj a') und (a, Ä)j welche aus den büschel- 
linearen Systemen {Aj A') und den schar-linearen Systemen (a^ a) 
Yon Korrelationen durch Dualisierung des einen Feldes sich ergeben. 
Es genüge zunächst, die einen zu betrachten. 

Die zu zwei Kollineationen gehörigen Konnexe {Ay oT) 
haben eine Koinzidenz^ gemein, in welcher jedem A die 
einzige Gerade a zugeordnet ist, welche die beiden ent- 
sprechenden Punkte yerbindet, die gemeinsam konjugierte 
Gerade, und jeder Gerade a' der Schnittpunkt der beiden 
entsprechenden Geraden, der gemeinsam konjugierte Punkt. 
Diese Koinzidenz befindet sich in den linearen Konnexen 
{Ay a') aller Kollineationen des linearen Systems {Ay oT) 
1. Stufe, für welches jedoch der Name „Büschel^ besser yermieden wird, 
da „Schar^^ genau ebenso berechtigt ist. 

Sieben Paare {A, a') legen das System eindeutig fest; und die 
zugeordneten Elemente JL, a' bilden eine quadratische Verwandtschaft 
zwischen den Punkten des ersten und den Geraden des zweiten Feldes; 
yon ihr ist die Verwandtschaft (a, A') yerschieden. 

Die Dualisierung des zweiten Feldes lehrt weiter: 

Bei einem linearen System 2. Stufe yon Kollineationen erzeugen 
die Punkte A der allen gemeinsamen Paare konjugierter Elemente A 
und a' eine Kurye 3. Ordnung, die a eine Kurye 3. Klasse; sechs 
solche Paare legen das System eindeutig fest. 

Den Kollineationen eines linearen Systems 3. Stufe sind sechs 
Paare {Ay a") gemeinsam, yon denen fünf, die das System eindeutig 
festlegen, das sechste bestimmen (Satz yon* C leb seh, Nr. 434). 

Wenn eine Kollineation allgemein ist, so yertritt jeder 
der beiden Konnexe sie; er bestimmt sie und den andern 
Konnex. Nehmen wir aber an, daß eine ausgeartete Kollineation 



1) Math. Annalen, Bd. 6, 8. 203. 

2) Ein auch yon Glebsch herrührender Name, also mit wesentlich anderer 
Bedeutung, als dies Wort sonst hat. 
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Torliege, welche im ersten Felde die singulare Gerade s, im zweiten 
den singularen Punkt 8' hat. Weil in ihr jedem beliebigen Punkte 
A der S' entspricht, einem auf s gelegenen Punkte aber jeder be- 
liebige Punkt eines bestimmten Strahles durch S\ so ist im Konnexe 
{Ay a) einem beliebigen Punkte A jeder beliebige Strahl a' durch S'j 
einem auf s gelegenen A jeder beliebige Strahl a' zugeordnet; d. h. 
Yon jedem Elementenpaare {A^ a') des Konnexes inzidiert das eine 
mit dem singularen Elemente, das andere ist ganz beliebig. Damit 
wissen wir über die Kollineation nur, daß sie 8 und S' zu singularen 
Elementen hat, nichts über die charakteristische Projektivitat. Im 
andern Konnexe (a, A) ist einer beliebigen Gerade a jeder beliebige 
Punkt A' einer bestimmten Gerade durch 8' zugeordnet, und diese 
Gerade bleibt, wenn jene sich um ihren Schnitt mit s dreht, der 
ihr in der Projektivitöt zwischen $ und 8' entspricht. Aus diesem 
Konnexe können wir also nicht bloß die singularen Elemente, sondern 
auch die Projektivitat entnehmen; er bestimmt die ausgeartete Kolli- 
neation Tollstandig. 

Daher ist nur derjenige von den beiden Konnexen zur 
Bestimmung der ausgearteten Kollineation geeignet, bei 
dem es sich um Punkte und Geraden handelt, die je in dem- 
selben Felde liegen, wie der singulare Punkt, bzw. die singu- 
lare Gerade. 

Es seien wieder die Korrelationen C und P apolar, so daß C die 455 
r stützt, und wir jene als {Ay J.')- Konnex oder -Korrelation, diese 
als (a, a^- Korrelation ansehen; und x'yz sei ein Dreieck aus der 
Tierfach unendlichen Mannig&ltigkeit des zweiten Feldes, XTZ, 
X^T^Z^ die beiden nach C, F polaren Dreiecke, von denen X^Y^Z^ 
dem XYZ eingeschrieben ist. Wir dualisieren das zweite Feld; C 
wird eine {A, a^- Kollineation, P eine (a, -4') -Kollineation; x'y'/ geht 
in ein Dreieck X'Y'Z' über, welchem XYZ, X^Y^Z^ entsprechen, 
natürlich in derselben Lage wie vorhin. 

Einem Dreieck XYZ des ersten Feldes aus dessen Mannigfaltig- 
keit entsprechen in den Korrelationen x'y'z\ x^y^s^, von denen letzteres 
dem ersteren eingeschrieben ist. Die Dualisierung verwandelt diese 
in zwei Dreiecke X'Y* Z\ X^Y^Z^', von denen nunmehr ersteres 
dem letzteren eingeschrieben ist. 

Ist also eine (A^ a')-Kollineation C zu einer (a, ii^-Kolli- 
neation P apolar, so enthalt das zweite Feld oo^ Dreiecke, 
welchen in C und P Dreiecke entsprechen, von denen das 
zweite dem ersten eingeschrieben ist; und das erste Feld 
enthält oo^ Dreiecke, denen in C und P Dreiecke entsprechen, 
von denen jetzt das erste dem zweiten eingeschrieben ist. 
Diese entsprechenden Dreiecke gehören immer zur vierfach 
unendlichen Mannigfaltigkeit ihres Feldes. 
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Sind im beeondem bei C die Felder in derselben Ebene gelten 
nnd ist P die Identität^ so bedeutet die Apolaritat Ton C mit T, daß 
C eine Kollineation in eingeschriebener Dreieckslage ist 

Ein lineares System Ton {A^ J.")- Korrelationen i^ Stufe und das 
lineare System von (a, a')-Eorrdationen (7 — %f" Stufe, das auf ihm 
ruht^ liegen vor; wir dualisieren wiederum das zweite Feld and erhalten 
ein lineares System Ton {A^ a')-Eollineationen i^ Stufe und 
das lineare System von (a, J.')-Kollineationen (7 — ♦)*•' Stufa^ 
das zu ihm apolar ist. 

Hier, wo die beiden Systemarten nur in der Zugehörigkeit der 
Elemente zu den Feldern sich unterscheiden, liegt kein Ghrund vor, 
einen Unterschied zu machen und das eine System als das stützende^ 
das andere als das ruhende zu bezeichnen. 

Gemeinsame Elementenpaare Aj a des ersteren Systems, 
wenn es solche hat, sind singulare Elemente ausgearteter 
EoUineationen des zweiten, und ebenso gemeinsame Ele- 
mentenpaare a, A' des zweiten singulare Elemente ausge- 
arteter EoUineationen des ersten. Diese EoUineationen zählen 
für oo', weil die Projektivität yöUig unbestimmt ist. 

So besitzt ein lineares System Ton (^ a')-Eollineationen 
4. Stufe sechs ausgeartete EoUineationen («, jS'), d.h. mit der 
singulären Grerade in Z, dem singulären Punkt in Z'; weil das 
apolare System 3. Stufe von (a, J.')- EoUineationen so yiele gemein- 
same Paare konjugierter Elemente a, A' hat. 

Man kann auch sagen: Das lineare System 4. Stufe yon (J., ay- 
Eonnexen enthält sechs ausgeartete Eonnexe ($, S')y wie sie oben 
beschrieben sind. 

WeU diese gemeinsamen Paare (a, A') des Systems 3. Stufe sechs 
linear-abhängige Elementenpaare sind, so sind es auch die Paare der 
singalären Elemente der ausgearteten EoUineationen (s, 8') im Systeme 
4. Stufe. 

Diese Zahl 6, die wir jetzt gefanden haben, läßt sich in Zu- 
sammenhang bringen mit der Zahl 6 der Homologien in 
einem linearen Systeme (0050) (oder (0005)) von ebenen EoUi- 
neationen (Nr. 428). 

Wir steUen eine Homologie und eine Identität (in derselben 
Ebene) als {A, a^-Eollineationen zusammen und bUden ihr System 
1. Stufe (mit gemeinsamen Elementen Aj a)\ bei der Identität geht 
jede a' durch den zugehörigen Äj weil der A entsprechende Punkt 
mit A zusammenfäUt. Ist A' dem A entsprechend in der Homologie, 
so Uegen die dem A entsprechenden Punkte in aUen EoUineationen 
des Systems auf AÄ'^ es gehen also bei aUen die Verbindungslinien 
entsprechender Punkte durch das Zentrum der Homologie; das System 
besteht aus lauter (konzentrischen) Homologien. 
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(0050) 



Jetzt sei das lineare System 3. Stufe von {A, a')-Eollineatio]ien 
zwisohen Feldern derselben Ebene gegeben: 

•^1 -^ -^ -^4-^ 
/ / / / / 

wir erweitem es mit Hilfe der Identität zu einem linearen System 
4. Stnfe; dieses hat sechs ausgeartete EoUineationen je mit der singn- 
laren Gerade 5 in Z und dem singularen Punkte 8' in Z^ Die drei- 
fach unendliche Unbestimmtheit derselben heben wir auf, indem wir 
drei Bedingungen: Oj, A^'] a^, A^\ a,, Ä^ geben, aber in solcher Lage, 
daß (Oi, 8'A^j (o,, 8'A{)y (a,, 8'A^') sich auf s befinden; damit be- 
wirken wir, daß drei und folglich alle Strahlen durch 8' mit ihren 
in der Projektivitat entsprechenden Punkten auf s inzidieren. Die so 
bestimmte ausgeartete EoUineation ist eine Homologie und zwar eine 
{ßy S') (Nr. 404). Verbinden wir sie mit der Identität durch ein 
System 1. Stufe, so muß dieses, weil mit dem gegebenen System 
3. Stufe zusammen im System 4. Stufe befindlich, mit ihm eine EoUi- 
neation gemeinsam haben; dieselbe ist eine Homologie mit derselben 
Axe 8 und demselben Zentrum 8\ weil alle Mitglieder des Systems 
1. Stufe so beschaffen sind. So erhalten wir die sechs Homologien 
in (0050); aber die sechs Paare singuULrer Elemente s^ 8' m dem 
linearen Systeme 4. Stufe (gemeinsame Paare konjugierter Elemente 
in dem apolaren Systeme 3. Stufe) bilden ein linear-abhängiges System; 
folglich gilt das auch für die sechs mit ihnen identischen Paare der 
Axen und Zentren der sechs Homologien in (0050). Also: 

Bei einem linearen Systeme (0050) ebener EoUineationen 
bilden nicht bloß die fünf gegebenen Paare ^, a/; . . . ^, a^' 
und das durch sie bedingte sechste Paar Ä^y a^ ein System 
Yon sechs linear abhängigen Paaren, sondern auch die sechs 
Paare Ton Zentren und Axen der im Systeme befindlichen 
Homologien^). 

§ 68. Das Problem der Eolllneation von Bündeln. 

Wenn, wie beim Problem der räumlichen Projektivität (§ 36), im 456 
Räume zwei Gruppen von je vier Punkten: 

gregeben sind, so besteht für jede zwei Punkte JL, B die EoUineation: 

A{Ä^, ^, ^, A^) koll. B{Bi, B,, B,, 5,). 
Tritt je ein fünfter Punkt Ä^, B^ hinzu, so werden wir zu einem 

1) Math. Annalen, Bd. 22, S. 685. 
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beliebigen Punkt B, weil das Entsprechen zweier Strahlen in einer 
Bündelkollineation eine doppelte Bedingung ist, nur cx>^ Punkte A 
haben^ bei denen die Kollineation: 

Ä(Ä,, ^, Ä,, Ä,, Ä,) koU. BiB,, B,, B„ B,, B,) 

möglich isi Seien Aj A zwei Ton ihnen , so erzeugen die beiden 
kollinearen Bündel Ä, A eine durch A^, A^,A^y Ä^, A^y A, AI gehende 
kubische Raumkurve. Weil durch die sechs ersten dieser Punkte eine 
solche Kurve eindeutig bestimmt ist (Nr. 206)^ so erhellt; daß alle 
Punkte Aj welche unsere Kollineation erfüllen, auf dieser kubischen 
Baumkurve liegen; und ersichtlich kann man B durch jeden Punkt 
der kubischen Raumkurve ersetzen, welche er mit B^y,..B^ bestimmt. 
Liegen also zwei fünfpunktige Gruppen: 

und damit zwei Bündel von kubischen Raumkurven Tor, so 
sind dieselben eindeutig einander zugeordnet, derartig, daß 
von irgend zwei Punkten A und B einander zugeordneter 
Kurven dieser Bündel nach den fünfpunktigen Gruppen kolli- 
neare Bündel gehen. 

Es seien a^, &' zwei solche entsprechenden oder analogen 
Kurven. Es sind alle Bündel über A^, . . . A^ aus den verschiedenen 
Punkten A von a* zu dem Bündel B{B^, . . . B^)^ wo B ein beliebiger 
Punkt von V ist, imd untereinander koUinear, und alle Kegel 2. Grades 
A{A^j -4,, . . . jlg), d. h. die Kegel, welche aus den A von a' diese 
Kurve projizieren, sind dem Kegel B{B^y . . . B^), welcher 6* aus B 
projiziert, entsprediend, und die Kantenreihen auf jenen sind projektiv 
zu der Kantenreihe auf diesem; also jeder K^nte dieses Kegels, die 
nach einem Punkte 93 von b^ geht, entsprechen in allen jenen Bündeln 
Strahlen, die nach demselben Punkte % von a' gehen. Es entstehen 
daher auf a^ und h^ projektive Punktreihen der Punkte 9( und S3, 
in denen auch A^ und £|f entsprechend sind. In allen den KoUi- 
neationen zwischen den Bündeln um einen beliebigen Punkt 
A von a' und einen beliebigen Punkt B auf h^ gehen nach 
zwei in dieser Projektivität entsprechenden Punkten 8[, 93 
auf a', b^ entsprechende Strahlen. Von den Doppelsekanten A% 
B^ kommen, weil sie in den koUinearen Bündeln A, B entsprechend 
sind, projektive Ebenenbüschel: 

A%(A,, . . . A) A B^iB,, . . . -B5). 

D. h. unsere Kurven sind auch analog in bezug auf die beiden 
fünfpunktigen Gruppen im Problem der räumlichen Projek- 
tivität; während wir unser jetziges Problem ab das der Kolli- 



Analoge kubische BaHmknrven bei zwei Bechspunktigen Gruppen. 321 

neation^) bezeiclineii können. Die Identität der analogen Baumkurven 
in beiden Fällen wird sich später (Nr. 470) nochmals auf einfachere 
Weise ergeben. 

Der größeren Deutlichkeit halber unterscheiden wir^ während wir 
uns mit dem Problem der Kollineation beschäftigen^ assoziierte Punkte 
Äy S in unserm jetzigen Problem und korrespondierende Geraden a, h 
in dem älteren der räumlichen Projektiyität. 

Die kubischen Raumkurven a^, welche den eine Gerade b treffenden 
b^ analog sind, erzeugen, ebenso wie diese (Nr. 453), eine Fläche 
5. Ordnung 9(^. Es handelt sich darum, zu zeigen, daß zwei beliebige 
Geraden ä, b von filnf Paaren analoger Eurren beziehentlich getroffen 
werden. Wir konstruieren in zwei Ebenen a, ß, welche bzw. durch 
ä, b gehen, die den beiden Eunrenbündeln zugehörigen Büschel (J., a), 
(B, ß), deren Strahlen Doppelsekanten von solchen Bündelknryen jsind, 
welche ä, bzw. b treffen. Es gibt aber in den beiden Büscheln (^, a), 
(B^ ß) fünf Paare von Strahlen, welche Doppelsekanten von analogen 
Kurven sind und daher in bezug auf G^ korrespondieren; denn dem 
einen Büschel entspricht (Nr. 248 am Schlüsse: Signatur (20), oder 
auch Nr. 453) ein Komplex 5. Ghrades von korrespondierenden Strahlen, 
also mit fünf Strahlen im andern Büschel. 

Erweitem wir unsere Punktgruppen zu solchen mit je sechs 457 
Punkten: 

so ist beim Probleme der räumlichen Projektiyität jeder der (X>' Regel- 
scharen S3' durch die eine Gruppe eine Regelschar %^ durch die 
andere analog, so daß von zwei beliebigen Geraden a, b der einen 
und der andern projektive Ebenenbüschel nach den beiden Punkt- 
gruppen gehen. Die Leitscharen Äj*, S3i* werden projektiv, so daß 
A^ und B^ je auf entsprechenden Geraden liegen und weitere ent- 
sprechende Ebenen der Büschel a, b immer nach entsprechenden 
Geraden von Stj*, SSj* gehen. 

Wollen wir nun aber Punkte -4, B haben, welche kollineare 
Bündel nach den Gruppen senden, so wird es nicht mehr zu jedem 
Punkte B einen entsprechenden geben, denn von den cx>^ auf einer 
kubischen Raumkurve gelegenen Punkten, die dem B in bezug auf 
die fünfpunktigen Gruppen assoziiert sind, wird keiner die doppelte 
Bedingung erfüllen, daß der nach A^ gehende Strahl in der KoUi- 
neation dem BB^ entspricht. Es bestehen also in den beiden Räumen 
zwei Flächen von assoziierten Punkten. 

Um die Ordnung dieser Flächen zu erhalten, bilden wir die beiden 



1) Math. Annalen, Bd. 10, S. 117. 

S t a r m , G6ometr. Verwandtschaften. II. 21 
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Gmppenpaare G^l^, G^y, Die Enrren 3. Ordnung^ die einander analog 
sind in bezng auf zwei solche fünfpunktige Ghmppen, sind dieselben 
für das Problem der räumlichen Projektivitat, wie ftir das der EoUi- 
neation. 

Eine Gerade b sei g^eben. Die kubischen Raumkurren des 
Bündels (B^ . . . B^), welche sie treffen^ erzeugen eine Flache 5. Ord- 
nung und die ihnen in bezug auf G^l^ analogen ebenfalls; diese 
letztere Flache sei ^l^, und bei dem andern Ghnippenpaar G^ly ergebe 
sich die Fläche Sl^). Einem Punkte B von b und der durch ihn 
gehenden Kurve des Bündels (B^ . . . jB^) entspricht eine kubische 
Raumkurve auf St^l,, welche der %^l^ außer in den auf ihr dreifachen 
Punkten A^, ,..A^ noch dreimal begegnet Durch jeden dieser Punkte 
geht eine der diese Fläche erzeugenden Kurven, entsprechend drei 
Punkten B' auf b, die so dem B zugeordnet werden. Es entsprechen 
ebenso jedem B' drei Punkte B. Von den sechs Koinzidenzen der 
entstehenden Korrespondenz [3, 3] kommen vier auf folgende Weise 
zustande. Es sei B der Schnitt von b mit der Ebene B^B^B^; die 
durchgehende Kurve besteht aus der Gerade B^B^ und einem sie 
schneidenden Kegelschnitt durch B^^ B^, B^, die analoge aus Ä^Ä^ 
und einem sie schneidenden Kegelschnitte durch Ä^, A^, Ä^. Letzterer 
trifft %ly noch in einem Punkte A] die durch diesen gehende Kurve 
von %[(|) besteht aus A^A^ und einem Kegelschnitte durch A^, A^, A^] 
also liegt von der analogen Kurve der konische Bestandteil mBiB^B^, 
und der entsprechende Punkt B' ist B, Bei diesem Punktepaar Ay B 
kann man aus: 

A{A^y. . . A^) koU. B(B^y. . . B^), A^A^,. . . A^, A^) koU. J?(-Bi, . . . J5^, B^) 

nicht auf: 

A(A^, . . . A) toll. B{Bi, . . . Be) 

schließen, weil die Strahlen A(A^, A^, A^) in einer Ebene liegen, und 

ebenso B(B^yB^y B^), also durch das Entsprechen von A(A^,A^,A^yA^ 

und B(Bi, B^y B^, B^ eine Kollineation nicht eindeutig festgelegt ist. 

Es bleiben zwei Koinzidenzen und wir erhalten: 

Die Punkte By welche in bezug auf die beiden sechs- 

punktigen Gruppen assoziierte Punkte A haben, bilden eine 

Fläche 2. Grades 93o' und diese assoziierten eine ebensolche Sl^^ 

Die Punkte von 6r* liegen je auf der Flache ihres Raums; jedem 

ist sogar eine ganze kubische Raumkurve assoziiert, die dann auf 

der andern Fläche liegt. Dem A^ korrespondiert die Kurve b^^^y welche 

im Problem der räumlichen Projektivität in bezug auf G^^ der Kurve 

a^'» (A^ . . . A^) analog ist; sie ist es also auch im jetzigen Problem. 

In bezug auf 6r* bleibt dies für den Punkt A^ von a^^ bestehen wegen 

der Unbestimmtheit des Strahls nach A^, Ebenso ist dem B^ die 
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die Emre a^^^ assoziiert^ welche in bezug auf O^^^ zu b^^ — {B^ . . . B^) 
analog ist. 

Weil diese Kurven a^^ und 6', auf Ä^^*, bzw. 89^' liegen, sind 

diese Flächen die Tragerflachen der Regelscharen S', 9('; S*, 93^ Ton 

denen %', iB^ im Problem der raumlichen Projektivität den Kongruenzen 
der Doppelsekanten Ton h^\ Oq^ analog sind (Nr. 243). Ihre Geraden 
treffen jene Kurven zweimal 

Die Kurve o^^ hat mit S(q^ nur die sechs Punkte A^ gemein. 
Durchlauft nämlich Ä diese Kurve, so bleibt der Bündel Ä{A^^...A^) 
zu sich koUinear; die den Ä in bezug auf 0^l^ assoziierten Punkte B 
bilden die b^^, der Strahl des veränderlichen Bündels B, welcher dem 
AÄ^ entspricht, erzeugt eine Regelfläche^). Diese geht im allgemeinen 
nicht durch B^. 

Einem Punkte B von 93o* können nicht zwei verschiedene Punkte 
Ä^ A' assoziiert sein; denn deren untereinander kollineare Bündel 
würden eine durch A^,. . . A^, Ay Ä gehende kubische Raumkurve 
erzeugen. Aber die Punkte A^ Ä von %^ li^en nicht auf a^. Die 
Korrespondenz der beiden Flächen ^', SBq* ist also eindeutig. 

Einem Punkte in ^^^ muß ein Punkt mB^B^B^ entsprechen; 
also sind die beiden Kegelschnitte, in denen diese Ebenen die %^j 
iBo^ schneiden, entsprechend. Wir nennen ^^5, A^^^ A^^ die Spuren 
von A^A^y ^4^9 ^5^ ^ ^\A^A^ und ähnlich im andern Räume. 
Dann folgt aas der Kollineation der Bündel um assoziierte Punkte 
Ay B isi diesen Ebenen: 

A{A^y A^y A^y ^^5, A^^y A^^ 7\ B{B^y B„ B^y B^^y B^^y Bg «) J 

folglich müssen wir zwei (ebene) Kurven 3. Ordnung haben, mit ein- 
deutig zugeordneten Punkten, von denen nach den beiden sechspunk- 
tigen Gruppen, die in den Klammem stehen, projektive Strahlen- 
büschel gehen. Zu diesen Kurven gehören ersichtlich die Geraden 
A^f^A^^A^^y B^^B^^B^^, die andern Bestandteile sind unsere Kegel- 
schnitte. 

Jede kubische Raumkurve h^ des Bündels (B^B^B^B^B^) trifft 
S9o' nur noch in einem Punkte B] sie enthält also, abgesehen von 
den Grundpunkten, nur einen Pimkt, der einen in bezug auf die 
sechspunktigen Gruppen assoziierten Punkt hat; das ist der sechste 
Schnitt der analogen Kurve durch A^, . , , A^ mit {(q^ 

Also treffen zwei in bezug auf G^.^ analoge kubische 
Raumkurven a', 6* die Äq*, ©o* (außer in den Grundpunkten) 
in zwei Punkten A, By die in bezug auf O^ assoziiert sind. 

1) Sie ist eine Regelschar; die Leitschar wird Ton Doppelsekanten der 
de' gebildet, um welche sich die durch den Strahl gehenden Ebenen drehen. 

21* 
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Es seien A und B zwei bzw. auf ^^ ^^ gelegene assoziierte 
Punkte, welche also nach den Qruppen von G^ kollineare Bündel 
senden; sind dann a, h entsprechende Strahlen in diesen Bändeln, 
so ist: 

also sind a und h korrespondierend in der rilumlichen Projektivilat 
und gehören zu analogen Begelscharen ?[*; 93^ 

Wenn A und B assoziierte Punkte auf SBi^^ ^^ sind und eine 
Gerade a durch A geht, so geht eine von den korrespondierenden 
Geraden h durch B. _ 

Ist a die Gerade aus der Regelschar S' auf 9[o^ so ist dies 
selbstverständlich, weil eine Gerade aus dieser Regelschar nicht bloß 
die oo^ Geraden einer Regelschar zu korrespondierenden hat, sondern 
die oo' Doppelsekanten von h^. 

Gehört aber a zur Regelschar %\ so muß die analoge Regel- 
schar durch B gehen, und da durch jeden Punkt von %^ eine Gerade 
Yon 9(' geht, so muß die analoge Regelschar durch jeden Punkt von 

S3o' gehen, also ist sie S3'; deim für 93^ gilt ähnliches wie für %^. 
Und so holen wir f&r das Problem der raumlichen Projektivität nach: 

In bezug auf G^ sind die beiden ausgezeichneten Regel- 
scharen 9(^, 93', welche den Regelscharen %\ S' verbunden 
sind, denen je nicht bloß eine Regelschar analog ist, sondern 
die Kongruenz der Doppelsekanten einer kubischen Raum- 
kurve h^y a^y zueinander analog. 

Durch B^y . . ,B^ geht eine kubische Raumkurve Q>^\ welche 
eine Gerade aus 93' zur Doppelsekante hat, daher ganz auf der Flache 
93o' liegt und jede Gerade von 93^ zweimal trifPt; sie verhält sich also 
zur Regelschar 93' so, wie h^ zur S,. Ihr ist in bezug auf G\^ 
analog eine durch A^^. . , A^ gehende Kurve (a^^, welche die Geraden 
von %\ die ja denen von 93' korrespondieren, zu Doppelsekanten 
hat, also auf 9(q' liegt. Sie sind auch einander analog im Problem 
der KoUineation in bezug auf G^^^\ weil sie aber auf 9^', 93o' liegen, 
so hat jeder Punkt der einen Kurve einen in bezug auf G^ asso- 
ziierten auf der andern. 

« 

Solcher Paare analoger Kurven auf den beiden Fachen haben 
wir sechs; aber jeder Punkt auf der einen Kurve hat, im allgemeinen, 
nur einen in bezug auf G^ assoziierten auf der andern; während bei 
der Analogie in bezug auf G^ jeder Punkt der einen jedem der andern 
assoziiert ist. 

Wir können jetzt leicht die Kurven finden, welche im Problem 
der KoUineation in bezug auf G^ den Geraden der einen oder andern 
Regelschar von 93o' assoziiert sind. Es sei V eine Gerade von 93'; 
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sie trifft (b^^ zweimal. Die sämtlichen kubischen Raumkurren b^ 
durch (B^ . . . B^), welche b' treffen, erzeugen eine Flache 5. Ordnung 
93 ^ auf der (b^^) doppelt liegt, die in bezug auf G^l^ analogen a^ 
ebenfalls eine fläche 5. Ordnung %[^ (Nr. 456), auf der (a^*) doppelt 
liegt. Dem sechsten Schnittpunkt einer b^ mit 93o^ der bei unsem 
Kurven die b' durchläuft, entspricht der sechste Schnittpunkt der 
analogen a* mit Sl^' in bezug auf G^, der V daher der Bestschnitt 
dieser 9^ mit ^^ außer (a^^), also eine Eurre von der Ordnung 
2 . 5 — 2 • 3 — 4. Und ähnlich entspricht einer Gerade 6" von 85^ weil 
diese (6,*) nur einmal triffb, eine Kurve von der Ordnung 2 • 5 — 1 • 3 — 7. 
Also einer Gerade der Fläche 93o^ entspricht, je nachdem sie 
zur Schar S3* oder S3* gehört, eine Kurve 4., bzw. 7. Ordnung 
auf ^q\ Die Betrachtung der Schnitte der Geraden a, a' von 9(', 
S^ mit 9[^ lehrt, daß jene Kurve 4. Ordnung den a in einem, den 
a" in drei Punkten, diese Kurve 7. Ordnung den a' in drei, den a" 
in yier Ptmkten begegnet. 

Wir schließen daraus, daß einem ebenen Schnitte von 93o^ 
eine Kurve 11. Ordnung auf 9^^ assoziiert ist, die den a in 
vier, den a" in sieben Punkten begegnet. Sie geht dreimal 
durch jeden der Punkte Ä^, weil die Ebene die &/ dreimal trifft. 

Wir lassen jetzt siebente Punkte hinzutreten, so daß 468 

vorliegt; in bezug auf 6r(f) und G{t) haben wir zwei Flächenpaare 
«ofT, »c^S; «ofe, »ofs. Die Flächen «ofi und «ofe durchschneiden 
sich in einer Baumkurve 4. Ordnung 1. Art a^] wir wollen, insofern 
sie auf Slof 7 liegt> die ihr in bezug auf G(% assoziierte Kurve auf SBof? 
ermitteln. Die Kurve 11. Ordnung auf Slof?^ welche einem ebenen 
Schnitte von SBof? assoziiert ist, trifft a^ so oft als sie Slofe begegnet^ 
22 mal; also trifft die gesuchte korrespondierende Kurve den ebenen 
Schnitt so oft, und ist im allgemeinen 22. Ordnung. Weil aber a^ 
durch Ai,,..A^ geht, so lösen sich fünf kubische Baumkurven ab, und 
es bleibt eine Baumkurve 7. Ordnung &^. Femer, a^' trifft %ll^ und 
damit o^, außer in A^, A^, A^, A^^ noch zweimal; daher geht &^ 
durch jeden der fänf Punkte B^y . . . B^ doppelt. Sie begegnet infolge- 
dessen der SSofe^ außer in diesen Punkten, noch in vier Punkten. 

Sei B einer von ihnen, so liegt, weil er auf W sich befindet, 
sein in bezug auf G{% assoziierter A auf a^ und damit auch auf Slo^e; 
weil B auf SSofe liegt, so liegt der ihm in bezug auf G(l) assoziierte 
auf Stofe- Andererseits müssen beide assoziierten Punkte sich auf der 
kubischen Baumkurve durch A^, . . , A^ befinden, welche in bezug 
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auf 6r(6,7) dem B assoziiert ist; folglich yereinigen sie sich in den 
sechsten Schnitt Ä derselben mit Slofe- 

Daher ist fdr diese beiden Punkte B und A sowohl: 

A{A^, . . . ^) koll. B{B^, . . . -Be), 
als auch * 

A{A^, ...At, A,) koU. B(Bi, ...B^, B,); 
daher * 

A{A^, . . . ^) koU. B{Bi, . . . B^). 

In bezug auf zwei siebenpunktige Gruppen G'^ giht es 
vier Paare assoziierter Punkte A, B^ welche nach ihnen 
kollineare Bündel senden. 

Die drei Flächen «o^t, «ofs, Äo%, welche zu ö(?), 6?(|), G^ly ge- 
hören; haben diese vier Punkte A und die A^, . * . A^ gemein, und 
ahnlich im andern Räume. 

Wir haben im vorangehenden uns nur mit der doppelten Be- 
dingung beschäftigt; daß entsprechende Strahlen der kollinearen Bündel 
nach gegebenen Punkten gehen; wir beabsichtigten das Problem der 
Kollineation auch nicht in seiner allgemeinsten Form zu behandeln; 
sondern nur in Zusammenstellung mit dem der räumlichen Pro- 
jektiyität. 

§ 69. Das Problem der Korrelation von Bündeln. 

459 Dagegen wollen wir, im Anschluß an die Ergebnisse korrelativer 

Felder; die wir in § 62 erhalten haben und auf Bündel übertragen; 
folgende allgemeinere Untersuchung über korrelative Bündel vor- 
nehmen. 

Es sind in einem Baume A gegeben a Punkte A^, ß Qe- 
raden a^; t Punkte %(, b Geraden a^; und ihnen homolog im 
Baume B a Geraden b^, ß Punkte B^, f Punkte S3|; b Ge- 
raden 6^. Wir nennen ; wenn 2a + 2fi + f + b^(J ist, wieder 
(aßTÖ)a die Signatur dieser Grundelemente. Es sollen nun kor- 
respondierende oder assoziierte Punkte A, B aufgesucht 
werden; für welche die Bündel so korrelativ sind; daß den 
Strahlen AA^ und Ebenen Aa^ die Ebenen Bh^ und Strahlen 
BB^ entsprechen (polar sind) und den Strahlen A%^ die 
Strahlen Bf^^, den Ebenen Aa^ die Ebenen Bh^ konjugiert 
sind. 

Die ganze umfangreiche Untersuchung kann hier nicht wieder- 
gegeben werden^)*, wir müssen uns auf einen Überblick über das 
ganze Problem und die Hervorhebung einiger interessanter Fälle be- 

1) Vgl Sturm, Math. Annalen, Bd. 12, S. 264, und Schubert, Kalkül der 
abzählenden Qeometrie, § 32. 
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schränkeiL Wir werden vorbereitende Betrachtungen und Beispiele 
für mehrdeutige Verwandtschaften erhalten. 

Wenn (T » 8, können A und B in beliebige Punkte gelegt 
werden, und man hat dann eine gewisse Anzahl Ig zwischen den 
Bündeln möglicher Korrelationen; sie ist für die verschiedenen Sig- 
naturen in der Tabelle (J) von Nr. 418 angegeben. Wir erinnern 
uns, daß Z:^»! in allen Fällen, wo b»0 ist, ausgenommen 
die Signatur 

A^ A^ a^ a^ 



(2200) 



wolg = 0ist. Zu jedem Punkte B gibt es in diesem Falle eine 
Flache 2. Grades a' von Punkten A, bei denen Korrelationen zum 
Bündel B möglich sind, und dann gleich oo^; ist V nämlich die 
Gerade aus By welche \y h^ trifft, so konstruiere man die Geraden a', 
welche a^, Og treffen und für die a'(^, -4,, a^, Oj) A ^'(^i^ \} -Bi; A) 
ist-, sie erzeugen die Fläche a*. Wird diese Projektivität erfüllt, so 
liegen nur sieben Bedingungen vor, indem man Aa^ durch einen in 
dieser Ebene liegenden Strahl ersetzen kann, der zu BB^ konjugiert 
sein soll (Nr. 420). 

Lassen wir (5 zunehmen, so entstehen folgende Fragen: 
bei CT =- 9, nach der Ordnung der Fläche, bei <T = 10, der Ord- 
nung der Kurve und bei (T » 11 der endlichen Anzahl von 
Punkten Ay die einem gegebenen Punkte B korrespondieren. 
Wir wollen diese Zahlen Zls,^, Zlio,^, 2[ii,s nennen; 2»,^, . . . würden 
die Zahlen sein, wenn A gegeben ist. 

Bei (T»12, 13, 14 handelt es sich um die Ordnung 2!is,b 
der Fläche, die Ordnung ti^^B der Kurve, die endliche Zahl 
X^^ der Punkte By welche assoziierte Punkte A haben. 

Oder: 2^9,^ ist die Anzahl der Paare Ay By wo B gegeben ist 
und A auf einer gegebenen Gerade a liegt, bei Iiq^b soll A in einer 
gegebenen Ebene liegen, bei In^s ist A keiner Lagebedingung unter- 
worfen. Bei lu^B, liiyB soll B mit einer Gerade h, einer Ebene ß 
inzidieren. 

Bei (T » 10 aber können wir annehmen, daß für B und A Ge- 
raden hy a gegeben sind, mit denen sie inzidieren sollen; 1[q ist die 
Ordnung der Fläche, die einer Gerade b oder a entspricht, 
oder genauer, welche von der einem Punkte entsprechenden Kurve 
Iio,B**^ hzw. Zio,^**" Ordnung erzeugt wird, wenn dieser Punkt die 
Gerade h oder a durchläuft. Ein Zeiger A oder B ist hier nicht 
notwendig. 

Bei (T » 11 schreiben wir B vor, auf b zu liegen, und Ay auf a 
zu liegen; tun das tn,B Paare, so erhalten wir eine Kurve Z[ii,B**' 
Ordnung, die der Gerade b entspricht, und eine Fläche 
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Zii,B**' Ordnung, welche der Ebene a entspricht. Wir können 
diese Zahl auch tii^A nennen; und txo^A^tvi^B ist die Ordnung 
der Kurve, die einer Qerade a, und die Ordnung der Fläche, 
die einer Ebene ß korrespondiert. 

Bei (T»12 haben wir die Zahl 2:^2 der Paare Aj J?, von 
denen J. in a und £ in ß liegen. 

Ersichtlich ist ein La oder I'a für (aßTÖ) gleich dem Ib oder Vb 
für (ßatb). 

Bei (T « 11 hat ein gegebener Punkt JB im allgemeinen noch 
einen oder mehrere korrespondierende Punkte Aj Ton (T — 12 ab im 
allgemeinen keinen, und wenn er in speziellen FlUlen einen hat, dann 
im allgemeinen nur einen. Die beiden Flächen yon den Ord- 
nungen txi^Aj tu,By die beiden Kurven von den Ordnungen 
tii^Aj txz^B sind daher in eindeutiger Beziehung ihrer Punkte; 
endlich bei (T » 14 handelt es sich um die Anzahl t^^ der 
Paare von Punkten Ay B, bei denen noch korrelative Bündel 
möglich sind. 

Die Ermittelung der Zahlen l erfolgt ähnlich wie in § 62, indem 
wir in den einfEich unendlichen Systemen von Korrelationen, welche 
durch die vorgeschriebenen Lagen von By A entstehen, die Charak- 
teristiken \x, V wieder durch die Ausartungszahlen ausdrücken, und^ 
um diese zu erhalten, bis zu den Ausartungen 2. Stufe zurückgehen. 
Wir wollen von den verschiedenen neun Problemen das erste etwas aus- 
führlicher erörtern: die Ermittelung der Ordnung L^^b der Fläche 
der Punkte A, die in bezug auf (aßTb)9 einem festen Punkte 
B korrespondiert 

Wir legen eine Signatur (aßTb)8 zugrunde und betrachten die 
oo^ Korrelationen zwischen dem Bündel B und einem Bündel 
aus einem Punkte A auf a, welche den in der Signatur (aßTÖ)g 
ausgesproehenen Bedingungen genügen; für jede Lage von A 
auf a gibt es Z^s Korrelationen. Es gebe in diesem System @ jis^b 
axiale Korrelationen (mit singulären Axen oder Ebenenbüscheln) 
nnd \s,B planare (mit singulären Ebenen oder Strahlenbüscheln); 
jene gehen, wie wir wissen, durch Projektion aus zentralen, diese aus 
axialen Korrelationen zwischen Feldern hervor. Wir können tts, b als 
Gh*ad einer Regelfläche deuten: es gibt cx>^ axiale Korrelationen, die 
den Bedingungen (aßTb)8 genügen und deren Axen in B durch B 
gehen; die Axen in A erzeugen die Regelfläche vom Ghrade ir^. 

Da bei einer axialen Bündelkorrelation, die ja auf eine Projek- 
tivität zwischen Ebenenbüscheln hinausläuft, der Scheitel beliebig auf 
der singulären Gerade angenommen werden kann, so ist diese Regel- 
fläche auch der Ort der Scheitel A, 
460 Es seien femer ^s, Vg wieder die Charakteristiken des Systems @ 

(bei denen wir die Zeiger B nicht zufügen wollen), also die Zahlen 
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der Korrelationen des Systems @, welche noch einer einfachen Ele- 
mentarbedingung ^ oder ^ genügen. 

Dnrch 93 seien zwei Geraden h', h" gezogen. In jeder Korre- 
lation von @ werde der Strahl konsfaruiert, welcher der Ebene BV 
entspricht; er trifft Vg-mal eine Gerade a', weil es Vg Korrelationen 
in @ gibt, für welche a', V in konjugierten Ebenen liegen, und erzeugt 
eine Regelfläche Tom Grade Vg; ebenso derjenige, welcher zu BV 
polar ist. Diese Regelflächen sind hinsichtlich ihrer Erzeugenden 
eindeutig bezogen, zwei entsprechende treffen sich auf der Gerade a, 
auf welcher Ä gleitet; in eine Ebene schneiden sie zwei ebenfalls 
eindeutig bezogene Kurven Vg^' Ordnung. Aber je zwei Tereinigte 
entsprechende Punkte erhalten wir in den Spuren der -ns^s A-AxeHj 
und im Spurpunkt der a in der Ebene schneiden sich sogar Ig-mal 
zwei entsprechende Erzeugenden. Also umhüllen die Verbindungs- 
linien entsprechender Punkte auf den Kurven eine Kurve von der 
Klasse 2v8 — ir8,jj — Je- Von der vollen Kurve 2v8**' Klasse, welche 
von der Verbindungslinie eingehüllt wird, haben sich 7T8,b einfache 
und ein Z^g-f acher Strahlenbüschel abgelöst. 

Diese Zahl 2v8 — Trs,^— 2^8 ist die Klasse des Torsus der Ebenen, 
welche entsprechende Erzeugenden der Regelflächen verbinden, d. h. 
der Ebenen, die in den Korrelationen von @ der £93 polar sind, so 
viele gehen durch %[; aber wir wissen, es gibt ^g Korrelationen, wo 
diese Ebene durch %[ geht; daher: 

2V8 — f48 + 1^8,3 + 28. 

Auf 6 seien zwei Punkte S3', ^' gelegt; die Ebenen, die in den 
Korrelationen von @ dem Strahle B^ polar sind, umhüllen, da |üig 
von ihnen durch einen beliebigen Punkt 9(' gehen, einen Torsus von 
der Klasse ^8» ebenso die Polarebenen von B^'\ Bei den \^b 
planaren Korrelationen vereinigen sie sich in der singulären Ebene 
des ^-Bündels; folglich ist der Ort der Schnittlinien je zu derselben 
Korrelation gehöriger Polarebenen, also der Strahlen, die zu Bh polar 
sind, eine Regelfläche vom Grade 2iLi8 — X8,£^); da aber in V8 Korre- 
lationen von @ die Ebenen Äa, Bh konjugiert sind, so müssen V8 
die Gerade a treffen; also: 

2]l8 — V8 + X8,B. 

Kennen wir 718, b, Xs^b; so können wir ji8, Vs berechnen; und jii« ist 
U,B für (a, ß, f + 1, ^)9; Vs ist es für (a, ß, t, ^ + l)», so daß wir 
wiederum verschiedene Z^^b doppelt erhalten. 

1) Ihiich diese Torsen mit eindentig zugeordneten Tangentialebenen ent- 
steht anf einer Gerade eine Korrespondenz [^, |uig], von deren 2|uig Koinzidenzen 
X^^B von den planaren Koirelationen herrühren, die andern den Grad der Regel- 
fläche liefern. (Vgl. anch Nr. 177). 
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Um nun die tts^b? ^»,b zu erhalten , gehen wir zu den einfach 
nnendlichen Systemen @^; @ von axialen und planaren Korrelationen, 
welche B fest, A auf a haben und (aßtbX erfQllen; wir haben in 
beiden 87, ^ axial -planare Korrelationen, und n, if; X, X seien wie in 
§ 62 die Charakteristiken. Wir erhalten je eine Formel fElr @^; wenn 
Ay b hinzugefügt wird: 

2tT7 = 717 + 87,11, 

«nd für @^, wenn 8t, 83 hinzugefügt wird: 

2X7 «= X7 + 87,5 + X7, 

wo der letzte Summand sich ergibt, wenn Ä auf a in die Ebene, 
mit der geschnitten wird, kommt, und aus der Tabelle (X, ir) von 
Nr. 418 zu entnehmen ist. it, ri geben its, b ^uid X, X geben Xs, b für 
(o, ß, T + 1, ^)s9 bzw. (a, ß, T, b + 1)8. Wir haben also die 87, b direkt 
zu ermitteln, femer die it, X für (a, ß, y, 0\ oder, was dasselbe, die 
t^s.Bf X8.B fJir (a, ß, T+ 1, 0)$; wir berechnen dann vermittelst dor 
obigen Formeln alle übrigen 713,5, Xs,^ und vermittelst der früheren 
^8, V8 oder £9,5. 

'^8,A, Xs,^ für (aßTb)8 
ist 

ns,B, X8,B für (ßaTb)8. 

461 Und so ähnlich in den acht andern Angaben; es wird genC^en 

die Formeln und Tabellen (ganz oder teilweise) mitzuteilen^ mit 
einigen Bemerkungen, wobei wir immer diejenigen Formeln voraus- 
schicken, die zuerst zur Berechnung heranzuziehen sind. 

B fest, A auf a 

(aßtb)? 2lT7 = 717 + 87, Bf 2X7 — X7 + 87, B + X7; 

(aßTb)8 2|LA8 =» V8 + Xs, B, 2V8 — M8 + 1T8,B + U] 

daraus: U^b für (aßTb)». 



B fest, ^ in o. 

— • 

(aßTb)8 27T8 ='718+ 88, By 2X8 = X8 + 83, B + Xs, B] 

(aßTb)9 2|ii9 — V9 + X9,B, 2v9 = ^9 +tr9,B + 19,b; 

daraus: Iio^b für (aßTb)io- 



n 



2) Genaueres über die Ennittlung der für alle Signataren (aßx^)? bis 
(aßTÖXs und der X und ir für die Signaturen (aßTO)g bis (aßTO^, sehe man 
Math. Ann., Bd. 12. Bei den 6 handelt es sich nur um Lagenbedingungen, bei 
den IT sind die Ergebnisse des Problems der räumlichen Projektivit&t (§ S6) 
heranzuziehen, bei den X Sätze aus dem § 87 über projektive StrahlenbüBchel 
im Räume. 



Die weiteren Foimeln. 
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27t: 



m 



B auf b, A auf a. 

g =a TTg + Gs, 2X3 — 1^8 + ög + V ^ + V ÄJ 

2^9 =- vj + Xi, 2vi «= Mi + tri + Ca, 4 + Is, b; 

daraus: lio für (aßTb)io. 

Die Zeiger Aj B sind hier bei Os, iri, Xg, tifi nicht notwendig, 
weil J. und B gleichartigen Lagebedingungen unterworfen sind. 



(aßTö)8 
(aßTb)9 



(aßTl>)9 
(aßTb)io 



B fest. 

2X» — X» + Xj,b; 

2mio "■ Vio + Xio, Bt 2 Vio — (Xio + Zjo, b; 
daraus: Zu,« fftr (aßTb)u. 



IV 



(aßTb)» 2iTi 
(aßTb)io 2^io 



£ auf h, A in. a. 

■iTj+Oj.ji, 2X9 >• X9 +69.« +X», 5 + X»; 
= Vio + Xio, Bf 2vio *- Mio + Wio, B + Zio, B + 2I1O) 
daraas: Z!u,b für (aßTb)u- 



T 



B auf b. 



(oßTb)io 
(aßTb)u 



(aßTb)M 
(oßTÖ)u 



2Äio 



(aßTl))ii 
(oßTö)M 



— — • 

2X10= X10+ Xio,B + Xio,b; 
2f4ii — Vii + Xn, B, 2 vii — Mu + rii, jj + In, b; 
daraus: Iv^^b för (aßTb)ij. 

J? in ß, J. in a. 

^10 + öiO; 2X10 -■ Xio + öio + Xio, A + ^10, b\ 

— Vu + Xii, 2vn — Mn + irii + In, ^ + Xu, jj; 
daraus: Iia ftlr (aßTb)is. 

J? in ß 
2X11 -■ Xu + Xu, B + Xu; 

2^12 — V12 + Xu, B, 2Vil — Mi2 + Z:i2, B + Z:i2", 

daraus: Ii8,b für (aßTb)is. 



VI 



vn 



vni 



(aßTb)i2 2X12 — X12 + Xu, A + X12, b; 
(aßT^)is 2^18 =- Vis + X18, 2vi8 =- ^w + I«, a + Ii», b; 

daraus: t^^ fttr (aßTb)u*). 



IX 



1) In § 103 werden insbesondere wichtig die Ergebnisse für die Signataren 
(00 yO), oder, wie sie dort heißen, (ZOO), wo 2— =t; ob genügt, unsere Zahlen 
fOr diese Signataren zu ermittehi, insbesondere die t. 
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In lY fehlt bei (aßTb)9 die eine Rektion; das bat folgenden 
Grund: In U ist eine endliche Zabl tiq^b ^on axialen Korrelationen 
gefanden worden, bei denen B gegeben und Ä auf a liegt. Aber 
letzteres ist keine Bedingung: der Scheitel kann ja jeder beliebige 
Punkt der singulären Gerade sein. Also bedeutet das Resultat, dafi 
es eine endliche Anzahl Ton axialen Korrelationen gibt, bei denen die 
singulare Gerade des einen Bündels durch B geht; daher ist in IV 
kein System @^ vorhanden und auch keine entsprechende Formel. 
Aus ähnlichen Gründen fehlt sie in VI, VlIL, IX, und wenn axiale 
Korrelationen nur in endlicher Anzahl oder gar nicht vorhanden sind, 
gibt es auch keine axial -planaren. Man kann sich überhaupt leicht 
überzeugen, daß die Ausartungszahlen 6, it, X zahlreich gleich null sind. 

Wir haben es mit folgenden X zu tun: 

Xs, B; ^SjA] 

XiOjB; Xio,^; \io, Bt ^10, j; 

Xii.B, Xii,j; X'n; 

Xi2, B, Xij,^; 

Xis; 
dagegen nur mit: 

Tr»,Ä, ^9,j; W9; 

TTii. 

Wir heben nun einige wichtige Ergebnisse hervor. Die Zahlen 
UjB geben wir aus der Tabelle 2, S. 308 der Math. Annalen, Bd. 12 
wieder: 



(4010), (0410) ; 


:3 (0312) 


: 9 


(2005) 


: 4 


(4001) 


: 2 (0303) 


: 6 


(0232) 


:11 


(0401) 


:6 (2130), (1230)' 


: 3 


(0223) 


:14 


(3110) 


!2 (2121) 


: 4 


(0214) 


:11 


(1310) 


;3 (2112), (1212); 


: 5 


(0205) 


: 6 


(3101), (1301); 


;3 (2103) 


: 4 


(1150) 


: 3 


(9) (2210) : 


2 (1221) • : 


5 


(1141) 


: 6 


(2201) 


; 2 (1203) 


; 5 


(1132) 


; 9 


(3030), (0330) : 


: 3 (2050), (0250) ; 


: 3 


(1123) 


10 


(3021) 


:5 (2041), (0241) 


:.6 


(1114) 


; 9 


(3012) 


: 5 (2032) 


: 9 


(1105) 


: 5 


(3003) 


; 3 (2023) 


:10 


(1070), (0170): 


; 8 


(0321) 


: 6 (2014) 


: 7 


(1061), (0161) : 


; 6 



Zahlen für (aßt^),. Bestätigungen and Folgerungen. 



833 



(1052), (0152): 


12 


(0134) : 


24 


(0063) 


24 


(1043) 


:18 


(0125) 


:20 


(0054) 


:38 


(1034) 


:20 


(0116) 


:11 


(0045) 


;44 


(9) (1025) 


:16 


(0107) 


: 6 


(0036) 


,36 


(1016) 


: 9 


(0090) 


: 3 


(0027) 


,20 


(1007) 


: 5 


(008 1) 


: 6 


(0018) 


;11 


(0143) 


:20 


(0072) 


:12 


(0009) 


: 6 



t9^B ist die Ordnung der Flache, die einem Punkte B entspricht; 
die Ordnung der Fläche , die einem Punkte Ä in bezug auf (aßt 0)9 
korrespondiert, ist die Ordnung der Fläche, die einem B in bezug 
auf (ßaTb)9 korrespondiert. Diese beiden Ordnungen sind meistens 
ungleich; sie sind einander gleich, wenn a » ß; die übrigen Falle 
zeigt die Tabelle. 

Wir sehen femer, daß diese Ordnung in allen Fällen 3 ist, 462 
wo b — 0, also keine Qeraden a^, 6^ gegeben sind, nach denen 
konjugierte Ebenen gehen sollen; mit Ausnahme von (3110) 
und (2210). Das läßt sich leicht direkt einsehen. Nehmen wir an, 
daß A\ Ä'y Ä" drei dem B korrespondierende Punkte sind, so 
erzeugen diese drei je dem Bündel B korrelativen, also untereinander 
kollinearen Bündel eine kubische Fläche, auf welcher die a Punkte ^, 
in die drei entsprechende Strahlen zusanunenlaufen, Doppelpunkte 
sind (Nr. 385), die ß Qeraden a^, in die entsprechende Ebenen zu- 
sammenlaufen, Yollsföndig liegen, tmd die t Punkte 3(^, in welchen 
entsprechende Ebenen sich schneiden, sich befinden. Wir wissen, daß, 
wenn A auf der kubischen Fläche sich bewegt, der Bündel zu sich 
so kollinear bleibt, daß immer entsprechende Strahlen nach den J^, 
entsprechende Ebenen nach den a^, %.^ gehen. Folglich sind alle 
Punkte der kubischen Fläche dem B korrespondierend. 

Gäbe es nun außerhalb derselben noch einen weiteren korrespon- 
dierenden Punkt, so könnte man ihn mit allen möglichen Paaren Ton 
Punkten der Fläche (oder schon erhaltenen weiteren Flächen) zu- 
sammenstellen und würde mit allen den dabei sich ergebenden kubischen 
Flächen den ganzen Baum ausfüllen; was nicht zulässig ist, da einem 
B nur eine Fläche entspricht. 

Genau dieselben Überlegungen gelten, wenn es sich um korrespon- 
dierende Punkte handelt, aus denen kollineare Bündel nach den ent- 
sprechend modifizierten Grundelementen (aßTO)^ gehen. 

In den beiden Ausnahmefällen sondert sich von der kubischen 
Fläche eine Ebene ab: A^A^A^^ bzw. A^A^%^. Die Fläche 2. Grades 
bei (2210) ist dieselbe, welche die Punkte enthalt, die allein, in bezug 
auf (2200)3, ^^^ -^ entsprechen können, und entspricht auch sowohl 
bei (2210), als bei (2201). 
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Man kann die Zahl Ig, ^ auch folgendermaßen denten. Sie gehöre 
zn (a, ß^ T + I9 ^)9; wenn Ä auf a sich bewegt, so umhüllt in den 
verschiedenen Bündeln Ä^ welche dem B für (aßTb)^ korrelativ sind, 
die Ebene, die dem festen Strahle Bf& polar ist, einen Torsus von 
der Klasse U^b, da sie so oft durch Sl geht, oder die Ebene im festen 
Bündel B, die je dem Strahle von Ä nach dem festen Punkte S polar 
ist, umhüllt einen Eegel Iq^ b^^ Klasse. 

Sie gehöre zu (o, ß, t? ^ + 1)9; -^ bewege sich ebenfalls auf der 
Gerade a; dann erzeugt in den Bündeln Ä, welche dem B für (aßTb)g 
korrelativ sind, der Strahl, welcher zu der festen Ebene Bh polar 
ist, eine Begelfläche vom Grade Iq^b, und der Strahl in B, der je zu 
der Ebene von Ä nach der festen Gerade a polar ist, einen Kegel 
U,s^^ Ordnung. 

In den Fällen (aßTO)g, wo eine Korrelation zwischen Ä und B 
möglich ist (also mit Ausnahme von (2200)), sind diese Torsen, Begel- 
flächen, Kegel eindeutig auf die Gerade a bezogen und vom Ge- 
schlechte 0. Bei den Signaturen (4000), (0400), (1300) ist der 
zuerst erwähnte Kegel 3. Elasse, hat also eine Doppelberührungs- 
ebene ß^; daher gibt es einmal auf a zwei Punkte Äy bei denen die 
Bündel nach (a^|, ßa^, V) dem Bündel B(ah^^ ß£^, ß^) korrelativ, also 
zueinander kollinear sind; ihr Erzeugnis ist eine kubische Raumkurve, 
welche durch die a + 1 Punkte ^j, S geht und die ß + 1 Geraden 
a^, a zweimal trifft. Bei (3100) ist der Kegel 2. Klasse und hat 
keine doppelte Berührungsebene. 

Es gibt daher eine kubische Baumkurve durch 5, 1, 2 gegebene 
Punkte und mit 1, 5, 4 gegebenen Doppelsekanten, dagegen keine 
durch vier Punkte und mit zwei Doppelsekanten. 

Für dieselben vier Signaturen (4000), (0400), (3100), (1300) 
ist der an zweiter Stelle genannte Kegel bzw. von der Ordnung 2, 6, 3, 3, 
hat also 0, 10, 1, 1 Doppelkanten h^. Im zweiten Falle kommen vier 
derselben durch axiale Korrelationen zustande, derartig, daß z. B. BB^ 
die singulare Axe in B und eine oder die andere Transversale von 
a^y o,, a,, a die in ^ ist. Sehen wir von diesen ab, so erhalten wir, 
da die in ähnlicher Weise entstehende kubische Baumkurve durch die 
a Punkte Ä^ geht und die ß + 2 Geraden a,., a, a zweimal trifft, daß 
es 0, 6, 1, 1 kubische Baumkurven gibt, welche durch 4^ 0, 3, 1 ge- 
gebene Punkte gehen und 2, 6, 3, 5 gegebene Geraden zu Doppel- 
sekanten haben. Fassen wir zusammen, so haben wir die teilweise 
schon (Nr. 206, 372) erhaltenen Sätze: 5, 4, 3, 2, 1, Punkte und 
1, 2, 3, 4y 5, 6 Doppelsekanten bestimmen 1, 0, 1, 1, 1, 6 ku- 
bische Baumkurven\). 

Neu sind die beiden letzten Fälle. 



1) Gremona, Jonxnal f. Math., Bd. 60, S. 18S; Sturm, Bd. 80, S. 128. 
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Zio,8 ist die Ordnung der Kurve, die einem festen Punkte B in 46S 
bezug auf (aßT^Xo entspricht; wir entnehmen sie ans der Tabelle 4,, 
S. 324 des angef&hrten Auf^tzes. 



(5000), (0600) 

(4100), (1400) 

(3200) 

(2300) 

(4020), (0420) 

(4011), (0411) 

(4002) 

(0402) 

(3120), (1320) 

(3111) 

(3102) 

(1311) 

(1302) 

(10) (2220) 

(2211) 

(2202) 

(3040), (0340) 

(3031), (0331) 

(3022) 

(3013) 

(3004) 



3 (0322) 

3 (0313) 

1 (0304) 

3 (2140), (1240) 

3 (2131), (1231) 
6 (2122) 

4 (2113) 
12 (2104) 

3 (1222) 

4 (1213) 

5 (1204) 

6 (2060), (0260) 
6 (2051), (0251) 

3 (2042), (0242) 

4 (2033) 

5 (2024) 
3 (2015) 

6 (2006) 
10 (0233) 

9 (0224) 

6 (0215) 

(0206) 



12 (1160) 

18 (1151) 

15 (1142) 

3 (1133) 

6 (1124) 

8 (1115) 

10 (1106) 

8 (1080), (0180) 

10 (1071), (0171) 

11 (1062), (0162) 

11 (1053), (0153) 
3 (1044) 

6 (1035) 

12 (1026) 

18 (1017) 

19 (1008) 
14 (0144) 

9 (0135) 
22 (0126) 
29 (0117) 
26 (0108) 
16 



(00100): 3 
(0091) : 6 
(0082) :12 
(0073) :24 
(0064) :48 
(0055) :76 



(0046) :90 
(0037) :78 
(0028) :49 
(0019) :30 
(000 10): 18. 



6 

12' 
18- 
21 
19 
12 
3 
6 

12 
24 
36 
40 
33 
21 
13 
40 
50 
4& 
28 
IT 



Hier sehen wir wieder, daß bei allen Signaturen (aßTOXg» n>i^ 
Ansnahme Ton (3200), dem Punkte B eine kubische Ranm- 
kurre entspricht. Auch das ist unmittelbar einleuchtend. Sind 
A', A" dem B korrespondierend, so erzeugen ihre kollinearen Bündel 
eine kubische Raumkurre, welche durch die A^ geht, die a^ zu Doppel- 
sekanten hat, während die Ebenen, welche dem Strahle B^f ent- 
sprechen, in der durch fif gehenden Doppelsekante sich schneiden. 
Das bleibt alles bestehen, wenn A diese Kurve durchlauft, wobei dier 
Bündel sich kollinear bleibt. Die ganze Kurve korrespondiert dem B^ 
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lind kein anfierhalb gelegener Punkt, denn dieser würde mit A', A" 
zu einer kubischen Flache füjiren; während jetzt dem B doch nur 
eine Kurve korrespondieren darf. 

Wenn t>0, so hat jeder Punkt B seine besondere kor- 
respondierende kubische Baumkurve. Wenn aber auch T ™ 0, 
also a + ß =" 5 ist, so bestimmt B mit den a Doppelsekanten h^ und 
den ß Punkten B^ eine kubische Baumkurre, außer, wenn a — 2, ß » 3; 
und allen Punkten B dieser Kurve ist dieselbe kubische Baumkurve 
korrespondierend, jedem Punkte der einen jeder der anderen. Die 
beiden Bündel der kubischen Baumkurven, der eine mit 
a gemeinsamen Punkten A^ und ß gemeinsamen Doppel- 
sekanten a^, der andere mit a gemeinsamen Doppelsekanten 
&i, ß gemeinsamen Punkten J?^ stehen in eindeutiger Beziehung. 

Die Signatur 

A^A^a^ a^a^ 

\ &, B^B^B^ 



(2300) 



macht eine Ausnahme; da ist jedem Punkt B wohl eine kubische 
Baumkurve assoziiert, aber jedem Punkte J., wie (3200) zeigt, eine 
Gerade. Der Punkt B bestimmt mit den drei Punkten B^ und den 
zwei Doppelsekanten h^ nicht eine kubische Baumkurve. Der ganze 
Bündel (26,-, 3JßJ kubischer Baumkurven befindet sich auf 
derselben Fläche 2. Grades ß^^, welche durch die drei Punkte 
B^ und die beiden Geraden b^ bestimmt ist*, denn alle Kurven des 
Bündels haben mit ihr sieben Punkte gemein. Durch einen Punkt 
außerhalb geht keine; durch jeden Punkt aber auf ß^' geht ein ganzer 
Büschel, und durch zwei Punkte der Fläche geht eine Kurve: es ist 
dies die kubische Baumkurve, welche durch diese beiden Punkte, die 
drei B^ geht und irgendeine Gerade aus der Begelschar auf ß^', zu 
der \y \ gehören, zweimal trifft, sie liegt auf der Fläche und trifft 
alle Geraden dieser Schar zweimal. Da man also von jedem Punkte 
der ßo^ zu jedem anderen durch eine solche Kurve übergehen kann, 
so bleibt der Bündel B (2hij SB^ zu sich kollinear, wenn B sich 
über ßo' bewegt. Die Kurve a^^ aus dem Bündel {2A^y ia^ die 
irgendeinem Punkte .Bvon ßo' korrespondiert, korrespondiert 
allen Punkten dieser Fläche^). 

Falls dagegen B außerhalb der Fläche ß^^ Hegt, so bleibt der 
Bündel B (2&,., 3BJ zu sich kollinear, wenn B bewegt wird auf 
einem Strahl des Netzes ß^, h^]^ wie der Schnitt mit der Ebene B^B^B^ 
sofort zeigt. Den übrigen Kurven des Bündels (2Ai, 3a,) sind 



1) Daraiu läßt sich folgern, daß jedem Punkte von a^' auch noch für 
[28 10]^^ eine kubische Baumkurve korrespondiert, nicht bloß eine endliche 
Anzahl von Punkten, und für (32 20)^,, (3211)i, ein, bzw. zwei Punkte. 
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also die Strahlen des Netzes {b^, ^3] eindeutig zugeordnet, so 
daß allen Punkten einer Kurve, des Bündels alle Punkte 
des zugeordneten Strahls des Ketzes korrespondieren. 

In der Ebene B^B^B^ gibt es eine Eurve 4. Ordnung (unikursal), 
von welcher jedem Punkte B' eine Gerade ä^ der Regelschar [Ox^^s] 
zugeordnet ist, derartig, daß dem B' jeder Punkt von d^ durch 00^ 
Korrelationen fiir (2300) korrespondiert und daher auch noch durch 
eine för (2310), bzw. (2301); es gibt einen Punkt auf a\ der dem 
B' auch noch för (2320) oder (2311), aber keinen, der fOr (3300) 
korrespondiert. 

Wir wollen zur Signatur (3020)8 noch m , m*, zunächst einzeln, 

dann beide Paare zugleich hinzufügen, so erhalten wir einem Punkt 
B korrespondierend für die beiden (3030)9 zwei kubische Flächen; 
ihnen ist die kubische Baumkurve gemein, welche dem B für (3040)^0 
korrespondiert, also außerdem noch eine Kurve 6. Ordnung, zu der 
offenbar die drei Verbindungslinien der drei gemeinsamen Doppel- 
punkte A^, A^y Ä^ gehören; also bleibt noch eine kubische Raum- 
kurve. Jeder Punkt Ä derselben korrespondiert dem B durch zwei 
verschiedene Korrelationen für (3020), weil sonst Korrespondenz für 
(3040) sich ergeben würde, die doch nur für die Punkte der erst- 
genannten kubischen Raumkurve gilt. Die zwei Korrelationen bedingen 
einen ganzen Büschel, da es sich nur um konjugierte Strahlen handelt. 
So haben wir jedem Punkte B eine kubische Raumkurve von 
Punkten zugeordnet, die ihm in bezug auf (3020)^ nicht bloß 
durch eine Korrelation, sondern durch einen Büschel von 
Korrelationen korrespondieren. Ahnliches ergibt sich bei 
(0320), (2120), (1220), (2040), (0240), (1060), (0160), (0080), 
nur ist die Kurve nicht immer 3. Ordnung. 

Bei (0080) ist sie 6. Ordnung und geht durch die acht 
Punkte a. 

Diese Kurve 6. Ordnung liegt auf allen Flächen 3. Ordnung, 
welche bei den aus (0080) hervorgehenden (0090) sich ergeben, und 
ist je zweien gemeinsam neben der zu (00100) gehörigen kubischen 
Raumkurve, der sie achtmal begegnet (Nr. 383). 

Das nächste Problem ist die Bestimmung der Ordnung 1[q der 464 
Fläche, welche für (aßTb)io durch die einem Punkte B oder 
j1 korrespondierende Kurve erzeugt wird, wenn dieser Punkt 
eine Gerade b oder a durchläuft. Wir wiederholen die Tabelle 
nicht (sie findet sich a. a. 0. Tab. 5 S. 334) und ermahnen hier bloß 
die Werte für die Signaturen (aßTO)io. 

(5000), (0500) : 10, (4020), (0420) : 10, 
(4100), (1400) : 6, (3120), (1320) : 9, 

(3200), (2300) : 6, (2200) : 8, 

Sturm, Geomefcr. VerwandtsohAfton. IL 22 
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(3040), (0340): 10, (1160) 

(2040), (0240) : 10, (1080),_^0l80) 
(2060), (0260) : 10, (00 10 0) 



10, 
10, 
10. 



Auf den Flächen a^^ 10. Ordnung, die einer b entsprechen, sind 
die Punkte Ä^ sechsfach, die Geraden a^ und die Punkte % dreifach; 
diese YielfEushheiten sind geringer, in den I^en, wo Z:^^ < 10 ist^). 
Auf einer a^^ gibt es 20 Geraden a\ welche Axen Yon axialen Kor- 
relationen für die betreffende Signatur (aßTb)io sind, deren zugehörige 
Axen V die b treffen. 20 ist der Wert von tTjq. Zu diesen 20 Ge- 
raden gehören etwaige Verbindungslinien (ßÄ^ yon zwei Punkten Ä^, 
Treffgeraden (4a^) von vier Geraden a^ und Geraden (J^, 2a^ durch 
einen Punkt Ä^, welche zwei a^ treffen. 

Die Flache 6. Ordnung bei (3200) ist eine Regelflache, weil 
jedem B eine Gterade zugeordnet ist; und auf der Fläche 6. Ordnung 
bei (2300) ist die der Fläche ß^' korrespondierende a^^ doppelt. 
465 Die nächste Aufgabe fordert die Bestimmung der Zahl 2111,^ 

der Punkte A^ die für (otßTÖ)ii einem Punkte B korrespondieren 
(a. a. 0. Tab. 6, S. 344). Für die Signaturen (aßTO)^ ist diese 
Zahl ausnahmslos 1. Und dies ist notwendig; denn zwei korre- 
spondierende Punkte A würden sofort zu einer ganzen kubischen 
Raumkurve von korrespondierenden Punkten führen. 

Damit erhalten wir bei diesen Signaturen (oißTO)^! je eine 
(in beiderlei Sinne) eindeutige Beziehung zwischen den 
Punkten der beiden Räume A und B^ folglich interessante Bei- 
spiele der Gremonaschen eindeutigen Verwandtschaften zwischen 
zwei Räumen, mit denen wir uns später eingehend beschäftigen werden. 

Bei der Signatur (3201) ist Cii,5= 1, di,^- 2; Ih^a bei (3201) 
ist nämlich Iu^b bei (2301). Wir erhalten eine einzweideutige 
Verwandtschaft, so daß jedem Punkte B ein Punkt A^ jedem 
A aber zwei Punkte B entsprechen. 

Bei allen andern Signaturen mit ö = 1, nämlich: (5001)^ 
(4101), (4021), (3121), (2221), (3041), (2141), (2061), (1161), 
(1081), (00101) ist Cb=C^«2, so daß jedem Punkte des einen 
Raumes zwei Punkte des anderen Raumes entsprechen, also sich 
eine zweizweideutige Verwandtschaft ergibt. 

Heben wir die Signatur (00110) herror. Zerspalten wir sie in 

(0080) ^ und (0080) ^/«/«^ bo haben wir zu B gehörig eine kubische 

Fläche imd eine kubische Raum kurve; von den neun Begegnungs- 
punkten liegen acht auf der Kurre 6. Ordnung, deren Punkte dem B 



1) Hinsichtlic]! der Eimitteluiig dieser Vielfachheiten müssen wir auf die 
ausführliche Abhaadlung yerweisen. 
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durch einen Büschel von Korrelationen f&r (0080) korrespondieren; 
der neunte ist der einzige^ der ihm in bezug auf (00110) korrespondiert. 

Besonders för diese Signatur (00110) wäre es erwünscht^ eine 
lineare Konstruktion des zu einem gegebenen B gehörigen Ä zu be- 
sitzen. 

Werden zu (0090) yerschiedene ^ gefügt, so erhalten wir auf 

der kubischen Fläche kubische Raumkurven aus einem bestimmten 
Netze, zu einer Doppelsechs gehörig (Nr. 378), je zwei mit einem 
gemeinsamen Punkte. Sei a eine Gerade aus dem Sextupel dieser 
Doppelsechs, dessen Geraden die Raumkurven zweimal treffen, und Ä, 
Ä zwei Punkte der kubischen Flache; durch sie geht eine der Raum- 
kurven und die beiden zum Bündel J? korrelativen untereinander kol- 
linearen Bündel erzeugen sie; in a schneiden sich entsprechende 
Ebenen, demselben Strahle h von 3 entsprechend. Derselbe bleibt 
fest, wenn Ä fesi^ehalten wird, wahrend A die kubische Fläche 
durchläuft, immer gehen die h entsprechenden Ebenen durch a. Es 
gibt daher sechs feste Strahlen in £*, deren entsprechende Ebenen in 
den verschiedenen Bündeln, deren Scheitel A dem B in bezug auf 
(0090) korrespondieren und die kubische Fläche erfüllen, in eine 
Gerade zusammenlaufen. 

In der erwähnten Tabelle 6 sind die Werte Cli, b = öi, a an- 
gegeben, die zugleich die Ordnung der Kurve der Punkte Ay 
welche den Punkten "B einer Gerade &, und die Ordnung der 
Fläche der B sind, welche den Punkten A einer Ebene a korre- 
spondieren, eil,!,« tlx,A für (ßaTb)H gibt tii,^- tu,!, für (aßTb)ii, 
also zugleich die Ordnung der einen Gerade a entsprechenden Kurve 
und die Ordnung der einen Ebene ß entsprechenden Fläche. Auf 
den einfachsten Fall b >= kommen wir gleich ausführlicher zurück. 

In den meisten Signaturen (aßTl)ii sind beide ^(odert") 
gleich 22; eine Ausnahme bilden: (4101), (3121), (2221), wo sie 14, 
20, 18 sind; und in (3201), die zu einer einzweideutigen Verwandt- 
schaft führt, sind die beiden Xl verschieden: Zii,^» 12, Cii,^ «» 15; d.h. 
weim B eine Gerade durchläuft, beschreibt A eine Kurve 12. Ordnung, 
wenn A es tut, dann B eine Kurve 15. Ordnung. 

Die meisten Signaturen (aßTl)n, nämlich (5001), (4021), (3041), 
(2141), (2061), (1161), (1081) und (00101), führen zu einer zwei- 
zweideutigen Verwandtschaft^ die in beiderlei Sinne vom 22. Ghrade ist. 

Beide Zahlen sind für alle Signaturen (aßTO)ji gleich 11> 
80 daß es sich um eindeutige Baumtransformationen handelt, 
die in beiderlei Sinne 11. Grades sind; nur bei (3210) oder 
(2310) sind sie 9. 

Die Flachen a^, ß^^ enthalten die A^y B^ sechsfach, die a^y \ 

22* 
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und die %f, S3| dreifacli. Die Kurven a^^, h^^ gehen dnrch die A^, B^ 
dreifach nnd treffen die a,, b, siebenmal. 

Wir begnügen uns hier mit den Signaturen, wo tit^B^-U ist. 
Bei all^i diesen ist 7r^j"=20; es gibt 20 Paare von Axen a, V 
axialer Korrelationen, welche möglich sind. Die d liegen 
einfach auf allen Flächen a*^, die V auf ß^^; unter ihnen befinden 
sich die etwaigen Geraden (2-4^), (4a^), (-4^, 2a^), bzw. (2J5^), usw. 
Bei zwei so einander korrespondierenden Geraden a*y V ent- 
spricht jeder Punkt der einen jedem der anderen. 

Das sind solche Hauptkuryen der Transformationen, welche 
wir später als außerordentliche bezeichnen werden. Ordentliche 
sind die o^^^, b^^^, die gleich zur Besprechung kommen. 

Zwei Flächen a^^, welche zwei Ebenen ß korrespondieren, haben 
außer den 20 Geraden a und der Kurve a^^, welche der Schnitt- 
linie korrespondiert, eine Kurve 90. Ordnung gemein. Jedem Punkte 
derselben sind zwei verschiedene Punkte in den beiden Ebenen zu- 
geordnet, also eine kubische Raumkurve, imd da diese jede der 
beiden Ebenen dreimal trifft, so ist die Kurve 90. Ordnung eine auf 
beiden a^^ dreifache Kurve 10. Ordnung. 

Es gibt also in jedem der beiden Bäume eine Kurve 
10. Ordnung Oq*^, h^^y von welcher jedem Punkte eine kubische 
Raumkurve in bezog auf (ctßTO)^^ (mit der oben genannten Aus- 
nahme) korrespondiert. Zu ihr gehören die Geraden a^, h^*^ so 
daß eine Kurve a^^^"/*, h^^'^ übrig bleibt, welche dreimal durch jeden 
A^, Bf, einmal durch jeden Sl^, 93| geht und jede a^, &,. dreimal triffL 
Sie ist dreifach auf allen a^^, bzw. ß^K Die kubische Raumkurve,, 
welche z. B. einem 93^ korrespondiert, ist diejenige, die ihm in bezug 
auf (a, ß, T — ly 0)^0 zugehört. Jedem Bf aber korrespondiert 
eine kubische Fläche, diejenige, die ihm in bezug auf (o, ß — 1, t, 0)^ 
korrespondiert. Dadurch werden die B^ Hauptpunkte der Transfor- 
mationen. Daraus, daß die Kurven h^\ die einer a entsprechen, jede 
bf siebenmal treffen, folgt, daß jeder Gerade b^ eine Fläche 7. Ord- 
nung korrespondiert. 

Wir wollen noch wissen, welche Fläche durch die den Punkten 
von &o^^"" korrespondierenden kubischen Raumkurven erzeugt wird. 
Dazu schneiden wir die einer Gerade a korrespondierende Kurve 
6" mit der einer Ebene a korrespondierenden Fläche ß^^. Zu den 
121 Schnittpunkten gehört der dem Punkte aa assoziierte; femer ist 
jeder der ß Punkte jß, ein 6 • Sfacher, und jeder der sieben Begegnungs- 
punkte der b^^ mit einer der a Geraden b^ ein dreifacher; es bleiben 
übrig 120 - 21 a — 18ß - 3[40 — (7a + 6ß)] Punkte; das sind Schnitt- 
punkte von b^^ mit der auf ß^^ dreifachen Kurve b^^^"", folglich be- 
trägt deren Anzahl 40 — (7 a + 6 ß). Von so vielen Punkten dieser 
Kurve trifft die korrespondierende kubische Raumkurve die a; d. h. 
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die Fläche, die Yon den für eine (aßTO)^i korrespondierenden 
Raumkaryen der Punkte von b^^^"^ erzengt wird, ist von der 
Ordnung 40 — (7a + 6ß)^). 

Wir nehmen eine Signatur (aßtOXo^ ^^ einer Gerade a eine 
Fläche 10. Ordnui^; ß^® korrespondiert; unter deren 10(10 — a) 
Schnitten mit V^~' befinden sich die ß Pxmkte Bf je 6 • 3fach, die 
T Punkte S^ je 1 • 3 fach, die drei Begegnungspunkte mit jeder der a 
Geraden &^ dreifach, fem er die 40 — (7a + 6 ß) Punkte, die den 
Schnitten von a mit der eben besprochenen Fläche korrespondieren. 
Es bleiben: 

60-12a-12ß-3T-60 — 3(2a + 2ß + T) — 6(a+ß)-80— 6(a + ß) 

Punkte übrig. Jeder dieser Punkte Bq von h^^'^'* hat für (aßTO^^ 
außerhalb der kubischen Baumkurve, welche ihm für diese Signatur 
und auch noch für (o, ß, y + 1^ 0\i korrespondiert, noch einen korre- 
spondierenden Punkt auf a, so daß ihm, nach früheren Erörterungen 
(Nr. 462), eine ganze kubische Fläche entspricht , und da diese der 
Gerade a dreimal begegnet, so ist dieser Punkt Bq dreifach auf ß^^; 
und ihre Anzahl beträgt 10 — 2 (a -f- ß). 

Auch bei den Signaturen (aßyO^o, bei denen einer Gerade a eine 
Fläche von niedrigerer als 10. Ordnung entspricht, kommen wir zu 
diesem Ergebnisse, das jedoch, wenn es Wert haben soll, a + ß < 5 
voraussetzt. 

Wenn also eine Signatur (aßTO)iQ vorliegt, bei der y>0, 
so gibt es — außer den %, 93^ und den Punkten auf a^, &^, denen 
selbstverständlich eine Fläche korrespondiert statt einer Kurve — 
10 — 2(a + ß) Punkte A^, Bq in jedem der beiden Bäume, 
denen nicht bloß eine Kurve, sondern eine ganze Fläche 
korrespondiert; dieselbe ist im allgemeinen 3. Ordnung, nur 
bei (3120) korrespondiert den B^, bei (2220) den ^o ^^^d B^ 
eine Fläche 2. Ordnung. 

Mit der eindeutigen Korrespondenz, die im Falle a + ß'^&y t°"0 
zwischen den beiden Bündeln kubischer Baumkurven besteht, sind 
solche Ausnahmepunkte nicht vereinbar. 

Nun kommen wir zur Zahl Ii%^b, der Ordnung der Fläche 466 
der Punkte B, welche einen in bezug auf eine Signatur (aßyb)!, 
korrespondierenden Punkt Ä haben. Diese Zahlen finden sich 
a. a. 0. S. 357, Tab. 8. Für alle Signaturen, bei welchen b « 



1) Wir werden daf&r in der Theorie der räumlichen Gremonaechen Trans- 
fönnationen eine Bestätigung erhalten: die ß knbischen Flächen, welche den 
Punkten B^ zngehören, doppelt gerechnet, die a Flächen 7. Ordnung, die den 5^ 
korreepondieren, und die oben besprochene Fläche von der Ordnung 40 — (7 a -|- 6ß) 
setzen die sogenannte Jacobische Fläche des Gebüsches von Flächen 11. Ord- 
nung a^^ zusammen, welche von der Ordnung 4(11 — l)ta40 sein muß. 
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ist, ergeben sich in beiden Räumen Flächen 4. Ordnung o^, ß^, 
die durch diese korrespondierenden Punkte Äj B erzeugt 
und in eindeutige Beziehung gebracht werden. Eine Aus- 
nahme macht die Signatur: (3300); bei welcher die beiden 
Flächen 3. Ordnung sind. Auf jenen Flächen 4. Ordnung sind 
die Punkte A^^ B^ doppelt^ die Geraden a^y h^y die Punkte 9^, SB^- 
einfach; auf diesen FUU^hen 3. Ordnung die A^y B^ einfEudi. Auf den 
0*, ß* liegen die Eurren a^^y h^^ einfach. 
Bei 

A^A^A^a^ o, Oj 

6i 6, &5 B^B^B^ 



(3300) 



haben wir in den Ebenen a^^^'^ A^A^A^y ^^^^B^B^B^y wegen 
Nr. 231; zwei eindeutig bezogene Kurven 3. Ordnung Ton Punkten 
A und By fOr welche 

daraus folgt, daß diese A und B sich durch planare Korrelation in 
bezug auf (3300) korrespondieren; diese Kurven sind die Schnitte 
der Flächen 3. Ordnung. 

2^2 ist die Ordnung der Kurve, die einem ebenen Schnitte 
der einen Fläche auf der andern entspricht Sie findet sich 
ebenfalls in der genannten Tabelle^). Diese Ordnung ist bei allen 
Signaturen (aßTO)^, gleich 14, nur bei (5300) gleich 9. Die 
Kurven 14. Ordnung gehen dreimal durch jeden A^y B. und treffen 
jede a^y \ achtmal, die Kurven 9. Ordnung tun jenes dreimal, dies 
sechsmal. 

Wir kommen weiter zu der Zahl Zu, b, der Ordnung der Kurve 
der Punkte By welche für (aßTb)^, korrespondierende Punkte 
haben. Wir finden sie a. a. 0. S. 363, Tab. 9. Für alle Signaturen 
(aßTO)^, ohne Ausnahme ist Zlis, b»6. 

Und endlich ist l^^ die Anzahl der Paare korrespondieren- 
der Punkte für (aßTÖ)i4. Da die Zahlen I^^ in meiner Arbeit keine 
direkte Zusammenstellung gefanden haben ^, so teile ich die Tabelle 
dieses Endergebnisses der ganzen Untersuchung in etwas abgekürzter 
Fassung mit, wobei von zwei zusammengehörigen Signaturen (aßyb) 
und (ßayb) mit ungleichen a, ß nur die geschrieben wird, bei der a> ß. 

Bei allen (aßT0)i4 ist Zj^ — 4, bei allen (aßTl)u i^* es «- 8, 
bei allen (aßT2)i^ ist es = 16, außer für (3302), wo es 13 ist; bei 
allen (aßT3)i^ ist es - 32, außer f&r (3213), wo es 29 ist; femer ist 
1,^-52,48,61,58 bei (4104), (3204), (3124), (2224), sonst -64 

1) Durch Drackfehler steht bei (2161), (1261) 14 statt 28 und bei (2142), 
(1242) 28 Btott 66. 

2) Nur indirekt als ^^3, v^, in Tab. 9. 
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bei den (oßT*)^; es ist- 116, 100, 96, 125, 119 bei (4015), (3115), 
(2215), (3035), (2135), sonst - 128 bei den (aßT5)i^. 

(4006): 168 (2046) :244 (1066) : 256 (0086) : 256 

(3106): 144 (2037) :412 (1067) : 482 (0077) : 512 

(2206): 136 (2028) :592 (1048) : 804 (0068) : 964 

(3026): 216 (201^ :716 (1039) :1152 (0059) :1608 

(14)(3017):312 (20010):744 (10210):1404 (00410):2304 

(3008): 372 (1146) :238 (10 111): 1468 (00 3 11): 2808 

(2126):196 (1137) :392 (10012):1876 (00212):2936 

(2 11 7): 280 (1128) :560 (00 113): 2752 

(2108):344 (1119) :688 (00 14): 2384 1). 

(11010):724 

(7000) ist die einzige Signatur, die wir bei dem Problem der 
KollineatioD untersucht haben. Daß dieselbe Zahl 4 dort wie hier 
sich ergeben muß, fordert die Dualität. 

Stellen wir die I für die Signaturen (00^0) zusammen: 

l l' 

(0080) 1 

(00^0) 8 

(00100) 3 10 

(00110) 1 11 

(00120) 4 14 

(00130) 6 

(00140) 4 

Wir knfipfen einige Folgerui^en an. 467 

Es liege Tor: 



(0080) 



man mache den Bündel C zu sich selbst korrelativ für diese Signatur; 
dann entsteht ein Polarbündel nnd auch die Strahlen nach 84^ K^, 
sowie die nach 185^ %^ sind konjugiert; d. h. wenn 



(00100) 



Sli»i 21, », 51,83 SI,»,«,», 

8, 21,8,81,83 Sl,«,«,», «5 



gegeben ist, so korrespondiert jeder Punkt sich selbst, liegt auf der 
ihm korrespondierenden kubischen Raumkurve. 



1) In bezug auf die Zahl S884 vgl. auch Giambelli, Memorie delllstitato 
Lombardo, Bd. 19 (1908), 8. 192. 
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Wenn 

(0090) 






Torliegt; so wollen wir den Punkt Ä auf einer Gerade c bewegen; 
die je zugehörige kubische Flache schneidet c in drei Punkten £; 
und ebenso entsprechen jedem Punkte B drei Punkte Ä, Yon den 
sechs Koinzidenzen sind zwei die Schnitte von c mit dem Hyperboloid 
(^^i, %^9f ^s^s)' B®^ diesen beiden Punkten^ bei denen drei 
doppelt konjugierte Strahlen in den konzentrischen Bündeln vorhanden 
sind, aber so liegen, daß ihre Yerbindungsebenen durch die nämliche 
Gerade gehen, kann auf Polarbündel nicht geschlossen werden, wohl 
aber hei den vier andern Koinzidenzen, wir erhalten also eine Fläche 
4. Ordnung von sich selbst korrespondierenden Punkten, bei denen 
die Korrelation ein Polarbündel wird. Sie ist die Fläche der 
Spitzen der Kegel 2. Grades, für welche %^ 83i; . . . ?le, SB« 
konjugiert sind; in ihr vereinigen sich die beiden Flächen 
4. Ordnung, die zu der Signatur (00120) gehören, hei welcher die 
%jf • • • ^s mit den 93^, . . . , Se und die SBj, . . . , fß^^ mit den Sl^, . . . St« 
identisch sind. 

Fügen wir noch ^ als 13. Paar hinzu, so erhalten wir die 

Kurve 6. Ordnung der Spitzen der Kegel 2. Grades, für welche 
auch noch %j, S7 konjugiert sind; in ihr vereinigen sich die 

beiden Kurven 6. Ordnung von (00130). Und kommt noch ^ hinzu, 

so hat man die vier Kegelspitzen des Büschels 2. Ordnung, 
für dessen Flächen acht Paare konjugierte Punkte gegeben 
sind. In ihnen fallen die vier Punkte des einen Raumes mit denen 
des andern bei (00140) zusammen. 

Wenn 

Q^Qj . . . CI9 

bjb, . . . 69 



(0009) 



gegeben ist, so gibt es (Tabelle von Nr. 461) zu jedem Punkte B, A 
eine Fläche 6. Ordnung von Punkten Ä, B, und auf einer Gerade c 
entsteht eine Korrespondenz [6, 6]; wir erhalten eine Fläche 12. Ordnung 
von Punkten (7, in denen korrespondierende Ä und B sich vereinigen. 
Lassen wir o^, 67, Og, Bg, Og, 69 mit B^, Q^, B,, 0,, b,, o^ identisch 
sein, so zerfällt diese FUlche in zwei Flächen. Die eine, von der 
Ordnung 4, ist die der Punkte C, für welche die drei Schnittlinien 
^(^9 ^1); (^(fiif Bg), C{a^, Bj) in eine Ebene fallen. Durchläuft nämlich 
C die Gerade c, so ei^eben sich drei Regelscharen, [ca^Bi], [co^Bj], [cagBj]. 
Wir haben auf Cy a^, a^y ^ projektive Punktreihen. Also liegen vier- 
mal vier entsprechende Punkte in einer Ebene (Nr. 208); d. h. die 



